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e Introduccion

La interpolacion polinomial es la base de muchos tipos de integracién numeérica y tiene otras aplicaciones tedricas.
En la préictica a menudo tenemos una tabla de datos {(x;,y;), i =0,1,2,..,n}, obtenida por muestreo o experi-
mentacién. Suponemos que los datos corresponden a los valores de una funcién f desconocida (a veces es cono-
cida, pero queremos cambiarla por una funcién més sencilla de calcular). El “ajuste de curvas” trata el problema de
construir una funcién que aproxime muy bien estos datos (es decir, a f). Un caso particular de ajuste de curvas es
la interpolacion polinomial: En este caso se construye un polinomio P(x) que pase por los puntos de la tabla.

La interpolacién polinomial consiste en estimar f(x*) con P(x*) si x* no estd en la tabla pero se puede ubicar
entre estos valores. Una situacion tipica se muestra en el siguiente ejemplo en el que tenemos datos que relacionan
temperatura con el segundo coeficiente virial.!

34 P(T) <__
Considere los siguientes datos para el nitrégeno (Np): ~
T(K) 100 200 300 400 450 500 600 § 00 200 400 450 500 6oo’T
B(cm®/mol) —160 —35 —42 9.0 ? 169 213
50t

donde T es la temperatura y B es el segundo coeficiente virial.
¢Cual es el segundo coeficiente virial a 450K?. Para responder
la pregunta, usando interpolacién polinomial, construimos un
polinomio P que pase por los seis puntos de la tabla (ya vere- |
mos c6mo), tal y como se muestra en la figura (I.1). Luego, el
segundo coeficiente virial a 450K es aproximadamente P(450) =
13.5cm3 /mol.

Figura I.1 Polinomio interpolante

1

El comportamiento de gases no ideales se describe a menudo con la ecuacion virial de estado

ﬂ—1+§+£+
RT v vz

donde P es la presion, V el volumen molar del gas, T es la temperatura Kelvin y R es la constante de gas ideal. Los coeficientes B = B(T), C =
C(T),... son el segundo y tercer coeficiente virial, respectivamente. En la préctica se usa la serie truncada
PV B

I



Consideremos la funcién f definida por

o ot
xX)= dt, —1<x<1
fo)= [t 1<x<
La integral que define a f es una integral no trivial (no se puede expresar en términos de funciones elementales).

La tabla de la izquierda nos muestra algunos valores para f.

X f()
-1 0.0009788055864607286
—0.6 0.0010401386051341144
—0.2 0.0011097929435687336
0 0.0011482955912753257

0.2 0.0011896108201581322

0.25 ?

0.6 0.0012820294923443982
1. 0.0013903460525251596

Tabla I.1 I

v ~05 I 05 10

Podemos usar un polinomio interpolante para interpolar f(0.25).

\. J

En el mundillo del ajuste de curvas hay varias alternativas,

@ Usar un polinomio interpolante. Es el método de propésito general mas usado.
@ Usar trazadores (splines). Estas son funciones polinomiales a trozos.

@ Usar Polinomios trigonométricos en [0,27]. Son la eleccién natural cuando la funcién f es periédica de
periodo 27t.

@ Usar sumas exponenciales. Se usan si conocemos que f presenta decaimiento exponencial conforme x — co.

@ Si los datos son aproximados (“datos experimentales”), lo conveniente serfa usar Minimos Cuadrados

Aqui solo vamos a tratar con interpolacién polinomial y trazadores ctibicos.

I.1 Interpolaciéon polinomial.

Un problema de interpolacién polinomial se especifica como sigue: dados n + 1 pares (x0,Y0), (X1, Y1), (X0, Yn),
siendo todos los x;’s distintos, y y; = f(x;) para alguna funcién f; encontrar un polinomio P,(x) de grado <n tal
que

P(x;j)=y;, i=0,12,..,n (L1)

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F. 3
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4 INTRODUCCION

Teorema 3 (Polinomio interpolante).

Dados n + 1 puntos (xg,0), (x1,¥1), -, (Xn,yn) con x; # xj si i # j; existe un tnico polinomio P, (x) de grado
<mn tal que P(x;) =y; Vi=0,1,..,n

A P,(x) se le llama polinomio interpolante, a cada x; le decimos nodo de interpolacion y a cada y; valor interpolado.

(l"z', yi)
@ El problema tiene solucién tnica, es decir hay un tnico /./‘? /

polinomio que satisface (1.2). P,(x)

@ No se requiere que los datos estén igualmente espaciados
ni en algtin orden en particular.

@ Si f es un polinomio de grado k < n, el polinomio inter-
polante de f en n 4+ 1 puntos coincide con f.

Figura 1.2 Polinomio interpolante.

Si de una funcién f conocemos los puntos (xo,¥0), (¥1,Y¥1), - ,(Xn,yn), con los x;’s todos distintos, y si N =

{x0,x1,...xn} y x* ¢ N pero min N < x* < méxN; entonces interpolar f en x* con un subconjunto de k + 1 nodos

consiste en calcular Pi(x*) donde Py es el polinomio interpolante obtenido con un subconjunto de k + 1 nodos
alrededor de x*.

El polinomio interpolante es tnico, es decir, solo hay un polinomio que pasa por estos n 4+ 1 puntos. Aqui vamos
a ver cuatro maneras de calcular este polinomio interpolante: La forma de Lagrange del polinomio interpolante,
la férmula baricéntrica de Lagrange, la modificada de Lagrange y la forma de Newton del polinomio interpolante
(método de diferencias divididas de de Newton). Los cuatro métodos dan el mismo polinomio (aunque con difer-
ente aspecto), y los cuatro métodos son importantes porque de ellos se hacen otras derivaciones tedricas.

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F.
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s
FORMA DE LAGRANGE DEL
POLINOMIO INTERPOLANTE.

Py

Lagrange? calcul6 el tnico polinomio interpolante de manera explicita: El polinomio P,(x) de grado <1 que pasa
por los n+ 1 puntos (xo,v0), (x1,Y1), -, (Xn,yn) (con x; # x; para todo i,j) es

Pn(x) = y()Ln,O(x) + yan,l(x> + .+ ynLn,n(x)

o x—x (x—xg)(x—xp) (v —apg) (0 — Xppg) - (X — xp)
donde Ly(x) = g Xe—x (% - xg) Exk - xkfl)ﬁ\vl(xk - xk+1§4‘r'l' (X — xn).
i£k

Por ejemplo,

(x —x1) - (x —x2) - (x — xp)
Eno(x) = (x0 —x1) - (x0 — x2) -+~ (x0 — xn).
_ (x—x0) (x—x) - (x — xn)
i) = G ) G =) (v — ).
(x —xp) - (x —x2) - (x —xg) -~ (x — xn)
Lua(x) = (x3 —x0) - (x3 —x2) - (x3 — x4) -+ (x3 — x).
Lun(x) = (x —x0) - (x —x1) - (x = x,1)

(xn — xO) . (xn, - xl) T (xn - xnfl)-

Joseph Louis Lagrange (1736-1813) fue uno de los mds grandes mateméticos de su tiempo. Nacié en Italia pero se nacionalizé
Francés. Hizo grandes contribuciones en todos los campos de la matemaética y también en mecanica. Su obra principal es la
“Mécanique analytique”(1788). En esta obra de cuatro voltimenes, se ofrece el tratamiento mas completo de la mecénica clésica
b desde Newton y sirvié de base para el desarrollo de la fisica matemética en el siglo XIX.

Meétodos Numeéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F. 5
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6 FORMA DE LAGRANGE DEL POLINOMIO INTERPOLANTE.

Determine la forma de Lagrange polinomio interpolante, de grado <2, que pasa por (0,1),(1,3),
(2,0).

Solucion:

Py(x) = yoLyo(x) +y1La1(x) +y2Lz2(x)
= 1- Lglo(x) +3- L2,1(x) +0- Lzlz(x)

_ (x=1)(x—-2) (x = 0)(x—2)
= 1 o-no=2 T a-oa-2

De una funcién f, conocemos la informacién de la tabla que sigue. Interpolar f(0.35) usando un polinomio
interpolante Ps(x). (Indicar la subtabla de datos que va a usar.)

x 0 01 02 03 04 05 06 07
flx) 3 31 32 33 34 45 46 47

Solucién: Como se requiere un polinomio interpolante P3(x), se necesita una subtabla de cuatro datos. Una opcién
es

x 02 03 04 05
f(x) 032 033 034 045

Si usamos la forma de Lagrange del polinomio interpolante,
entonces

B(x) = 032 (0(;(());))(( 02— 4))((3(6) )
UL (0(3 022))(5)3 002)((0_30535)
s (OEL 002))(E)x4 003?3)((0?105(3 5)
P (o.(5x _0(.)22)>(E)5 0033))((0_504(3 4)

y entonces f(0.35) ~ P5(0.35) = 0.32875.




Ejemplo 7 (Interpolacién lineal).

Verifique que el polinomio interpolante de grado <1 que pasa por (xo,yo), (x1,¥1)

Pi(x) = M(x—xl) + 1.

Solucion: Usando la formula de Lagrange,

Pi(x) = yoLyo(x)+y1Ly1(x)
(x —x1) + (x — xp)

= . Simplificando,
Po—x) " —x) TP
= EZE:ZS (x—x1) + »1

Ejemplo 8

En la tabla que sigue aparece las estadisticas de un curso con la cantidad de estudiantes en cada rango de notas.

Rango de Notas 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80
N Estudiantes 35 48 70 40 22

Estime la cantidad de estudiantes con nota menor o igual a 55.

Solucidn: Para hacer la estimacion necesitamos una tabla con las frecuencias acumuladas,

x< 40 50 60 70 80
y 35 83 153 193 215

Ahora calculamos el polinomio interpolante,

7(x — 80)(x — 70)(x — 60) (x — 50)

Pz = 48000

83(80 — x)(x — 70)(x — 60) (x — 40)
* 60000

153(x — 80)(x — 70)(x — 50)(x — 40)
* 40000

193(80 — x) (x — 60) (x — 50) (x — 40)
+ 60000
n 43(x —70)(x — 60)(x — 50) (x — 40)

48000
Asi, la cantidad de estudiantes con nota menor o igual a 55 es aproximadamente Py (x) = 120.




8 FORMA DE LAGRANGE DEL POLINOMIO INTERPOLANTE.

Ejemplo 9 (Nodos igualmente espaciados-fendmeno de Runge). N

En general, el polinomio interpolante se podria ver afectado por el conjunto {xj,...,x,} y por la funcién f.

Este ejemplo es algo extremo y es conocido como ‘fenémeno de Runge’; si f(x) = T 2522 el polinomio

interpolante presenta problemas de convergencia si tomamos los x;’s igualmente espaciados en [—1,1], es decir si
xi=—1+i-hcon h=2/n.

)
=

Observe que la interpolacién se ve afectado hacia los extremos del intervalo no asi en el centro; esto parece ser una
tendencia general.

Si se puede escoger los nodos, una buena opcién de ajuste se obtiene con nodos de Tchebychev 3

Ejemplo 10 (Nodos de Tchebychev).

Si hay posibilidad de escoger los puntos de interpolacion, en el intervalo [—1,1], la eleccién podria ser los nodos

xi=cos| 2L o
b 2n+2" )’
conocidos como nodos de Tchebychev. A diferencia de lo que podria suceder con nodos igualmente espaciados,
con estos nodos el polinomio interpolante ajusta bien si f € C![—1,1].

(b—a)(x—1)

Para un intervalo [a,b] es vélido hacer el cambio de variable u = Y + b que mapea el intervalo [—1,1]
en el intervalo [a,b]. En este caso, los nodos serian

(b—a)(x;—1) 2i+1
=" o con xj=cos| o o).

Pafnuti Lvévich Tchebychev (1821 - 1894). El mds prominente miembro de la escuela de matematicas de St. Pe-

G tersburg. Hizo investigaciones en Mecanismos, Teoria de la Aproximacién de Funciones, Teoria de los Ntimeros,
Teoria de Probabilidades y Teoria de Integracion. Sin embargo escribié acerca de muchos otros temas: formas
cuadréticas, construccién de mapas, cdlculo geométrico de volimenes, etc.




e Continuacion..

Como se prueba més adelante, en este caso, si x* € [a,b],

* * M 1 9 n
|f(x*) — Py(x ”Sm? si |[f"*)(x)] <M paratodo x € [a,b].

1.1  Forma modificada y forma baricéntrica de Lagrange.

La forma de Lagrange del polinomio interpolante es atractiva para propésitos teéricos. Sin embargo se puede re-
escribir en una forma que se vuelva eficiente para el cdlculo computacional ademds de ser numéricamente mucho
mads estable (ver [2]). La forma modificada y la forma baricéntrica de Lagrange son titiles cuando queremos inter-
polar una funcién en todo un intervalo con un con un polinomio interpolante.

n
Supongamos que tenemos 7 + 1 nodos distintos xo,x1, ..., x,. Sea £(x) =] [ (x —x;) y definimos los pesos baricén-

=0

tricos como

n 1

w, = , k=0,1,..,n
¢ E Xk — Xi

ik

Es decir, £(x) = (x —x0)(x —x7) - (x —x,) ¥
Lo 1 1 1 1
Coxp =X Xp— X1 Xp— X1 Xp— Xpp1 o X — Xy

Ahora podemos definir la “forma modificada” y “forma baricéntrica” de Lagrange:

Definicién 11

La forma modificada del polinomio de Lagrange se escribe como

Pu(x) =£(x) Y —L—y; (1.1)

j:Ox_xf

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F.
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10 FORMA DE LAGRANGE DEL POLINOMIO INTERPOLANTE.

Definicién 12

La forma baricéntrica del polinomio de Lagrange se escribe

= si x=x;
n
Wy
Pu(x) k;)x — (12)
= W, si X #x;
k:Ox — Xg
Consideremos la siguiente tabla de datos,
x f)
0.2 3.2
0.3 3.8
0.4 34
0.5 4.5

Calcule la forma modificada y la forma baricéntrica de Lagrange e interpole con ambos polinomios, f(0.35).

Solucién: Primero calculamos ¢(x) = (x — 0.2)(x — 0.3)(x — 0.4)(x — 0.5). Ahora, los pesos baricéntricos,

1 1 1
- : : —  _166.667,
“o 02703 0204 0205
- : : — 500
“ 03—02 03—04 03—05 g
w, = 1 1 L — 500
2704 T 02 04 T 03 04 T 05 !
- : : — 166667
“s 05—-02 05—03 05—04 66.66

Entonces, la forma modificada de Lagrange es,

Pa(x) = (x — 02)(x — 0.3)(x — 04)(x — 05) (_533.333 1650.  1700.  750. > ,

x—02 x—03 x—04 x—05
y la forma baricéntrica es,

B 533.333 o 1650. B 1700. - 750.
x—02 x—03 x—04 x-—05

B 166.667 N 500. B 500. 166.667
x—02 x—-03 x—-04 x-05

En ambos casos, f(0.35) ~ P5(0.35) = 3.2875.

Py(x) =




EJERCICIOS 1

1.2 Forma baricéntrica con nodos igualmente espaciados.

La forma baricéntrica toma una forma especialmente simple cuando los nodos son igualmente espaciados.

Sea h>0y xx=x90+k-h k=0,1,2...,n, entonces

n n
wyt = [TGm—x)=]](xo+m-h—xo—k-h)=(=1)""W"m!(n—m)!
k=0 k=0
k#m k#m
Ahora, como la férmula (1.2) no cambia si cambiamos w;, por w;, = cwy con ¢ # 0, entonces tomando ¢ =
(—=1)"h"n!, los pesos modificados se convierten en coeficientes binomiales con signo alternado,

Wi, = (—1)" (Z) m=0,1,..n

Finalmente, la forma baricéntrica para nodos igualmente espaciados no depende del peso 1 y sus coeficientes son
enteros,

= VY si X =X,

Py(x) (1.3)

1=
|
—_
s
N
3 =
N———
=
s
=
s

3
Il
o

1=
|
—_
3
TN\
T =
N——
=

-
=
3

3
!;

EJERCICIOS

1.1 Considere los cuatro puntos (0,1),(1,2),(3,0), (4,4).
a) Calcule el polinomio interpolante P;(x), en la forma de Lagrange.
b) Verifique que efectivamente Py(x;) = y;, es decir, P3(0) = 1, etc.
¢) Interpolar f(3.5).

1.2 Considere los cuatro puntos (0,1),(1,2),(3,0),(4,4). en la forma de modificada y la forma baricéntrica de
Lagrange.

a) Calcule el polinomio interpolante P3(x), en la forma de modificada.

b) Calcule el polinomio interpolante P3(x), en la forma de Baricéntrica.

o) Verifique que efectivamente P3(x;) = y;, es decir, P(0) = 1, etc.

d) Interpolar f(3.5).

1.3 Consideremos la siguiente tabla de datos,

X f(x)

0.2 1.2
0.3 5.3
0.4 94
0.5 10.5

Calcule la forma modificada y la forma baricéntrica de Lagrange e interpole f(0.35). Ayuda: Estas férmulas per-
miten reutilizar los calculos!



12 FORMA DE LAGRANGE DEL POLINOMIO INTERPOLANTE.

14 Usando la forma de Lagrange del polinomio interpolante verifique que si P(x) pasa por (xo,Yo),(x1,¥1)
entonces P(x) = M (x — x1) + y1. Ayuda: En algtin momento de la simplificacién debe sumar y restar y;x;.
0—M

1 T
1.5 Considere la funcién de Bessel Jy(x) = p / cos(xsenb)db. Tenemos la siguiente informacioén,
0

x 7 Jo(x)
0 3.59
0.2 3.11
0.4 3.08

a) Obtener la forma de Lagrange del polinomio interpolante.
b) Interpolar J5(0.25)

1.6 Considere la siguiente tabla de salarios,

Salarios ($) 0-1000 1000-2000 2000-3000 3000-4000
Frecuencia 9 30 35 42

Estimar la cantidad de personas con salario entre $1000 y $1500.

1.7 Interpolar cos(1.75) usando la tabla

X; cos(1+ 3x;)
0 0.540302
1/6 0.070737
1/3 —0.416147

Ayuda: La estimacién que se obtiene con el polinomio interpolante es —0.17054.

1.8 Considere la siguiente tabla de vapor para HpO calentada a 200 MPa.

v(m®/kg) | 010377 0.11144 0.1254
s(kJ/Kg-K) | 64147 65453  6.7664

a) Use interpolacién lineal para encontrar la entropia s para un volumen especifico v de 0.108m°/kg.
b) Use interpolacién cuadrética para encontrar la entropia s para un volumen especifico v de 0.108m3/kg.

1.9 Usando la tabla del ejemplo (2), interpolar f(0.25).

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F.
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o
FORMA DE NEWTON PARA EL
POLINOMIO INTERPOLANTE.

Py

La representacion
P(x)=uag+a1(x—xg) +ax(x—x0)(x —x1) + -+ au(x—x0) - (x — x,,1),

para el polinomio interpolante que pasa por los 1+ 1 puntos (xo,40), ..., (Xn,Yn), €s conocida como la representacion
de Newton del polinomio interpolante.

2.1 Diferencias Divididas de Newton.

La manera mds conocida para calcular la representacién de Newton del polinomio interpolante, estd basada en el
método de diferencias divididas. Una gran ventaja sobre la forma clasica del método de Lagrange es que podemos
agregar mas nodos a la tabla de datos y obtener el polinomio interpolante sin tener que recalcular todo. Comparado
con la forma modificada de Lagrange, no hay ganancia y mads bien esta dltima forma es méds estable. Atin asi, el
método de diferencias divididas tiene aplicaciones adicionales en otros contextos.

Podemos calcular los #;’s usando el hecho de que P(x;) =y;,

P(xo) = yo = 4 ——N ag = yol
_ _ _Y1—Yo
P(x1)= y1 = ao+a1(x1—x) — g =21
X1 — X0

—dg — a1\ X2 — X
P(x2) = y2 = ag+a1(x2—xp) +az(x2 —x0)(x2 —x1) = aZ_y2(x2_(Jxo)(1£22_x1)0)

Si yx = f(xx), la férmula anterior nos muestra que cada a; depende de x¢,xy,...,xx. Desde muchos afios atras se
usa la notacién a; = f[xg,x1,...x¢] para significar esta dependencia.

Al simbolo f[xg,x1,...xs] se le llama diferencia divida de f. Usando esta nueva notacion tendriamos que la forma de
Newton del polinomio interpolante es

P(x) = flxo] + flrom)(x = x0) + flvo,x1,%2] (x = %) (x = 1)
+-o o flxo, e xn](x —x0) - (x — xp-1),

donde f[xo] =yo y flxo,...x;] es el coeficiente principal de la forma de Newton del polinomio que interpola la
funcién f en los nodos xg,x1, ..., ;.

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F. 13
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14 FORMA DE NEWTON PARA EL POLINOMIO INTERPOLANTE.

Ejemplo 14 (Interpolacién lineal).

El polinomio interpolante de grado <1 que pasa por (xo,yo), (x1,y1) es

Pi(x) = flxa] + flxo, (3 = 50) donde flxo,m] = 2ZI 5 flaa] —ye

Si consideramos al coeficiente f[xg,x1,...x,] como una funcién de n + 1 variables, entonces esta funcion es simétrica,
es decir, permutar las variables de cualquier manera no afecta el valor de la funcién. Esto es asi porque el polinomio
que interpola los puntos {(x;,y;)}i—o . €s tnico, por lo tanto sin importar el orden en que vengan los puntos, el
coeficiente principal siempre es a, = f[xq, x1,...Xn].

(QuUE es flxg,xp 1, x4 ;|7 Es el coeficiente principal de la forma de Newton del polinomio que interpola una

funcién f enlosnodos xy, Xgy1, ..., Xk j- Por ejemplo, si tenemos 1 + 1 datos (x0,¥0), (x1,Y1), -, (X, yn ), €l polinomio
que interpola (x3,y3), (x4,y4) seria

Pi(x) =y3 + flx3,x4](x — x3).

El nombre “diferencia divida” viene del hecho de que cada f[xy, Xk 11, Xk4;] se puede expresar como un cociente de
diferencias.

La diferencia dividida f[x,xgy1,...,Xx1j] satisface la ecuacion

Sl X2 X ) — % X1, Yoy j—1]
Xftj — Xk

S Xp 1o Xpy ] = 2.1)

Ejemplo 16

El teorema (15) indica que cada diferencia dividida se puede calcular en términos de otras “diferencias” previamente
calculadas. Los ejemplos que siguen son casos particulares para mostrar cémo se aplica el teorema.

flxix] = Ziij
f[xo,xl,xQ] — f[xllx:jj :J;(EXO,xl]
f[xl,x2,x3] — f[x2/x3] —f[xl,xz]

X3 — X1
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e Continuacion.. N

flx1,x2,x3] — flxo, %1, 2]
X3 — XQ

flxo0,%1,%2, %3]

f[x2/x3rx4} 7f[xlrx2/x3]
X4 — X1

flx1,%2,%3,x4] =

flx1,x2, ., xx] — X0, X1, s Xk_1]
X — X0

f[xo,xl,...,xk] =

\. J

Este esquema recursivo se puede arreglar en forma matricial como sigue,

X0 Yo
oy flxox]
X2y flxg,xo] flxo,x1,%2]

X3 Y3 f[xz/xez] f[x1,x2,x3] f[xo/x1fxzrx3]

En general, para calcular f[xo], f[xo,x1], f[xo,x1,%2],---,f[X0,....Xn], debemos calcular una matriz en la que las
nuevas columnas se construyen con los datos de la columna anterior.

flxo,x1] — flx1, %2

X2 — Xo

flxo,x1,%2] =

< f[xg, 21, 23]

La misma matriz se puede usar para calcular la forma de Newton para subconjuntos de datos: En el arreglo
que sigue, la diagonal principal (en rojo) corresponde a los coeficientes del polinomio que interpola los datos
(x0,Y), -, (Xn,¥n) . La diagonal en azul corresponde a los coeficientes del polinomio que interpola los datos (x1,y1), ..., (Xn,¥n)-

Yo

v1  flxo x1]

v2 flx,xa]  flxo,x,%0]

ys flxa,xs]  flx1,xo, x5

i/n f[xn_l,xn] }[xn,z,xn_l,xn] v fIx1, e xn] X0, X1, x0)

Por ejemplo, para calcular el polinomio que interpola los datos (x3,y3),...,(Xs,Y6) se usa la (sub)matriz,

Y3

Ya  flxs, x4

ys  flxa,xs]  flxs, xq,x5]

Ve flxs,xe) flx1,x2,x3]  f[x3,x4,%5,X6]

La diagonal principal (en rojo) corresponde a los coeficientes del polinomio que interpola estos cuatro datos.
(@ Clic para ir al programa en Internet: Liga 1 | Liga 2)


http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/NumericoApplets/DifDivNewton.htm
http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/NUMERICO/SitioInterpolacion/DifDivNewton/DifDivNewton.htm
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Usando diferencias divididas, calcular el polinomio interpolante para los datos (—1,2),(1,1),(2,2),
(3,—2) y el polinomio interpolante para los datos (1,1),(2,2),(3,—-2).

Solucién: Primero construimos la matriz de diferencias divididas usando todos los datos. En rojo estdn los
coeficientes del polinomio que interpola todos los datos y en azul los coeficientes del polinomio que interpola los
datos (1,1),(2,2),(3,-2).

X0 Yo 2

x1 y1 flxo,x1] ., 112

x2 y2  flx1,x2]  flxo,x1,%2] 2 1 1/2

x3 Y3 flxa,x3] flxw,xa,x3]  flxo,x1,x2, %3] — -4 -5/2 —-3/4

El polinomio interpolante, en la forma de Newton, para todos los datos es

P(x)=2-1/2(x+1)+1/2(x+1)(x —1)-3/4(x+1)(x — 1)(x — 2)

El polinomio interpolante, en la forma de Newton, para los datos (1,1),(2,2),(3,—2) es
Px)=14+1-(x—1)+ —-5/2(x = 1)(x —2)

\.

Ejemplo 18

De una funcién f, conocemos la informacion de la tabla (2.1). Interpolar f(0.35) usando un polinomio interpolante
P3(x). Primero que todo, escriba la tabla de datos que va a usar.

x 0 01 02 03 04 05 06 07
f(x) 3 31 32 33 34 45 46 47

Tabla 2.1

Solucién: Como se requiere un polinomio interpolante P3(x), se necesita una tabla de cuatro datos. Una opcion es

x 02 03 04 05
f(x) 32 33 34 45

Si usamos la forma de Newton del polinomio interpolante, entonces
3.2

33 1 P3y(x) = 32+1-(x—02)
34 1 0 + 0 (x—02)(x—03)
' 4 166.66- (x — 02)(x — 0.3)(x — 0.4)

45 11 50 166.66

Por tanto f(0.35) ~ P3(0.35) = 3.2875
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2.2 Forma de Newton en el caso de nodos igualmente espaciados.

Si tenemos nodos igualmente espaciados con x, = xp+k-h,k=0,1,,..,n, entonces la diferencia hacia adelante de
orden 1 en y; es Alyk = Y11 — Yx- La diferencia hacia adelante de orden m se define recursivamente como:
Ay = AN Ly). Asi,

Aoyk = Vi
Ay = Vi1 — i
Ay = AWkp1 —Yk) = Yks2 — Yer1 — Yis1 + Yk = Ykr2 — 2Ykr1 + Vi
n ! j n
Ay = (D7 ) Yrern—j
j=0 J

En particular

Recordemos quesi s € R,

(=]

—_

W

AAQAA
N~ N N N
Il
wn
—
wn
N
—_
S—

La relacién entre estas diferencias hacia adelante y los coeficientes de la forma de Newton del polinomio inter-
polante (en el caso de nodos igualmente espaciados) se expresa mediante la férmula,

KU flxo, x1, ... 5] = AFy.

De esta manera, la forma de Newton del polinomio interpolante, para nodos igualmente espaciados, es

X 2f(x "f(x
Pu(x) = yo + (x = xo0) AﬁEhO) = 2f!}(120) Anj!rP(I”O) '

Se puede hacer una simplificacién mads; si x = xg + s - I entonces

+ (x —x0)(x — x1) o (x = x0) (x —xp) - (¥ = xp1)

X — X0
h
X — X x—(xp+i-h)

fd _— = — 1

h h

= S
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De este modo,

(x — xo)A];(!;O) - b _th)Alf(xo) = (i) A f(xo),

2 X X —X X —X S(Ss — S
(- 220 = B ) = 2w ) = () a2 (o)

21h2 2!h2 2!
(= 20)(x —11) = (¥ — %y1) Ar;j!f]g:o) _ (x — x0)(x —Zlh)n. e (x =2, A f(x0)
_ s(s—l)(s—zlzl. (s n+1)A”f(xo)
= (3)a"s0)

Es decir, si los nodos son igualmente espaciados (de paso h) y x =x¢ + sk,

Pu(x) = Py(xg+5-h) = 2 (Z) Aryy = Z (;{)k!hkf[xo,xl,...xk].

k=0 k=0

Ejemplo 19 <

Usando la tabla de datos, interpolar f(0.35).

X f(x)
02 32
03 33
04 34
05 45

Solucion: Los nodos son igualmente espaciados con h = 0.1. La matriz de diferencias divididas es,

3.2

33 1

34 1 0

45 11 50 166.66

Como 0.35=02415-01,=s5=15,

£(0.35) ~ P5(0.35)

(1(‘)5> 01(0.1)° -3.2 + (1i5>1!(o.1)1 1+ <1é5>3! (0.1)® - 166.66
= 1-32+4+15-0.1-1-0.0625-6-(0.1)° - 166.66 = 3.2875.

EJERCICIOS

21 Sea P(x)=asx’ +agx* +a3x® +a,x> +a;x! + ag, si se conoce que este polinomio pasa por (—1,3),(0,0),(1,4),(2,0),

“_omn

(3,1),(4,0), determine los coeficientes “a;” del polinomio.
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2.2 Considere los datos (xo,1),(x2,2),(x3,3),(x4,4),(x5,5), donde xg =0.1,x; =0.2,x3 =0.3,x4 = 0.4 y x5 =0.5.
Calcule f[xp,x3,x4].
Yo n i Y2

(xo —x1)(x0 —x2) (%1 —x0)(x1 —x2)  (x2—x0)(x2 —x1)
2.4 Considere los 4 datos (0,1),(1,2),(3,0),(4,4).

a) Determine la matriz de diferencias divididas y la forma de Newton del polinomio interpolante Ps(x).

b) Verifique que efectivamente P3(x;) = y;, es decir, P(0) = 1,etc.

o) Interpolar f(3.5).

2.3 Verifique que f[xp,x1,%2] =

2.5 Considere la siguiente tabla de datos para el nitrégeno,

T(K) 100 200 300 400 500 600
B(cm3/mol) —160 —35 —42 90 169 213

Tabla 2.2 Segundos Coeficientes viriales B (cm3 /mol ) para el nitrégeno

donde T es la temperatura y B es el segundo coeficiente virial. Interpolar el segundo coeficiente virial a 450K.

2.6 Usar la forma de Newton del polinomio interpolante para completar la siguiente tabla de datos para el agua,

T(C) 50 60 65 68 75 80
p(kg/m3) 988 9857 9805 2 9748 9716

Tabla 2.3

donde T es temperatura y p es la densidad.

2.7 Verifique que f[x;,x;] = f[x;,x;].

2.8 Usando la forma de Newton del polinomio interpolante, obtenga el polinomio P; (x) que pasa por (x¢,Ys), (X7,Y7).

1 T
2.9 Considere la funcién de Bessel Jy(x) = p / cos(xsenf)d6. Tenemos la siguiente informacion,
0

x 7 Jo(x)
0 3.59
0.2 3.11
0.4 3.08

a) Obtener la forma de Newton del polinomio interpolante.
b) Interpolar J(0.25)

210 En la tabla que sigue aparece las estadisticas de un curso con la cantidad de estudiantes en cada rango de
notas.

Rango de Notas 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80
N° Estudiantes 35 48 70 40 22

a) Estime la cantidad de estudiantes con nota mayor o igual a 65.
b) Estime la cantidad de estudiantes en el rango 55 — 65

211 La siguiente tabla muestra los pesos normales de bebés durante los primeros 12 meses de vida,
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Edad en meses 0 2 5 8 10 12
Peso en libras 75 1025 15 16 18 21

Determine el peso de los bebés entre los 5 y 5.6 meses de vida.

2.12 Interpolar cos(1.75) usando la tabla

X; cos(1+ 3x;)
0 0.540302
1/6 0.070737
1/3 —0.416147

Ayuda: la estimacion que se obtiene con el polinomio interpolante es —0.17054.

213 Considere la siguiente tabla de vapor para HpO calentada a 200MPa.

v(mP/kg) | 010377 0.11144 0.1254
s(kJ]/Kg-K) | 64147 65453  6.7664

a) Use interpolacion lineal para encontrar la entropia s para un volumen especifico v de 0.108m°/kg.
b) Use interpolacién cuadrética para encontrar la entropia s para un volumen especifico v de 0.108m3/kg.

214 En la siguiente tabla de diferencias divididas, complete los datos que faltan.

B W e ol

2.3  Forma de Lagrange vs Forma de Newton.

Usualmente se reserva la forma de Lagrange del polinomio interpolante para trabajo teérico y diferencias dividi-
das de Newton para calculos. La realidad es que la forma modificada de Lagrange es tan eficiente como diferencias
divididas de Newton en cuanto a costo computacional y ademds es numéricamente mucho maés estable. Hay varias
ventajas que hacen de esta forma modificada de Lagrange, el método a escoger cuando de interpolacién polinomial
se trata ([9], [10]).

Para mostrar la inestabilidad del polinomio interpolante obtenido con diferencias divididas versus el obtenido con
la forma modificada de Lagrange, consideramos la funcién de Runge f(x) =1/(1+ 25x%) en [—1,1]. Para un
buen ajuste, usamos 52 nodos de TChebyshev. En la figura (2.3,(a)) se muestra la gréfica de f junto con la gréfica
del polinomio interpolante obtenido con diferencias divididas (PN(x)) y del polinomio interpolantes obtenido con
la forma modificada de Lagrange (PML(x)). Usando la aritmética usual de la maquina, se nota inestabilidad de
PN(x) en las cercanfas de x = —1. En la figura (2.3,(b)) se muestra el error relativo de la aproximacién a f con
cada polinomio en [—1,—0.9]. EPN(x) corresponde al error relativo entre f y la forma de Newton del polinomio
interpolante y EPML(x) corresponde al error relativo entre f y la forma modificada de Lagrange.

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F.
Derechos Reservados © 2011 Revista digital Matematica, Educacién e Internet (www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/)
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/ PML(x)
EPML(x)
05 1
2
.4
(a) Interpolacién. Diferencias divididas vs forma (b) Error relativo.

modificada de Lagrange

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F.
Derechos Reservados © 2011 Revista digital Matematica, Educacién e Internet (www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/)



ESTIMACION DEL ERROR.

Py

3.1 Introduccion

La estimacién del error, cuando interpolamos con un polinomio interpolante, es de interés practico en varias 4reas,
por ejemplo en el desarrollo de métodos de aproximacién en ecuaciones diferenciales ordinarias y en ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales.

Una estimacioén del error se puede obtener si conocemos alguna informacién acerca de la funcién f y sus derivadas.
Sea f € C"*l[a,b] y Py(x) el polinomio de interpolacion de f en (xo,v0), (¥1,¥1), - (Xn,yn), con x; € [a,b].
Entonces, usando polinomios de Taylor podemos establecer la siguiente férmula para el error

fHE(x)

f(x)_Pn(x>: (ﬂ+1)!

(x —x0) (x —x1) -+ (x — xu)

donde a < §(x) <b y x € [a,b]. Aqui, la expresion “§(x)” significa que ¢ no es una constante fija, sino que varia
segln el valor que tome x.

Para efectos précticos, @ y b son el minimo y el maximo del conjunto {xg,xy,...,x,}. Si M, es el el mdximo
absoluto de la funcién [f"*1)| en [a,b], es decir, |f"*1)(x)| < M,, para todo x € [a,b], entonces podemos obtener
una estimacion del error f(x) — P,(x) con la desigualdad,

1F(x) — Pu(x)] < (an”l)!uxfxo><xfx1>-~<xfxn>|; x € [a,b]. (3.1)

Observe que un polinomio interpolante de grado alto no garantiza una mejora en el error: Si usamos mas puntos
(posiblemente mds cercanos entre ellos) se puede esperar que el producto [];(x — x;) se haga mds pequefio con n,
pero todavia deberia pasar que la derivada de orden n + 1 no crezca més rapido que (1 + 1)! y esto parece no ser
la regla®.

Si los nodos son igualmente espaciados, y suponiendo que tenemos n 'y M, fijos, la estimacion del error
depende de la funcion ¢(x) = (x — x)(x — x1) - -+ (x — x,,). La forma general de esta funcién se muestra en la figura

que sigue,

4

Georg Faber (1912) demostré que para cada juego de nodos, existe un funcién continua para la cual los polinomios interpolantes no convergen
uniformemente a f y también, para cada funcién continua existe un juego de nodos donde los polinomios interpolantes si convergen de manera
uniforme. Atn en este tltimo caso, los nodos no siempre faciles de obtener.



N N4 T

Figura3.1 {(x) = (x —xp)---(x — xy) con 7 nodos igualmente espaciados.

Esto sugiere que en el caso de nodos igualmente espaciados (excepto n = 1), el error es més pequefio si x estd hacia
el centro y empeora en los extremos.

La desigualdad (3.1) serfa suficiente para estimar el error al interpolar en un valor x, pero nos interesa también una
estimacion que nos sirva para todo x € [xg,x,].

3.2  Erroren interpolacién lineal.

Si tenemos dos puntos (xg,Yo),(x1,¥1) con xg < x1, el error es f(x) — Py(x) = (= xo)z(x — xl)f”(g(x)). ¢Cual es

el error maximo si x estd entre xo y x1 y si f” permanece acotada en [xg,x1]?.

Si [f"(x)| < My en [xp,x1], entonces

F() = Pr)] < 2210 = x0) (x = ).

El error maximo depende del méaximo valor de la funcién

(x —x0)(x — x1) en el intervalo [xg,x1].
5 (zota1)?
8

Como /(x) = (x = x0)(x = x1) es una pardbola céncava hacia

arriba (figura 3.2), es negativa si x € [xg,x1], por lo tanto el ma-
X0 + X1

ximo en valor absoluto lo alcanza en x = 5

,yes

(x1 — xo)z'

8

.". Si se usa interpolacioén lineal, el error general esta acotado por

(%1 — xo)z'

£6) = P ()] < My g

Figura32 {(x) = (x —xp)(x —x1)y |[¢(x)|

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F. 23
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Ejemplo 20

Si tabulamos la funcién senx para xg =0, x; = 0.002, x, = 0.004, ... entonces el error general al interpolar linealmente
es

(0.002)?
8

|senx — Py(x)| <1- ’ =0.5x107°,

pues |senx| <1 Vx (Aqui suponemos que el polinomio se evaltia de manera exacta). Esto nos dice que la funcién
senx es apropiada para interpolacién. lineal.

Si deseamos mads precisién en un caso particular, podemos usar la férmula (3.1). Si por ejemplo x = 0.003, entonces

.004

sen(0.003) — P;(0.003)| < M 0.003 — 0.002)(0.003 — 0.004)| ~ —1.99 x 10~? pues el méximo absoluto de
5 p

|senx| en el intervalo [0.002, 0.004] es sen(0.004).

3.3  Erroren interpolacién cuadratica

Si interpolamos con tres puntos (1 = 2) igualmente espaciados xg, X1 =x +h y xp = xo + 2h; entonces si x € [xg, X2]
ysi [f”(x)| < M3 en [a,b], la estimacion general del error es,

@) = Pax)] < 20— x0)(x— 1) (v —x2)

IN

< G (x — x0)(x — x0 — h)(x — x0 — 2h)|

Para obtener el mdximo absoluto de la funcién ¢(x) = (x — x¢)(x — x1)(x — xp) calculamos sus puntos criticos:

1
0'(x) =3x% + x(—6h — 6x) + 6hxo+ 3x3 + 2h%, los ceros de esta cuadratica son r; = 3 (3h+V3h+3x)) y 12 =
1
5 (Bh— V/3h + 3x0).

243
Como /(x) se anula en xp y xp, el maximo absoluto de |¢(x)| es max{|¢(r1)],|¢(r2)|} = 3\11/?:
. . . M;shd
.. El error general al interpolar con tres puntos igualmente espaciados es |f(x) — P»(x)| < , x € [xp,x2].

Ve

Si tabulamos la funcién senx para xp =0, x; = 0.01, x, = 0.02,... entonces el error general al interpolar con un
polinomio de grado dos es

1-(0.01)3

~6.415 x 1078,
W

|senx — P (x)]

pues |senx| <1 Vx.
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3.4  Eroren interpolacién ctubica

Si tenemos cuatro puntos igualmente espaciados (xo,Y0), (x1,¥1), (X2,¥2), (x3,¥3) con xp < x1 < X2 < x3, una estimacion
del error es

‘f(x)*P3(x)|S%,4|(x*XO)(x*xl)(x*xz)(x*x?S”r con |f¥(x)| <My en [xo, x3].
4!

De nuevo, dados n y My fijos, la estimacion del error general depende del méximo absoluto del polinomio |/(x)| =
|(x — x0)(x — x1)(x — x2) (x — x3)|. Como x; =x9+i-h,i=1,23;

((x) = (x—x0)(x —x1)(x —x2)(x — x3)
= (x—x0)(x—x9—h)(x —x9—2h)(x — xog — 3h)

O(x) = 2(2x —3h—2x0)(x* + x(—3h — 2xq) + h? + 3hxo + x3)

Los puntos criticos son r1 = 0.5(3% +2xg), r2 = 0.5(3h — v/5h +2xq) y 3 = 0.5(3h + /51 + 2xg). Como £(x) se anula

4
oK h4} = h*. Finalmente,

en xo y X3, entonces el maximo absoluto de |¢(x)| es max{[{(r1)|,|€(r2)],|€(r3)|} = {16'

Myh*
24

.. el error general al interpolar con cuatro puntos igualmente espaciados es |f(x) — P3(x)| < , X € [x0,x3].

.. Si solo interpolamos valores x € [x1,x3], el maximo absoluto de |¢(x)| en este intervalo se alcanza en el punto
4

9h
medio x = (x1 +x3)/2 =0.5(3h + 2xp) y es 10 En este caso la estimacion del error general es

3Myht
(%) = Pa(x)| < =g— x € [x1,%2]

Zo T T2 zs3

Figura33 /(x) = (x — xg)(x — x7)(x — x2)(x — x3)
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Si tabulamos la funcién senx para xg =0, x; = 0.05, x; = 0.10,x3 = 0.15,.... entonces el error al interpolar con Ps
entre x1 y xp es
3

|senx — P3(x)| <1- ﬁ(0'05>4 ~1.46 x 1077,

pues |senx| <1 Vx (Aqui suponemos que el polinomio se evaltia de manera exacta).

3.5  Error con interpolacién con polinomios de grado .

Si interpolamos sobre puntos igualmente espaciados x; = xo +i-h, i =0,1,..,n; y si h es pequefio entonces
f (n+1) (¢(x)) en general no se espera que varie gran cosa. El comportamiento del error es entonces principalmente
determinado por ¢(x) = (x — xp)(x —x7) - (x — xy).

h=05 n=7 h=01 n=7 h=001 n=7
/ A\ N\ /)
-1.0 —2x 1076 9% 10~
B ;; —4x107° —dx 1071
—2.5 —6x1076 _6x 104}

Figura34 ((x)=(x—xg)(x —x1)---(x —xy) conn=7.

Pero las oscilaciones de ¢(x) se hacen mds violentas si n crece,

h=01, n=41

[T . . A
1 2 3
— 1.0 x 10 =)
— 1.5 x 106
—2.0 x 106
— 2.5 x%x 106

Figura3.5 {(x) = (x —xg)(x —x1) - (x — xp) con n = 41.

Sin embargo, la sucesion de polinomios interpolantes {P,(x)} podria converger a f (sin importar si los nodos son
o0 no igualmente espaciados); esto depende del comportamiento de la derivada k—ésima de f: La sucesion {P,(x)}
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converge a f uniformente en [4,b] (que contiene a los nodos) si

k—o0 k!

y esto sucede si f es analitica en una region suficientemente grande, en el plano complejo, que contenga a [a,b] ([1,
pag 84]).

3.6 Interpolacion Iterada de Neville

Si no tenemos informacién acerca de las derivadas de una funcién no podemos usar la férmula para el calculo
del error. Entonces, cudl es el grado del polinomio de interpolacién mds adecuado para interpolar un valor?. Para
responder esta pregunta podemos usar el algoritmo de Neville, este método interpola un valor particular con poli-
nomios de grado cada vez mas alto (iniciando en grado cero) hasta que los valores sucesivos estan suficientemente
cercanos. Luego por inspeccién podemos decidirnos por un valor en particular.

Usemos la siguiente notacion: Py es el polinomio interpolante que pasa por (xo,4o),(x1,¥1); Po12 es el polinomio
interpolante que pasa por (xo,10), (x1,¥1), (x2,¥2); P1234 es el polinomio interpolante que pasa por (x1,v1), (X2,¥2),
(x3,Y3), (x4,y4); etc. Como no tenemos informacién acerca de las derivadas de f, el criterio para estimar el error es
empirica e implicita: Nos quedamos con la estimacién que presente ‘menos variacién’.

Consideremos la siguiente tabla de datos,

X 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6
f(x) 0.7651977 0.6200860 0.4554022 0.2818186 0.1103623

Para interpolar en x = 1.35 tenemos varias opciones y combinaciones, con tres nodos, con cuatro nodos, etc. Usando
nuestra notacion, algunos resultados son Py1,(1.35) = 0.5401905; Pjp3(1.35) = 0.5388565; Py123(1.35) = 0.5395235;
P1234(1.35) = 0.5395457; Py1234(1.35) = 0.5395318. La menor variacion la encontramos con Py23(1.35) = 0.5395235;
Pi234(1.35) = 0.5395457 y Py1234(1.35) = 0.5395318 y de estos tres, los mds cercanos son Pyip3(1.35) = 0.5395235 y
Po1234(1.35) = 0.5395318. En este caso parece lo mejor quedarnos con la aproximacion Ppip34(1.35) = 0.5395318 ya
que toma en cuenta toda la tabla.

El problema en el andlis anterior es la gran cantidad de polinomios que se deben evaluar, el algoritmo de Neville
precisamente automatiza esta tarea usando calculos anteriores para obtener el nuevo célculo. El algoritmo de Neville
no calcula P(x) sino que evaliia varios polinomios interpolantes de Lagrange en un valor dado.

Sea Q;; el polinomio interpolante que pasa por (xi,]«,yi,j) ... (x4,y;), es decir, Qij=Piji jr,i—j+2,..i-1, eselpoli-
nomio interpolante (en la forma de Lagrange) que pasa por los nodos (x;—j,yi—j), (Xi—j1,Yi—j+1),- (Xi,yi), 0<j<i.
Por ejemplo,

Qo,0 = Py pasa por (xg,y0), es decir, Py(xg) = yo.

Qa0 = Py pasa por (x4,y4), es decir, Py(x4) = ya.

Qs = P32, pasa por (x3,y3), (x4,Y4), (x5,5)

Qu4 = Po134 pasa por (xo,Y0), (X1,41),r (X4,¥4)
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Con esta definicién de Q;; se tiene la siguiente relacion recursiva,

Qi j(x) =

(x— xifj)Qi,jq(x) —(x— xi)Qi—l,j—l(x)

X — x]-,l

(3.2)

Aplicando esta relacién parai=1,2,..,n; j=1,2,...,i se logra calcular varios polinomios interpolantes de Lagrange
en un valor x, como se muestra en la siguiente tabla (para el caso de 5 nodos)

X0
X1
X2
X3
X4

Qo0 =Yo

Quo=v1 Qi1=DPo
Qo=y2 Q1=Pp
Qzo=y3 Q31=Dp3
Quo=ys Qu1=D"34

Q22="Po12
Q3p=Pip3 Q33="P123
Qup=P3s Qs3=Pipzs Qua=Py1234

(@ Clic para ir al programa en Internet: Liga 1 | Liga 2)

etc.

X0
0
X1
0.1
X2
0.2
X3
0.3
X4
0.4

La distribucién gamma se define como

Py

0.0

Py
0.0046679

%
0.0175231

P
0.0369363

Py
0.0615519

x/B ua—le—u

F(x;B,a) :/0 Wdu

Supogamos que tenemos la siguiente tabla de datos, obtenidacon =1y a =2.

x F(x;1,2)
=0 |00

x1 =0.1 | 0.00467884
xp =0.2 | 0.01752309
x3 =0.3 | 0.03693631
x4 =04 | 0.06155193

Py
0.0116697
Pi»
0.0239507
P3
0.0272297
P34
0.0246285

Si queremos estimar F en 0.25 debemos usar polinomios que al menos pasen por x; y x3. Por ejemplo P,

Aplicando el algoritmo de Neville en x = 0.25, obtenemos la tabla (redondenado a 7 cifras decimales),

Poj2
0.0270209
Pis3 Po1p3
0.0264099 0.0265118
Pr34 P1234 Pyi234

0.0265794 0.0264947 0.0265011

P,

1237 11,2347

La menor variacién la tenemos entre Pyp34 v Pp1.234(0.25). Como F(0.25;1,2) = 0.026499021..., la mejor aproxi-
macién en realidad es P; ;3 4, pero en la practica, por suspuesto, tomamos decisiones sin esta informacion.



http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/NumericoApplets/Neville.htm
http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/NUMERICO/SitioInterpolacion/Neville/Neville.htm
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3.6.1 Algoritmo

El algoritmo es muy parecido al método de diferencias divididas de Newton, escribimos la primera columna de la
matriz Q (las y;’s) y luego completamos la matriz con la relacién recursiva (3.2).

Algoritmo 3.1: Algoritmo de Neville

Datos: Valor a interpolar x y los nodos (xo,y0), (x1,¥1), (X2,¥2), -, (X0, Yn)
Salida: Matriz Q
for i=0,..,ndo
| Qio=vi
for i=1,..,ndo
for j=1,..,ido
L Q1) = (x—=x-j)Q,; 1 (x) = (x = x;)Q, ;4 (x)

X — x]-_1

return Matriz Q

3.7 Otros casos.

Sila funcién f y sus derivadas son conocidas, se puede hacer una estimacién del error con el méximo absoluto.

1
Sea f(x) = = e*"1/2, Usando la formula de error, estime el error que se cometerfa al interpolar f(1) con el
polinomio interpolante obtenido de la tabla

x  f(x)

0.7 043
0.8 045
1.1 053
1.2 0.55

Solucioén: Son cuatro datos (no igualmente espaciados), n + 1 = 4. Luego, la férmula para estimar el error es

I£(1) — P3(1)| = @) (1-07)(1-08)(1—11)(1—1.2)

. < 'ZI (1-0.7)(1—08)(1 - 1.1)(1 - 1.2)

donde M es el méximo absoluto de |f(*)(x)| = | 35 T |, en [0.7, 1.2]

Célculo de M

ong . x—1 q 22 P sre
Puntos criticos: La ecuacién f (5) (x) = i4 e’z =0 no tiene solucién, asi que no hay puntos criticos.

6
Comparacién: M = max{|f*)(0.7)|, |f*®(1.2)|} = 0.0345366...

. o M _
Finalmente, la estimacion del error es |f(1) — P3(1) < Tl (1-0.7)(1-0.8)(1—1.1)(1 - 1.2)| =1.72683 x 10~°
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EJERCICIOS
31 Sea f(x) = x*Inx — x2. Supongamos que P(x) es el polinomio interpolante de f obtenido con los datos

(1, -1),(2,-1.2),(3,0.88) . Estime el error cometido al aproximar f(2.71) con P(2.71).

3.2 Sea f(x)=In(4x? +2) Usando la férmula de error, estime el error que se cometeria al interpolar f(1.22) con
el polinomio interpolante obtenido de la tabla

x  fx)

0.5 1.09861

1.1 1.92279

1.2 2.04898

1.3 21702
3.3 Considere la tabla de datos

X e*

0 1

0.5 0>

1 e

0.6

Estime el error cometido al aproximar ¢’ con el polinomio de interpolacién correspondiente, en el intervalo [0,1].

34 Sea f(x) =cos(3x+1). Supongamos que P(x) es el polinomio interpolante de f obtenido con los datos
(0.,0.54), (0.5,—0.80), (1.,—0.65). Estime el error cometido al estimar f(0.71) con P(0.71).

3.5 Considere la tabla de datos

X cos(1 + 3x;)
0 0.540302
1/6 0.070737
1/3 —0.416147

Estime el error cometido al interpolar cos(1.75) con el polinomio de interpolacioén obtenido con la tabla anterior, en
el intervalo [0,1/3]. Ayuda: Observe que en este caso, x # 1.75!

1
3.6 Sea f(x)= 5 (cosx + senx). Considere el conjunto de puntos {(x;, f(x;))}i=0123 con x; =i-7/2. Estime el
error general cometido al aproximar f(37r/4) con P3(37/4).

6
2
3.7 Sea f(x)= g—4 — BC%(X). Considere el conjunto de puntos {(x;,f(x;))}i—0123 con x; =i-0.2. Estime el

error general cometido al aproximar f(0.65) con P5(0.65).

3.8 Complete la fila 6 en la tabla

xo Qoo =P

x1 Q=P Qi1=P

x2 Qoo=P Q1=P2 Q2=P1p

x3 Q30=P; Q31=P3 Q32=Pp3 Q33=D23

Xy Quo=Ps Qs1=Ps Qs2=P34 Quz=Pip3s Qsa=DP1234
x5 Qs0=Ds
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3.9 Aproximar F(0.25;1,2) (funcién gamma, ver ejemplo 23) usando interpolacion lineal, cuadrética y cubica.

3.10 Use el algoritmo de Neville para aproximar F(0.25;1,2) usando nuestro criterio empirico para obtener una
“mejor aproximacién”.

3.11 Supongamos que Xg,Xq,..., X, son nodos distintos de un intervalo finito [a,b]. Sea P,(x) el polinomio inter-
polante obtenido con los datos {(x;, f(x;)}i=o.1..n- Si [f**1)(x)| < M para x en [a,b], muestre que si x* € [a,b],

£ = Pul) < M (b ayt

n+1)!

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F.
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“TRAZADORES CUBICOS (CUBIC
SPLINES).

Py

Un trazador (spline) es una banda de hule delgada y flexible que se usa para dibujar curvas suaves a través de un
conjunto de puntos. Los trazadores ctibicos (cubic splines) naturales se utilizan para crear una funcién que interpola
un conjunto de puntos de datos. Esta funcién consiste en una unién de polinomios ctibicos, uno para cada inter-
valo, y esta construido para ser una funcién con derivada primera y segunda continuas. El ’spline’ ctibico natural
también tiene su segunda derivada igual a cero en la coordenada x del primer punto y el Gltimo punto de la tabla
de datos.

Supongamos que tenemos 1 + 1 puntos (xo,40), ..., (Xn,Yn) con xp < x1 < ... < x,. En vez de interpolar f con un
solo polinomio que pase por todos estos puntos, interpolamos la funcién f en cada subintervalo [xy,x;1] con un
polinomio cuibico (en realidad de grado < 3) Si(x) de tal manera que el polinomio cubico (o trazador ctibico) S;(x)
en [x;,xi+1] y el trazador ctibico S;;1(x) en [x;41,X;42], coincidan en x;;7 y que también sus derivadas primera y
segunda coincidan en este punto. Cada trazador ctibico coincide con f en los extremos de cada intervalo.

S ()

X; Titr1 Li42

Una aplicacién directa de los trazadores ctibicos es la de “suavizar curvas”. Tanto en MSExcel como en Calc de
OpenOffice o LibreOffice, en las gréficas de dispersion, los pares ordenados (x;,y;) se pueden unir con segmentos,
con trazadores ctibicos o con el polinomio interpolante (también hay otras opciones, segiin el modelo o tendencia
que se esté aplicando). En la grafica de la figura (4) se muestra un conjunto de datos unidos por segmentos, unidos
por trazadores ctbicos y unidos por el polinomio interpolante.



/ /
Y% \V

(a) Gréfico de lineas (b) Gréfico ajustado con trazadores (c) Grafico ajustado con
ctibicos trazadores y ajustado con el
polinomio interpolante

Definicién 25 (Trazador Ctbico).

Un trazador ciibico S es una funcién a trozos que interpola a f en los n+ 1 puntos (xo,y0), (x1,¥1), (x2,¥2), -
(Xn,Yyn) (con a=1xp < x1 <..<x, =b). S es definida de la siguiente manera,

So(x) si x€ [xg,x1],
Si(x) si x€ [x,x2],
Sp—1(x) si x€ [xy_1,%4],

Donde,
1. 5, () =a + by — x) f eilx — ) di(x — x)° para i =0/1,...n— 1

2. S(x;) =yi, i=0,1,..,n. Para efectos practicos, S;(x;) =y;, j=0,1,.n =1y Sy 1(xy—1) =¥n-1y Su-1(xn) =
Yyn. El siguiente item asegura que S;(x11) = Yj41-

Si(xiﬂ) = Si+1(xi+1) para i=0,1,.,n—2
S{(xiy1) = Si4(xiy1) parai=0,1,..,n—2

S/ (xit1) = S, 1(xiyq) para i=0,1,..,n —2

o ok W

Se satisface una de las dos condiciones que siguen,

(@) S”(xp) =S"(xy) =0 (frontera libre o natural)
(b) S'(x0)=f'(x0) y S'(xn) = f'(xn) (frontera sujeta)

Algunas curvas presentan “picos” asi que se construye un trazador para cada curva entre cada dos picos. El
tratamiento de picos requiere usualmente un trazador con frontera sujeta.

El proceso de construccién del trazador ctibico consiste en determinar cada polinomio ctibico S;(x), es decir, bus-
car sus coeficientes a;, b;, ¢; y d;. La definicién nos da las condiciones que se deben cumplir. De estas condiciones
podemos obtener un sistema de ecuaciones 4n x 4n, donde las incognitas son todos los coeficientes a;, b;, ¢; y d;,
i=0,1,..,n — 1. Lo que obtenemos es un trazador ctibico tinico.

Meétodos Numeéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F. 33
Derechos Reservados © 2011 Revista digital Matematica, Educacién e Internet (www.cidse.itcr.ac.cr/revistamate/)



34 TRAZADORES CUBICOS (CUBIC SPLINES).

Ejemplo 26

Determinar el trazador ctbico (frontera libre) para la siguiente tabla,

X yi = cos(3x?) In(x? + 1)
Xp = 0 0

x1 =0.75 —0.0409838

% =15 1.31799

Solucion: El trazador es,

S(x) = So(x) = ag + bo(x — x0) + co(x — x0)® +do(x — x9)® si x € [xg,x1],
Si(x) =a; +by(x —x1) +cp(x —x1)2 +dy(x —x1)% si x€ [xq,x)].

Hay que determinar los coeficientes de Sy y S; resolviendo el sistema 8 x 8,

So(XQ) = Yo apg = 0

Si(x1) = n 4 = —0.0409838
S1(x2) = Y2 aj + 0.75b1 4+ 0.5625¢1 + 0.421875d; = 1.31799
So(xl) = 51 (xl) ap + 0.75b() P 0.5625C0 ot 0.421875d0 = M

Si(x) = Si(x) — bo +1.5¢0 +1.6875dy = by

Sg (xl) = Si’(xl) 2co+4.5dy = 2

Sg(xo) =0 2cp = 0

S’{(xz) = 0 2c1+45d, = 0

La solucién de este sistema es

ag =0, bp=—0.521299, ¢y =0, dy=0.829607, a; = —0.0409838, b; = 0.878663,
c1 =1.86662, y di = —0.829607. Es decir,

S(x) = { So(x) = —0.521299x 4 0.829607x3 si x € [0, 0.75]
)

= —0.0409838 + 0.878663(x — 0.75) + 1.86662(x — 0.75)% — 0.829607(x — 0.75)% si x € [0.75, 1.5].

En las figuras (4.1) se muestra el trazador correspondiente a los nodos xp =0, x;y =05, x2 =1, x3 =15y xg =
0, x1 =0.375, x, =0.75, x3 = 1.125, x4 = 1.5.
fx)

5(x)

05 05

Ros| 05

Figura4.1 Trazador Sy f con 3 y 4 puntos
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Determinar el trazador ctbico (frontera libre) para la siguiente tabla,

5 Yi = x? — 43:;3
Xp = =2 48
X1 = -1 5
Xy = 0 0
Xp = =2 -3
X1 = —1 —16

Observe que la funcién x* — 4x® tiene un punto de inflexién en x = 0.

Solucion: El trazador es,

So(x) = 9.85714(x + 2)3 — 52.8571(x + 2) + 48 si x€[-2,-1],
S(x) = S1(x) = —11.2857(x + 1)3 +29.5714(x + 1) — 23.2857(x + 1) +5 si x € [-1,0].

So(x) = —0.714286x3 — 4.28571x2 + 2x si xe[0,1],

S3(x) =2.14286(x — 1)3 — 6.42857(x — 1)> —8.71429(x — 1) =3 si x € [1,22].

Q

40

So(z)

30

20

I(} S3 (:L)

\.

Algoritmo para obtener el trazador cubico (frontera natural). El proceso general serfa como sigue. Sea h; = x;11 — X;,

@ De acuerdo al item (1.) de la definicién (25), S;(x;) =y; = a; =y;.

@ Haciendo algunas manipulaciones algebraicas en el sistema, se obtiene

Cit1 —Ci i1 — Y h

La condicién de frontera natural hace que ¢y = c;, = 0.

@ Ahora todo depende del célculo de los ¢;’s. Estos se calculan resolviendo el sistema (1 + 1) x (1 + 1)

1 0 0 -0 c 0

ho  2(ho + M) hy -0 C;J 3(f[xz,x1] = f[x1,%0])

0 hy 2(hy + hy) ha -0 ' B 3(flxs,x2] = flx2,x1])

0 T hy—3 2(/’171,3 + hn72) hy—2 Czil 3(f[xn/ xnfl] - f[xnflr xnfz})
0 0 | " 0

Como antes, f[x;,x;] = (yi — y;)/(x; — x;).
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Ejemplo 28

Determinar el trazador ctbico (frontera natural) para la siguiente tabla,

7 y; = cos(3x?) In(x? + 1)
Xg = 0 0

x1 =05 0.0861805

=1 —0.686211

x3=15 1.31799

Solucidn: El trazador es,

S(x) =< Si(x)=ay +by(x —x1) +ci(x—x1)2+di(x—x1)% si x€ [xg,x).

{So(x):ao—i-bo(x—xo)+c0(x—x0)2+d0(x—x0)3 si x € [xo,x1],
So(x) =ap +bo(x —x1) +ca(x —x1)2 +do(x —x1)% si x € [xp,x3].

Hay que determinar los coeficientes de Sp, S; y Sp. Iniciamos calculando los ¢;’s. Resolvemos el sistema 4 x 4.
Recordemos que h; = xj11 — x;,

! 0 0 0 w0 yz—ylo Y1—Yo
ho 2(ho+h1) My 0 | | e |_| 3w 5w
0 n 2(hy +hp) hy co | | 32 _n-n
X3 — X 2 =23
0 0 0 1 c3 T 0 >
1 0 0 0 o 0
05 2 050 | | o |_[| —515143
0 05 2. 05 o)) o 16.6596
0 0 0 1 c3 0

Obtenemos ¢y =0, c; = —4.96871, c; = 9.57196 y, por convenio, el comodin c3 = 0.
Ahora podemos obtener el resto de coeficientes: a; = y;, los b;’s y los d;’s usando la ecuacién (4.1).

by = 1.00048, b; = —1.48387, by = 0.8177508
do = —3.31247, dy = 9.69378, dy = —6.38131.

Finalmente, el trazador ctbico es

S1(x) =9.69378(x — 0.5)3 — 4.96871(x — 0.5)> — 1.48387(x — 0.5) + 0.0861805 si x € [0.5,1],

So(x) = —3.31247x% + 0.x> + 1.00048x si x€[0,05],
Sa(x) = —6.38131(x — 1)3 +9.57196(x — 1) + 0.8177508(x — 1.) — 0.686211  si x € [1,1.5].

(@ Clic para ir al programa en Internet: Liga 1 | Liga 2)

EJERCICIOS
4.1 Calcule el trazador ctibico (natural) para el conjunto de datos (0,0),(1,1),(2,8).
4.2 Considere la tabla de datos,


http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/NumericoApplets/SplinesNatural.htm
http://www.cidse.itcr.ac.cr/cursos-linea/NUMERICO/SitioInterpolacion/SplinesNatural/SplinesNatural.htm

EJERCICIOS 37

T(K) 100 200 300 400 500 600
B(cm3/mol) —160 —35 —42 90 169 213

Tabla 4.1 Segundos Coeficientes viriales B (cm3 /mol ) para el nitrégeno

donde T es la temperatura y B es el segundo coeficiente virial.
a) Calcule el trazador ctbico (natural) para el conjunto de datos de la tabla.
b) ;Cual es el segundo coeficiente virial (interpolado) a 450K?
¢) Hacer la representacion grafica del trazador ctbico y del polinomio interpolante Ps(x).

4.3 Considere la siguiente tabla de datos para el agua,

T(C) 50 60 65 75 80
p(kg/m3) 988 9857 9805 9748 9716

Tabla 4.2

donde T es temperatura y p es la densidad. Hacer la representacion gréfica del trazador ctibico y del polinomio
interpolante Py(x).

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F.
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. ALGORITMOS E
IMPLEMENTACION CON
OOOBASIC Y CALC.

Pty

5.1 Formade Lagrange del polinomio interpolante

En esta primera implementacién calculamos P, (x*), es decir, no calculamos el polinomio interpolante; mas bien
calculamos este polinomio evaluado en un ntimero x*. Obtener el polinomio es sencillo. Al final de esta subseccién
se indica cémo hacerlo.

Recordemos que la forma de Lagrange del polinomio interpolante es
Pu(x) = yoLn,0(x) + y1Ln1(x) 4 . + YnLa,n(x)
Para calcular de manera eficiente los ntimeros L, x(x*), separamos el producto en dos factores

o (@ —=x) (F—x) (T ower) (K —xgn) (T —x)
L) = ) ) ) () (=)

El primer factor y el segundo factor se calcula con el ciclo

For k = 0 Ton
Ln(k) =
Next k

For j = 1 To n+l

For k = 0 To j-1
Ln(k)=(x*-X(j))/ (X (k) -X(j))*Ln (k)
Next k

For k = 0 To j-1
Ln(j)=(x*-X(k))/(X(j)-X(k))*Ln(j)
Next k

Next j

En el ciclo principal, el segundo For produce el segundo factor de cada uno de los L,’s,

2

5Para n datos, el algoritmo que presentamos requiere 7% — n operaciones para calcular los L,y . El algoritmo “directo”

For j = 0 To n-1
For k=0 to n-1
If k<>j Then
Lnk=...

require 21 operaciones para hacer lo mismo.



j=1]LnC) = | (x* —x1)/((x0 — x1))

j=2 | Ln) = | (x* —x1)(x* —x2)/((x0 — x1)(x0 — x2))

Ln(1) = | (x* —x2)/((x1 — x2))
J=311n(0) = | (x —x1)(x" —x2) (x* — x3)/((x0 — x1) (%0 — %2) (%0 — %3))
Ln(1) = | (x* —x)(x* —x3)/((x7 — x2)(x1 — x3))
Ln(2) = | (x* —x3)/((x2 —x3))
T=4]1a(0) = [ (¥ —x)(x —x) (¥ —x3)(x" —x4)/((¥0 — 1) (¥o — %2) (X0 — %3) (X0 — %))
In(D) = | (" = %) (" = x3) (" = x2)/ (31 — %2) (x1 — %) (x1 — x4)
Ln(2) = | (x* —x3)(x* —xq)/((x2 — x3)(x2 — x4))
Ln(3) = | (x* —xg)/((x3 —x4))

Tabla 5.1

y el tercer For produce el primer factor de cada uno de los L,;s (excepto en el caso de Ln(0)).

Algoritmo 5.1: Forma de Lagrange del polinomio interpolante

*

PR

Sallda Polinomio 1nterpolar1te evaluado en x* , 1le. Py(x )

1 suma=0;
2 fork=0ton do
3 L Ln(k)=1;

4 forj=1tondo

5 fork=0toj—1do

6 | | Ln(=(x* —x;)/(x — x)*Ln(k)
7 fork=0toj—1do

8 L Ln()=(x" — x¢)/ (xj — x)*Ln(j)
9 fork=0to n do

10 L suma= suma + Y(k)*Ln(k)

11 return suma

Implementacion en OOo Basic y Calc. Implementamos una funcién Lagrange(X,Y,x*) que recibe los vectores
X = (x0,X1,-,%n), Y = (Y0,Y1,-,Yn), y €l valor a interpolar x*. Esta funcién devuelve P,(x*).

La funcién Lagrange la llamamos desde la subrutina Main. En esta subrutina usamos una variable rango para la
selecciéon de datos que hace el usuario. En OOoCalc los rangos inician en 0, por lo que si seleccionamos 7 + 1 datos,
n = rango.Rows.getCount()-1. El vector X y el vector Y los inicializamos con

1 For i=0 To n

2 X(i)=rango.getCellByPosition(0, i).Value
3 Y(i)=rango.getCellByPosition(l, i).Value
4 Next i

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F. 39
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Una vez hecho esto, ya podemos llamar la funcién Lagrange(X(),Y() ,x*). En esta funcién, como el dltimo sub-
indice de X es 1, ponemos n = UBound (X) .

Function Lagrange(X(), Y(), xx)
Dim suma,j, k, n
Dim Ln()

n = UBound(X)

ReDim Ln(0 to n)

For k =0 Ton
Ln(k) = 1
Next k
For j =1 Ton
For k = 0 To j-1
Ln (k)= (xx-X(j)) /(X (k)-X(j))*Ln(k)
Next k
For k = 0 { To} j-1
Ln(j)=(xx-X(k))/(X(G)-X(k))*Ln(j)
Next k
Next j
For k = 0 { To} n
suma= suma+Y (k) *Ln (k)
Next k
Lagrange= suma
End Function

Par usar esta funcién, vamos a usar el cuaderno de la figura (5.1). El usuario debe seleccionar una subtabla y hacer
clic en el botén. Como ya indicamos, en OOoBasic este evento lo manejamos asi: la seleccién se recibe en una vari-
able range. Luego pasamos la informacién de este rango a los vectores X() e Y(). Luego llamamos a la funcién
Lagrange (X,Y,x") . Observe que no es necesario pasar los valores del rango a los vectores X e Y, solo lo hacemos
porque de esta manera la implementacién va a la par de la teorfa.

La lectura del rango y la lectura del valor x* la hacemos desde la subrutina Main. Una vez leidos estos datos, se
llama a la la funcién Lagrange. El botén tendré asociada esta subrutina.

1 |Forma de Lagrange del polinomio interpolante :
2 |Objetivo: interpolar un valor con los datos selecionados por el usy’
3 7
4 Datos Valor Approx Interpole ¢
5 o ¥i x* f(x*)=P,(x*) —
6 -0.2 0.09 0.35 -7.08625 é
7 0.1 0.19 {
8 0 0.29 {
9 0.1 -0.38 3

8 1000 O b Bl 8 LD s 0 g J“u_}‘*)ll*\r.f*.f!

Figura 5.1 Cuaderno para la implementacion de la forma de Lagrange del polinomio interpolante.
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1 Option Explicit
2 Sub Main

3 Dim xx “no podemos poner x*

4 Dim rango

5 Dim XO, YO

6 Dim n,i

7

8 xx = ThisComponent.Sheets(0).getCellRangeByName("C6") .Value
9 "Rango seleccionado por el usuario

10 rango = ThisComponent.getCurrentSelection()

1 n = rango.Rows.getCount()-1 ’n+I=numero de datos
12

13 If n<l Then

14 MsgBox "Por favor, seleccione los datos."
15 Exit Sub

16 End If

17

18 'X() y Y()

19 ReDim X(0 To n)
20 ReDim Y(O To n)

21 For i=0 To n

22 X(i)=rango.getCellByPosition(0, i).Value
23 Y(i)=rango.getCellByPosition(1l, i).Value
24 Next i

25 ’Imprimimos en la celda "D6"

26 ThisComponent.Sheets(0) .getCellRangeByName ("D6") .Value=Lagrange (X,Y,xx)
27 End Sub

¢ Como imprimir el polinomio?. Para imprimir el polinomio solo habria que hacer una pequefia modificacién. La
funcién polyLagrange(X,Y) devuelve un cadena de texto (‘String’). Usamos la funcién Str() para convertir los
nimeros a cadena de texto y la concatenacion del texto se hace con el operador ‘+'.

Function polyLagrange(X(), Y(O))
Dim suma,j, k, n
Dim Dn, Nn, Pn ’Variables para el texto
Dim Ln()
n = UBound(X)
ReDim Ln(0 to n,1 to 2)
For k = 0 Ton
Ln(k,1) =""
Ln(k,2) =""
Next k

For j=1Ton
For k = 0 To j-1
Ln(k,1)=Ln(k,1)+" (x="+Str(X(3))+")"
Ln(k,2)=Ln(k,2)+" ("+Str(X(k))+"-"+Str (X(j))+")"
Next k
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For k = 0 To j-1
Ln(j,1)="(x-"+Str(X(k))+") "+Ln(j, 1)
Ln(j,2)="("+Str(X(j))+"-"+Str(X(k))+") "+Ln(j,2)

Next k

Next j

For k = 0 Ton
Pn=Pn+"+"+Str (Y (k) )+"*"+Ln(k,1)+"/("+Ln(k,2)+")"

Next k
’Depuracién ——- = +,+- = —
Pn=ReplaceString(Pn," + ","- -",)
Pn=ReplaceString(Pn," - ","+ -")

PolyLagrange = "P\_n(x)= " + Pn
End Function

En el caso de la tabla de la figura (5.1), la corrida entrega el polinomio
P_n(x)= -0.19%(x - 0)(x - 0.1)/((-0.1 - 0)(-0.1 - 0.1))

+0.29*%(x + 0.1)(x-0.1)/((0 + 0.1)(0 - 0.1))
-0.38*%(x + 0.1)(x-0)/((0.1 + 0.1)(0.1 - 0))

Observe que usamos la funcién ReplaceString. En caso de que no esté disponible, puede agregar el cédigo

1 Function ReplaceString(ByVal String, NewReplace, OldReplace as String) as String
2 ReplaceString=join(split(String,0ldReplace) ,NewReplace)
3 End Function

Implementacion en MATHEMATICA. En MATHEMATICA podemos escribir el cédigo de manera mds directa. El
coédigo se puede escribir usando la paleta "Basic Input". El médulo Lagrange calcula el polinomio interpolante,

Lagrange[XY ] :=
Module[{j, k, n, X, Y},

Xk := Transpose[XY]p y,iy7

Yy := Transpose[XY], y,i7

n = Length[XY] -1;

k-1 X—Xj

Return| 3%, [[] =N

k=0 j=0 Xk = Xy jzk+1 Xk~ Xy

~e

Para hacer una corrida con la misma seleccién de la figura (5.1), ejecutamos el cédigo

{-0.1, -0.19}, {0, 0.29}, {0.1, -0.38}};
= Lagrange[XY], P[0.35]
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Lasalidaes {-9.5 (0.1 + x) x - 29. (-0.1 + %) (0.1+ x) -19. x (0.1+ x), -7.08625}.

EJERCICIOS
5.1 Vamos a usar la tabla (I.1, pag 3.) para interpolar f(0.25) y comparar con el valor correcto f(0.25) =0.001200416039457...
a) Interpolar f(0.25) con tres datos

b) Interpolar f(0.25) con cuatro datos
o) Interpolar f(0.25) con toda la tabla

5.2 En este ejercicio vamos a hacer la representacién gréfica de una funcién f conocida y su polinomio inter-
polante Ps(x).

a) Calcule la forma de Lagrange del polinomio in-

x = cos(3x%)In(x3 +1
terpolante P3(x), usando la tabla de datos que 0 g (8x7)In( )
estdala derec}}a. Hacer la representacion grafica 05 0.0861805
de ambas funciones en [0,2] 1 0.686211

b) Repita el ejercicio anterior ampliando la tabla a 15 1.31799
15 datos.
1
5.3 Considere la funcién de Runge, f(x) = Tr 252

a) Considere el conjunto de datos

2 .
x;i=—-1+1- e yi=f(x;),i=0,1,..,.n C [-1,1].

Hacer la representacion gréfica de los polinomios interpolantes para n = 5,10,20. Represente estos poli-
nomios conjuntamente con f.

2i+1

2 71) , calcule

b) (Nodos de TChebyshev). Usando los datos {(x;, f(x;))}i=01,..n € [—1,1] con x; —cos<
los polinomios interpolantes para n = 3,8,20 y represente estos polinomios conjuntamente con f.

5.2 Forma modificada y forma baricéntrica de Lagrange.

La implementacién se centra en el cdlculo de los w,. Una vez calculados estos ntimeros, armar cada polinomio
interpolante es algo directo. Recordemos que

Py(x) =£(x) ) — =

k=0~ ~ *k

donde w, =

(acx = x1) (3 — x2) (X — 1) (X — K1) (X — Xn).-

@ En el algoritmo, para calcular cada w,, separamos el denominador en dos factores

(= x1) (o0 — 2x2) e (3 — X—1) (% — Xpge1) - (X — Xn)-

El primer factor y el segundo factor en el denominador de cada uno de los w,’s se calcula con el ciclo

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F.
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0,...

w, =1, para cada k= N
For j=1 To n

For k=0 To j—1

w, = (x—xj)w,
For k=0 To j—1
w, = (xj—x)w,

En este ciclo, el primer For anidado produce el segundo factor en el denominador de cada uno de los w,’s,

w, = (xo — x1)(x0 — x2) -~ (x0 — xn),
w, = (x1 — x2)(x1 — x3) -+ (x¥1 — xn),
w, = (x — x3) (%2 — xg) - (X2 — xn),

y el segundo For anidado completa el producto,

w, = (x1 —x0)(x1 — x2) (%1 — x3) -+ (x1 — xn),
w, = (x2 — x0) (%2 — x1) (x2 — x3) (22 — x4) -~ (x2 — x), etc.

Finalmente, w, = 1/w,.

2k +1)m

Si usamos nodos de TChebysheyv, el calculo es directo:w, = (—1)ksen ( 2 Este dltimo resultado se

g e W N

(=)}

10

11
12

obtiene del siguiente calculo:

-1

TGO
x—=x (X — xp)

lim £(x) —L(k)

x—=xe (X — xp)

' (xz).

, pues l(x;)=0;

Algoritmo 5.2: Célculo de los Pesos Baricéntricos

Datos: 1 + 1 nodos distintos {x;}i—01,_»-
Salida: Pesos baricéntricos w,, k=0,1,...,n

w, = (—1)ksen
else
fork=0ton do
kazl
forj=1ton do
fork=0toj—1do
L w, = (xk—xj)wk
fork=0toj—1do
L w; = (xj — x)w,
fork=0ton do
L w, =1/w,

(2k+1)m

k=0,..
2 K= 0m

return w,, w,,..., w

n
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Implementacion en OOo Basic y Calc. Aqui solo implementamos la funcién ModificadaLagrange(X,Y,x*). Esta
subrutina recibe los vectores X = (x¢,x1,...,.Xn), Y = (Yo,Y1,--Yn), y €l valor a interpolar x*. Esta funcién devuelve
P, (x*). El c6digo de esta funcion seria,

Function ModificadaLagrange(X(),Y(), xval)
Dim suma,j, k, n,L
Dim W(Q)
n = UBound (X)
ReDim W(O to n)
For k = 0 Ton
W(k) 1
Next k
For j =1 Ton
For k = 0 To j-1
W) =X k) -X(3))*W (k)
Next k
For k = 0 To j-1
W(G)=XG)-X&))*W(j)
Next k
Next j

For k = 0 Ton
W(k)=1/W(k)
Next k

L=1

For k = 0 Ton
L=(xval-X(k))*L

Next k

For k = 0 Ton
suma = suma+Y (k) *W(k)/(xval-X(k))
Next k
Modificadalagrange = L*suma
End Function

EJERCICIOS
5.4 Agregar la forma modificada de Lagrange al cuaderno que contiene la funcién Lagrange.

5.5 Implementar la forma baricéntrica de Lagrange en el caso general y el caso de nodos igualmente espaciados.

5.3  Forma de Newton del polinomio interpolante.

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F.
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La forma de Newton del polinomio interpolante es

P(x) = flxo] + flxo,x1](x = x0) + f[x0,x1,%2] (¥ — x0) (x — x1)
+ o flx0, e Xn] (x = x0) - (x — Xp-1),

donde los coeficientes estdn en la diagonal de la matriz de diferencias divididas,

Yo = f|xo]

! flxo, x1]

v2 flxi,xa]  flxo,x1,%0]

Y3 flx2,x3]  flx1,x2,x3]

Yn ‘f[xnfl/xﬂ] ‘f[xYl—ZIxnflrxﬂ} T f[JC[),Xl,...,Xn]

Para la implementacién de la férmula de diferencias divididas de Newton es conveniente reescribir el polinomio
como

P(x) = C0,0 + Cl,l(x — XO) + Cz/z(x — xO)(x — X])
+-e +Cn,n<x —x0) (X —xp-1),

y la matriz de diferencias divididas como

Yo = Co,0

n Cin

Y2 G G

Y3 G G

Yn Cn,l Cn,2 e Cn,n

Para el célculo de los C;;’s usamos la férmula recursiva:

Cio = vy, i=02,..,n
Ciiz1—Ci14o
Ci,j = L] 1' — ‘Z ‘1,] 1, ]: 1,2/.“71, i:jlzl‘“,n (51)
Xi x,_]

Algoritmo 5.3: Diferencias Divididas de Newton

Datos: {(x;,¥i)}i=01,.n» con los x;’s distintos.
Salida: Coeficientes del polinomio interpolante: C
fori=1ton do

L Ci,O =VYi

C C

0,07 1,17 ~n,n

forj=1ton do
fori=jtondo

C...—-C ..
_ ij—1 i—1,j—1
L Ci,]’ - Xi— Xi_:
i i—j

return C, C, ,,..,C,,
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Para evaluar el polinomio interpolante en x* se requiere los coeficientes C;; y los nodos xo,...x.

Algoritmo 5.4: Evaluar la forma de Newton del polinomio interpolante

Datos: Nodos xg, x1,...,x)n, coeficientes Cy,Cy,...,Cy y x*
Salida: P, (x*)
suma= Cyp;
factor=1;
forj=1ton do
factor=factor-(x* — x;_1);
suma:suma—i-C]--factor;

return suma

Implementacion en OOo Basic y Calc. Como en la implementacién de la forma de Lagrange, aqui también tenemos
los datos en dos vectores X e Y. La funcién DDNewton (X,Y) devuelve un vector con la diagonal de la matriz de difer-
encias divididas: Cg,Cj,...,Cy. Para evaluar la forma de Newton implementamos la funcién EvalDDNewton(C() ,X() ,x*)
usando el algoritmo (5.4). También se incluye la funcién PolyDDNewton(C() ,X()) que devuelve el polinomio P, (x)

y la subrutina MatrizDDNewton(X(), Y(),columna, fila) para imprimir la matriz de diferencias divididas desde

la celda (columna,fila).

Para ejecutar estas macros, usamos como referencia el cuaderno de la figura (5.2).

s B o | E F a | H | 1 1 K
1
2
3 DD Meweton ‘
4
5 L yi | x* [ Pn(x) |
6 | 1 105 01
7 2 8
:a. 3 27 P_n{x)= [1+ 7(x | 1)+ 6*{x - 1){x|- 2)+[1%(x - 1){x - 2}{x - 3} |
B
10 1
11 8
12 27 19 B
13 0 5 1

Figura 5.2 Cuaderno para la implementacién de la forma de Newton del polinomio interpolante.

El bot6n ejecuta la subrutina Main.
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Option Explicit
Sub Main
Dim xx,i,Hoja
Dim rango
Dim X(O, Y(O),CO
Hoja= ThisComponent.Sheets(0)
xx = Hoja.getCellRangeByName("C6") .Value

“Rango seleccionado por el usuario
rango = ThisComponent.getCurrentSelection()
n = rango.Rows.getCount()-1 ’'n+I=numero de datos

If n<l Then
MsgBox "Por favor, seleccione los datos."
Exit Sub

End If

ReDim X(0 To n)

ReDim Y(O To n)

ReDim C(O To n)

For i=0 To n
X(i)=rango.getCellByPosition(0, i).Value
Y(i)=rango.getCellByPosition(1l, i).Value
Next i
C= DDNewton(X, Y)
/imprimir Pn (x*)
Hoja.getCellRangeByName ("D6") .Value= EvalDDNewton(C,X, xx)
/imprimir Pn (x)
Hoja.getCellRangeByName ("D8") .setString(PolyDDNewton(C,X))
/imprimir la matriz
Call MatrizDDNewton(X, Y,3,9)
End Sub

Las funciones DDNewton usa dos vectores C1y C2. En C1 se almacena la columna actual y en €2 la nueva columna.Cada
elemento de la diagonal C2(j) se almacena en el vector Cij. Para recalcular C2 se actualiza C1. En vez de poner
C1=C2 se usa un For para hacer la copia componente a componente (en las nuevas versiones de OpenOffice y Libre-
Office esto puede haber cambiado y se podria poner directamente C1=C2 de manera segura).

Function DDNewton(X(), Y()) As Variant
Dim i, j, n,k
Dim C1() As double, C2() As double, Cij() as double

n = UBound(X)

ReDim C1(0 to n)

ReDim C2(0 to n)

ReDim Cij(0 to n)

continua en la pdg siguiente
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For i = 0 Ton
C1(i) = Y(i)
Next i

Cij(0)=Y(0)
For j =1 Ton
For i = j Ton
’Calcula la columna j
€2(i) = (C1(i) - C1(d - 1)) / (X)) - X@E - jN
Next i
Cij(3)=C2(j)
’Actualiza C1
For k = 0 To n
C1(k) = C2(k)
Next k
Next j
DDNewton = Cij()
End Function

Function EvalDDNewton(Cij(),X(), xx) As Double

Dim j, n, suma, factor
suma=Cij (0)
factor=1

n = UBound(Cij)

For j =1 Ton
factor=factor*(xx-X(j-1))
suma = suma+Cij(j)*factor

Next j

EvalDDNewton=suma

End Function

Function PolyDDNewton(Cij(),X()) As String
Dim j,n
Dim Pn, factor
Pn= Str(Cij(0))
factor=""
n = UBound(Cij)
For j =1 Ton
factor=factor+"(x -"+Str(X(j-1))+")"
Pn = Pn+"+"+Str(Cij(j))+"*"+factor
Next j
’Depuracién —— = +,+- = —
Pn=ReplaceString(Pn," + "," - =-")
Pn=ReplaceString(Pn," - ","+ -")
PolyDDNewton="P\_n(x)= " + Pn
End Function
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Si no esta disponible la subrutina ReplaceString, se agrega

1 Function ReplaceString(ByVal String, NewStr, 01dStr as String) as String
2 ReplaceString=join(split(String,01dStr) ,NewStr)
3 End Function

Para imprimir la matriz de diferencias divididas se modifica la funcién DDNewton.

Sub MatrizDDNewton(X(), Y(),columna, fila)
Dim i, j,n, k, Hoja

Dim C1(), C2(), Cij O

Hoja= ThisComponent.Sheets(0)

n = UBound(X)

ReDim C1(0 to n)

ReDim C2(0 to n)

ReDim Cij(0 to n)

For i = 0 Ton

© O N OO O A~ W N =

10 C1(i) = Y(i) ’Imprime primera columna

11 Hoja.getCellByPosition(columna, fila+i).Value=C1(i)
12 Next i

13 Cij(0)=Y(0)

14 For j =1Ton

15 For i = j To n "Imprime la columna j

16 C2(i) = (C1(d) - C1(E - 1)) / X(@E) - X - 7))

17 Hoja.getCellByPosition(columna+j, fila+i).Value=C2(i)
18 Next i

19 Cij(3r=C2(3j)

20 For k = 0 Ton

21 C1(k) = c2(k)

22 Next k

23 Next j

24 End Sub
EJERCICIOS

5.6 Vamos a usar la tabla (1.1, pag 3) para interpolar f(0.25) y comparar con el valor correcto f(0.25) =0.001200416039457...

a) Interpolar f(0.25) con tres datos
b) Interpolar f(0.25) con cuatro datos
¢) Interpolar f(0.25) con toda la tabla

5.7 En este ejercicio vamos a hacer la representacién gréfica de una funcién f conocida y su polinomio inter-
polante Ps(x).
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a) Calcule la forma de Newton del polinomio inter: X y= cos(3 xz) In( B 1)
polante P3(x), usa-ndo la tabla de datos que estd 0 0
ala derechg. Hacer la representacién grafica de 05 0.0861805
ambas funciones en [0,2] 1 0686211

b) Repita el ejercicio anterior ampliando la tabla a 15 1.31799
15 datos.

1
5.8 Considere la funcién de Runge, f(x) = Tr5a2

a) Considere el conjunto de datos

2
xi=—1+4+1- oy Yi :f(xl-), i=0,1,..,n C [71,1].

Hacer la representacion grafica de los polinomios interpolantes para n = 5,10,20. Represente estos poli-
nomios conjuntamente con f.

2i+1
b) (Nodos de Chebyshev). Usando los datos {(x;, f(x;))}izo1,..n € [—1,1] con x; = cos (2;:__ 3
nomios interpolantes para n = 3,8,20 y represente estos polinomios conjuntamente con f.

n) , calcule los poli-

5.4 Trazadores cabicos

Recordemos que un trazador ciibico S es una funcion a trozos que interpola a f enlos n +1 puntos (xo,y0), (X1,¥1),
(x2,¥2), -+, (Xn,yn) (con a=1x9 < x1 <..<x,=>0). S es definida de la siguiente manera,

So(x) si x€ [xo,x1],
S1(x) si x € [x1,x2],

Sp_1(x) si x € [x,_1,%4],

Donde, S;(x) = a; + b;(x — x;) 4 ¢ci(x — x;)® + dj(x — x;)® parai =0,1,...n — 1.

Para el calculo de los coeficientes a;, b;,c; y d; usamos el algoritmo
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Algoritmo 5.5: Trazador ctibico con frontera natural

Datos: (x0,40), (X1,¥1),--- (Xn,Yn) con xg < x1 < -+ < Xp.
Salida: Coeficientes a]-,bj,c]-,d paracada j=0,1,...n —1.
1 for j=0,1,...n—1do

2 h] = X]'+1 — Xj,'

jr

3 | aj:yj;
4 ay = Yn,
5 forj=1,...n—1do

3 3
&j= h7 (41 —a;) — h]j -(aj— aj-q).

7 1021,}1020,20:0;
8l,=1,2,=0,¢,=0;

9 fori=1,2,...,n—1do

10 | Li=2(xip1 —Xi-1)Hi-1

u | pi=hi/l;

12 | zi=(a; —hi1z;i1)/1;

13 forj=n—-1n-2,...,0do

14 Cj = Z]' — ]’ljcj+l/'

15 b] = (El]'_H — ﬂ])/h] — ]’lj(C]'_H —+ ZC]')/?),’
16 B d] = (Cj+l - C])/(3h]),

17 return aj,bj,cj,dj, j=01,...n -1

Implementacion en OOo Basic y Calc. La funciéon TrazadorCubico(X(), Y()) recibe los datos en dos vectores X,Y
y devuelve una matriz con los coeficientes de las polinomios S;(x). En esta implementacién usamos la funcién
CeldaCF de la biblioteca Bb1lMatematica.

Para ejecutar estas macros, usamos como referencia el cuaderno de la figura (5.3).

Trazador Clbico
_ yi | x* [Pnx) |
1] 1]

05 0,09
1 0,69

15 1,32 0,00000 1,00048 0,00000 -3,31247
0,08618 -1,48387 -4,96870 9,69377
0,68621 0,81775 957195 -5,38130

HUJ'HJU\U'I-&LAJI\J'—‘-

—_
[}

—_
—

Figura 5.3 Cuaderno para la implementacion de el trazador ctbico.

El botén ejecuta la subrutina Main.


https://spreadsheets.google.com/spreadsheet/ccc?key=0AuiTt-mLFLtMdGFJZnlfV1JKWGFBRTJEaGRLU29qU0E&hl=en_US
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Option Explicit
Sub Main
’Cargar la biblioteca personal BblMatematica para usar CeldaCF
’Si no usa la biblioteca, debe agregar la funcidén (esta mas abajo).
BasicLibraries.loadLibrary("BblMatematica")
Dim xval

Dim rango
Dim X(O, Y(O,S0
Dim n,i, j, fi, co

"Rango selecionado por el usuario
rango = ThisComponent.getCurrentSelection()
n = rango.Rows.getCount()-1 ‘n+l=numero de datos

If n<l1 Then
MsgBox "Por favor, seleccione los datos."
Exit Sub
End If
ReDim X(0O To n)
ReDim Y(O To n)
Redim S(0 to n-1, 0 to 3)\icom{Coeficientes del trazador c—ico}

For i=0 To n
X(i)=rango.getCellByPosition(0, i).Value
Y(i)=rango.getCellByPosition(1l, i).Value

Next i

S = TrazadorCubico(X, Y)

/Imprimir en columna 2, fila 8
co=2 : fi=8
For j =0 Ton -1
’CeldaCF’ es una funcidn especial, ver mas abajo.
CeldaCF(co,fi + j).Value = 8(j,0) “a(j)
CeldaCF(co+1,fi + j ).Value = S(j,1) “b(j)
CeldaCF(co+2,fi + j).Value S(j,2) "c(7)
CeldaCF(co+3,fi + j).Value S(j,3) ’d(7)
Next j
End Sub

Function TrazadorCubico(X(), Y()) As Variant

Dim i, j, n

Dim a(), b, cO, 40, hO, 10, muO, z(O, alfa()
Dim S(Q)

n = UBound(X)

ReDim a(0 to n)
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ReDim b(0 to n)

ReDim c(0 to n)

ReDim d4(0 to n)

ReDim h(0 to n)

ReDim 1(0 to n)

ReDim mu(0 to n)

ReDim z(0 to n)

ReDim alfa(0 to n)

Redim S(0 to n-1, 0 to 3)

For j =0 Ton -1
h(j) = X(G + 1) - X()

a(j) = Y(3)
Next j
a(n) = Y(n)

For j =1 Ton -1

alfa(j) =3 / h(j) * (a(i + 1) - a(§)) - 3 / h(j - 1) * (ad) - a(G - 1))
Next j
1(0) =1
mu(0) = 0
z(0)
1(n)
z(n)

c(n)

o n
O O —» O

For i =1 Ton -1
1(i1) =2 x (X@E@ + 1) - X@E - 1)) - h@i - 1) *mu@ - 1)
mu(i) = h(i) / 1(i)
z(i) = (alfa(i) - h(i - 1) * z(i - 1)) / 1(i)
Next i
For j =n -1 To O Step -1
c(j) = z(j) - mu(j) * c(j + 1)
b(j) = (@i + 1) - a(3)) / h(G) - h(j) * (c(j + 1) + 2 * c(3)) / 3
d(j) = (c(G + 1) - c(3)) / (3 * h(j))
Next j
’Coeficientes
For j = 0 Ton -1
S(j,0)=a(j)
S(j,1)=b(j)
S(j,2)=c(3)
S(j,3)=d(j)
Next j
TrazadorCubico=S()
End Function

Si la funcién CeldaCF no esta disponible, agregar
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Function celdaCF(columna, fila)
celdaCF = thisComponent.Sheets(0).getCellByPosition(columna, fila)
End Function

EJERCICIOS

5.9 Implementar una funcién para imprimir cada uno de los polinomios S;(x).
5.10 Verifique su implementacién con el ejemplo (28).

5.11 Implementar una funcién para evaluar S(x*).

5.12 Usar la implementacion para interpolar f(0.27) y f(0.554); usando la tabla

Xi Yi
x0=0 0.656
x1 =02 —0.086
X =04 0.68
x3=0.6 —1.799

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F.
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PARTE Il

INTERPOLACION. ASPECTOS TEORICOS.




oo Introduccion

especifica como sigue: dados n + 1 puntos Py(z)
(x0,v0), (x1,Y1), -, (X, yn), siendo todos los x ;'s

distintos, encontrar un polinomio P,(x) de
grado <n tal que

Py(xj)) =y, i=0,1,2,..,n (1.2)

Un problema de interpolacién polinomial se /o/‘?%’ vi)

FiguraLd P,(x)

Teorema 29 (Existencia y unicidad).

Sean xg,X1,...,X, nimeros reales distintos y n > 0. Si yo,¥1,...,¥» son numeros reales arbitrarios, existe un tinico
polinomio P,, de grado menor o igual a n tal que P,(x;) =y;, i=0,1,...,n.

Prueba: Unicidad: Sean P, y Q, son dos polinomios interpolantes de grado a lo sumo n tales que P,(x;) =
Qu(x;) =y;, 1=0,1,2,..,n. Entonces el polinomio R(x) = P,(x) — Qu(x) es de grado a lo sumo n y tiene a lo
sumo 7 ceros o es el polinomio nulo (teorema fundamental del algebra). Como R(x) tiene n + 1 ceros, debe ser el
polinomio nulo, es decir, P, (x) = Q,(x).

Existencia: La prueba es por induccion.

Para n =0 existe un polinomio Py de grado a lo sumo 0 tal que Py(xp) = yo. Por supuesto, se trata del polinomio
nulo.

Supongamos que el resultado es cierto para n —1 > 0, es decir, existe P,_; de grado a lo sumo n —1 tal que
P,_1(x;) =vy;,i=0,1,..,n — 1. Consideremos el polinomio
Py(x) =P, 1(x) +a, (x —x)(x — x1)...(x —x,_1), a4, una constante.

n—1

Como H (x — x]-) es de grado n, P, tiene grado a lo sumo 7 (algtn coeficiente podria ser nulo). Solo falta verificar
j=0

que se puede elegir la constante a, tal que P, (x;) =y;, i =0,1,...,n. En efecto, por hipétesis

Pn(xi) = Pn_1(xl-) +0=y; si i=0,1,..,n—1.
Ahora, evaluando P, en x, se prueba que existe una constante a, adecuada para que P,(x,) = yn,

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F. 57
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n—1
Yn — Py1(xn)
Py 1(xn)+a (xn—xj) =Yy = ap= 22— "2
n n njl:[O n ] n n H;?:g(xn—xj).

Observe que H;:Ol(xn —xj) #0.

Existen varias formas para el polinomio interpolante. R, 1[x] es el conjunto de polinomios con coeficientes reales,
de grado < n y tiene dimensiéon n + 1. Si Q = {By,By,...,B4} es una base para RR,1[x], entonces el polinomio
interpolante P, se puede escribir en la base () como

Py(x) =mBo(x) + ... + ay,Bu(x)

Aunque el polinomio interpolante es tinico, la forma (antes de simplificar) puede cambiar segtn la base que se
tome. Si tomamos la base {1, x,...,x"} de R, ;1[x], entonces

Py(x) =ag+a1x + ... + apx"

Como Py,(x;) =y;, i=0,1,...,n, tenemos el sistema de ecuaciones lineales

i X0 x; xgl ap Yo

X X x a Y1

o ! = (1.3)
1 x, 2 X an Yn

La matriz asociada V), del sistema 1.3 se llama matriz de Vandermonde. Las columnas de V;, conforman un conjunto
de vectores linealmente independiente (ejercicio 5.1). Por lo tanto Det(V;) # 0. Ademas (ver 5.2),

Det(Vn) = H (Xl‘ — x])

0<i<j<n
Por ejemplo,
Det(V3) = (x0 — x1) (x0 — x2) (%1 = x2) (x0 — x3) (%1 — x3) (32 — x3)

Los coeficientes ag,ay,...,a, se pueden obtener por regla de Cramer. El célculo del polinomio interpolante con este
método es muy costoso, ademads de que los coeficientes 4; no siempre se calculan tan exactos como uno quisiera
(resolviendo el sistema).
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Ejemplo 30

Para los datos (xo,y0), (x1,y1) la matriz de Vandermonde es
1 X0
1 X1

gy — 2y + Y1—Yo X
X1 — X0 X1 — X0

Usando la regla de Cramer, P(x)

I.5 Formade Lagrange para el polinomio interpolante.

La forma de Lagrange del polinomio interpolante se obtiene usando la base L, (x),...,Lyx(x) donde L, ;(x) =
n

X — Xj
H . En este caso
izo Yk — i

i#k

Py(x) =agLy,0(x) 4+ a1Ly,1(x) 4 ... + an Ly, n(x)

Como Py(x;) =y;, 1=0,1,..,n y como L, ;(x;) = J;; (delta de Kronecker), tenemos el sistema de ecuaciones lineales

1 0 0 .. O ap Yo
01 0 0 ay n

. =" (L4)
00 1 an Yn

de donde a; =y;,i=0,1,...,n.

[.6 Formade Lagrange modificada y forma baricéntrica de Lagrange.

La forma de Lagrange del polinomio interpolante es atractiva para propoésitos tedricos. Sin embargo se puede ree-
scribir en una forma que se vuelva eficiente para el calculo computacional. Una exposicién mds extensa se encuentra

en ([2])

Forma Modificada.

Pu(x) = £(x) ) ——; (L5)

j:Ox_xj
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Forma Baricéntrica.

=y si x=x;
n (n)
Wy
Py (x) DD et
k=0 k .
- ﬁ, S1 X # xl‘
y
kzox — Xk
n
(x) y w,En) se definen asi: Supongamos que tenemos 7 + 1 nodos distintos xg,x1,....xx. £(x) =] |(x—x;) y
i=0
definimos los pesos baricéntricos como
0) =TT
w\V =1, w\W = )
0 g 1:0[ Xj — X
ik
w(n) n w(n)
La forma modificada se obtiene notando que L, x(x) = . _k o ]1:[0(36 —xj) = . _k Xk £(x).

n
La forma baricéntrica se obtiene dividiendo el polinomio interpolante por Z Lyk(x) =1 (es decir, el polinomio

k=0
interpolante de f(x) =1 es P,(x) =1), en efecto
n
. Y Yk Luk(x)
Pu(x) = Y yLax(x) = S0——
k=0 Z Ln,k(x)
k=0
n M) n (n)
(,Uk n w
Yk (x —xj) :
;;J x_xk]':() / kg%)x—xkyk .
- = si x # x.
n (/J,En) n n w}gn)
X — Xj
];)x—xkjl;[)( i) k;‘)x—xk

Esta forma se llama “forma baricéntrica” de Lagrange pues, aunque no todos los “pesos” son necesariamente posi-
tivos, expresa este polinomio como un promedio ponderado de los y;s.
Nodos de TChebyshev.

En el caso de que podamos escoger los nodos, la eleccién son los nodos de TChebyshev. En este caso el calculo de
los pesos baricéntricos es muy sencillo ([2], p.249),

(M) — (_1)ksen (KH D7
w, (—1)*sen o
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I.7  Forma de Newton para el polinomio interpolante.

La forma de Newton del polinomio interpolante se obtiene usando la base By(x),...,B,(x) donde

B()(x) =1

Bi(x) = (x—xo)

Ba(x) = (x—x0)(x—x1)

Bu(x) = (x—x0)(x—x1) - (x = x4-1)

Tenemos entonces

Py(x) = ag +a1(x — xo) +a2(x — x0)(x —x1) + -+ +an(x — x0) -+~ (x — x,-1),

Como Py(x;) =y;, i=0,1,...,n tenemos

Pu(xo) = ag =40
Py(x1) = ap+aj(x1 —xg) =1
Py(x2) = ag+ay(xy — xg) + ax(x2 — xp)(x2 — x1) =1
Py(xn) = ag+ai(xy—x0) + .. +an(xn —x0) -+ (Xn —X4-1) = Yn

Como el sistema es triangular, podemos despejar directamente cada a;. Para obtener una férmula recursiva un poco
mas limpia, definimos Qp =4y y

Qj(x) =ag +ay(x —xo) +... +a;(x —x0) - (x —xj_1), j=1,.,n—1

De esta manera,

a = Yo
~ y1—Qo(x)
g = ="
X1 — X0
v2 — Q1(x2)
ar =

(x2 — x0) (%2 — x1)

Yn — Qn-1 (xn)

(xn - xO) T (xn - xnfl)

an -
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Yie — Qie—1(x) k=1
(xk —x0) -+ (0 — x—1) ’

Obtenemos una férmula recursiva: ag =g y a; = ol

Diferencias divididas. Si yx = f(x), la férmula anterior nos muestra que cada a; depende de x¢,xy,...,xx. Desde
muchos afios atrds se usa la notacioén a, = f[xo,x1,...X,] para significar esta dependencia.

Al simbolo f[xg,x1,...x,] se le llama diferencia divida de f.

Si consideramos f[xo,x1,...x,] como una funcién de n + 1 variables, entonces es una funcion simétrica, es decir,
permutar las variables de cualquier manera no afecta el valor de la funcién. Esto es asi porque el polinomio que
interpola los puntos {(x;,¥;)}io, » es tnico, por lo tanto sin importar el orden en que vengan los puntos, el coefi-

ciente principal siempre es a, = f[xg,x1,...X].

El nombre diferencia divida viene de la agradable propiedad

La diferencia dividida f[xg,xq,...x,] satisface la ecuacién

flx1,x2,...xn] — flx0, %1, %n_1]
Xn — X0

f[xo,xl,...xn} = (16)

Prueba: Sea Pi(x) el polinomio que interpola f en x,x1, ..., Xx. Aqui solo necesitamos P,(x) y P,_1(x). Sea R(x)
el polinomio que interpola f en xi,x2,...,x,. Entonces (ejercicio 1.2)

X — Xp

Pn(x) = R(X) + m

[R(x) = Py—1(x)] (L.7)

Como en la ecuacién (1.7) el polinomio de la izquierda y el de la derecha son idénticos, entonces su coeficiente
principal debe ser el mismo, es decir,

xR(x) —xPy_1(x) + ...

Flxo,x1, o xun]d™ + o = flxg,x0,.x0)6" L+ L+
Xn — X0
= flag,xg, x4
flx1,x2, .xn]x™ + .. — flxo,x2,...xp—1]x" + ...

v

Xn — X0

_ (flr,x,xn] — flxo, %2, %01])x" n
pra—

de donde se obtiene (1.6).

Interpolando sobre {(x;,y;)}i—k—;,..x tenemos

,,,,,



flxe—jsXe—jyr, ] =

flxkjrs i) = flxe—ji X1, X1

X —xk_]-

Resumiendo: En notacion de diferencias divididas,

ap = yO/

a = flxo,x1),

ay = flxo,x1,%0]

ap = fx0,Xx1,...,Xn].

donde, f[xx] = yi y, en general,

f[xk—j/ xk—j+1r e /xk] =

En particular,

flxixj] =

flk—jts i) = flxe—j X1, Xpe—1]

X —xk,j

f[xk—Zl xk—]/xk]

f[xk73r Xk—2,Xk—1, .Xk]

f[xo,xl,...,xk]

Flxk—1,%k) — flxk—2, %1
Xk — Xk—2

flxk—o, X1, %k — flxk—3, Xk—2, Xk—1]
Xk — Xk—3

f[xlleI"'/xk] _f[xO/xll"'lxkfl]
X — X0

Este esquema recursivo se puede arreglar en forma matricial como sigue,

Yo =ao
yvi flxo,x1] = a1
y2  flx,x0] flxo,x1,%2] = a2

flx2,x3] flx1,x2,x3]

_;/n f[xn,l,xn]

I.8 Estimacion del error.

f[xn—ernflrxn] f[x()/xl/--'/xn] =an
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Sea P,(x) el polinomio que interpola f en los puntos xp,xi,..,x,. La féormula de error debe ser exacta para
x=x;,1=0,1,..,n y también debe ser exacta en el caso de que f sea un polinomio de grado inferior o igual a #.
Esto sugiere que en la férmula de error deben aparecer los factores (x — xq)(x —x1)--- (x — x,) y f"*!. Probando
con f(x)=x"*! se observa que debe aparecer el factor 1/(n + 1)!.

Sea f € C"[a,b]. Sea P,(x) el polinomio de grado < n que interpola f en los 7+ 1 puntos (distintos) x, x1, ..., X»
en el intervalo [a,b]. Para cada valor fijo x € [a,b] existe {(x) €]a,b[ tal que

n+1
£ = Pule) = LD (x gy 21) - (3= )

Prueba: Este es un razonamiento muy elegante, debido a Cauchy6. Si x=1x;,i=0,1,..n, la férmula de error es
correcta. Consideremos un valor fijo x € [a,b], diferente de cada uno de los nodos x;, i =0,1,...,n. Definamos una
funcién g, en la variable ¢, de la siguiente manera,

g(t) = f(t) = Pult) — ———

geC™ab]y g(x) =0y g(x;)=0,i=0,1,..n.

Por tanto g tiene n + 2 ceros distintos en [a,b]. El teorema de Rolle dice que si 1 es continua en [a,b] y derivable
en |a,b[, ysi h(a) =h(b) =0, entonces h (&) =0 para algun ¢ € |a,b[. Aplicando repetidamente el teorema de Rolle
a la funcién g en los intervalos [xg,x1], [x1,%2], ..., concluimos que ¢’ tiene al menos n+ 1 ceros distintos en ]a,b|.
De manera similar concluimos que

¢" tiene al menos n ceros distintos en |a,b|

¢"" tiene al menos n — 1 ceros distintos en |a,b|

n+1 n+1

tiene al menos 1 cero distinto en |a,b[ (¢""" es continua en [a,b]).

8
dn+lg
dim+1 t=&(x)

Ahora bien, sea ¢(x) un cero de ¢"*! en ]a,b[. Como =0, tenemos (ejercicio 5.4)

0= fri(e(n)) — L= Bl gy,

E\ Agustin Louis Cauchy (1789-1857), padre del andlisis moderno. Estableci6 las bases del
andlisis matematico basandolo en un concepto riguroso de limite. Fue el creador del anali-
sis complejo. También trabajo en ecuaciones diferenciales, geometria, dlgebra, teoria de
| & niimeros, probabilidad y fisica matematica
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n+1 X
de donde, f(x) — Py(x) = (;j_él()!))(x— x0)(x —x1) - (x — xp).

1.9 Polinomios de TChebyshev y convergencia.

En la férmula de error,

n+1 X
£ = Pulo) = L8 ) ) (1 )

el factor (x —xg)(x —x1) -+ (x — x,) puede ser “optimizado” escogiendo de manera adecuada los nodos xg, x1, ..., Xp.
El proceso de optimizacién lleva, de manera natural, a un sistema de polinomios llamados polinomios de TCheby-
shev

El resultado principal es: Para cualquier polinomio ménico P, (x) de grado n,

1
on—1’

[P (x)[leo = || T (x)[leo = n>1

donde T,(x) es el polinomio ménico de TChebyshev de grado n.

_ 2i+1 )
Tpi1(x) = (x —x0)(x —x1) -+ (x — x,) con x; = cos <2n+27t> , i=0,1,..n

Luego, si P, interpola f, usando nodos de TChebyshev, tenemos

oo 1
£ (x) = Py(x)]]00 < SEST

Por lo tanto, la convergencia se puede asegurar si la familia de derivadas f(") es uniformemente acotada (M tal
que Vn € N, ||[f"*1)(x)||e < M). En realidad se necesita menos para asegurar la convergencia!.

Los Polinomios de TChebyshev (de primera especie) se definen, de manera recursiva, de la siguiente manera:

To(x) =1, Thi(x) = x
Tpi1(x) = 2xTy(x) — Ty_1(x), n>1.

Por ejemplo,

To(x) = 2x*>—1
T3(x) = 4x3—3x
Ty(x) = 8x*—8x2+1

Si x € [—1,1] entonces Ty (x) = cos (ncos~'x), n>0

Meétodos Numéricos. Interpolacion Polinomial. Walter Mora F.
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Prueba: La idea de la prueba esta basada en el hecho de que cosnf es un polinomio en cosf, es decir, cosnf =
Y4 _oarcostd. Luego f,(cosf) = cosnd satisface (L.8).

Recordemos que cos(a + b) = cosacosb — senasenb. Luego,

cos(n + 1) = cosfcosnb — senBfsennf.

cos(n —1)8 = cosfcosnb + senfsennb.

sumando miembro a miembro y reacomodando,

cos(n +1)8 =2cosOcosnb — cos(n —1)0 (1.9)

Ahora, sea  =cos 'x y x =cos6 y fu(x) = cos(ncos™! x). Usando la ecuacién (1.9) obtenemos que,

{ folx) = 1, fix) = x
furr(x) = 2fu(x) ~ fua(x), n =1,

Luego, fy =T, para todo n.

@ T,(x) =2""1T,(x) es ménico: Si n > 1, de (I.8) se deduce que el coeficiente principal de T,(x) es 2"~!
(ejercicio 5.11). Luego 2!7"T,(x) es ménico.

Tu(x) =2""T,(x) y To(x)=To(x)

® Los cerosde T, 1(x): Si x € [—1,1] podemos poner x = cosf. Luego, T, 1(cosf) = cos(n + 1)6, asi que los

ceros x,(cnﬂ) de T,11 en [—1,1] se pueden obtener resolviendo cos(n + 1) = 0.

cos(n+1)0=0 = (n+1)0=(2k—1)/2, ke Z. Como x = arccosf), 0 <6 < 71, entonces

(n+1)

Xk

(1) %HUZQKLQTk:12mn+1

= cosf ,
k 2n+2
Por lo tanto, todos los ceros de T,;1 son reales, distintos y estan contenidos en el intervalo | —1,1].

Ahora podemos escribir

n

Toa(x) =] (x—5""")

k=0
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@ Extremos: 0 crece de 0 hasta 71, por tanto x = cos€ decrece de 1 hasta —1. Luego T, oscila entre 1 y —1.
En el ejercicio (5.12) se pide mostrar que

T, alcanza sus valores extremos en y]((") = Cos (T) , k=0,1,..n. (1.10)
(M) _ (_1\k (n) _ ke
T (cosg™) = (-1 si ¢ ==, k=02,.n. (L11)
1

— 1 _
(DT =57 v ITa@lle= 57 112)

Los polinomios de TChebyshev son titiles e importantes debido al siguiente teorema

Para cualquier polinomio ménico P, de grado n

1

[1Pa () loo 2 1T ()0 = 57—

Prueba: La prueba es por contradiccién. Supongamos que hay un polinomio P, moénico de grado n para el que

1

||Pn(x)|\oo<2ni_1

(1.13)

Sea x; = cos(k7t/n). El polinomio T, es ménico de grado n. Entonces de (1.12),

(—1)Pa(x0) < |Po(x0)] < e = (—1)¥T(x4), k=0,1,..,m.

on—1

Luego 0 < (—1)¥(T,(xx) — Pu(xi)), k=0,1,...,n.

Esto dice que el polinomio T, — P, cambia de signo al menos n veces en [—1,1] y hay un cero por cada cambio de
signo!

Pero como T, y P, son ménicos de grado n, T, — P, tiene grado a lo sumo 7 — 1 y entonces no puede tener mas
de n ceros.

Luego, T, =P, pero esto contradice (1.13).



68 INTRODUCCION

El teorema nos dice que si tomamos los 1+ 1 ceros de T,41(x) como los nodos x;, entonces

n+1 _ n+1
@ -r@is < LTl = 2

Se puede probar (ver [8]) que si usamos los nodos de TChebyshev, P,(x) — f(x) si n — oo uniformemente en
[~1,1] con solo que f € C![a,b].

EJERCICIOS

5.1 Use el teorema fundamental del dlgebra para probar que las columnas de V;, conforman un conjunto de vec-
tores linealmente independiente.

5.2 Pruebe, usando induccién y operaciones elementales de matrices, que

Det(V,)= [ (xi— x;)

0<i<j<n
5.3 Probar (1.7). Primero pruebe el caso i =1,...,k —1 y luego los casos i =0 e i = k.

n
54 Sih(t)= H(t — x;), muestre que R () = (n+1)!

i=0
5.5 Sea P un polinomio de grado a lo sumo n que interpola una funcién f enlos n + 1 nodos distintos x¢, x1,...x;.
Sea t un punto diferente de los nodos anteriores. Sea Q el polinomio de grado a lo sumo 7 + 1 que interpola f en
X0, Xx1,.-Xn, t. Mostrar que

n
a) Q(x) = P(x) + flxo,x1,.... Xu, ][ [(x — %)
=0
n
b) f(t) — P(t) = flxo,x1,.... xu, ][ [(t = x})
j=0
5.6 Sea f € C"[a,b] ysean xp,x1,..x, puntos distintos en [a,b]. Muestre, usando el ejercicio (5.5) y la férmula de

error, que existe un ¢ en |a,b| tal que

1
Tl

£

f[xo,xl,...,xn]
Ayuda: Compare f(t) — P(t) tal y como aparece en la féormula del error y como aparece en el ejercicio (5.5).

5.7 Pruebe que si f es un polinomio de grado k, entonces para n > k se tiene

flxo,x1,..,x4) =0

5.8 Muestre que si f(x) =sen(x) es aproximada por un polinomio P de grado nueve que interpola f en diez
puntos de [0,1], entonces



|sen(x) — P(x)| < —, x € [0,1].

5.9 Sea h =x; — xp >0, muestre que si P; interpola f en {x(,x1}, entonces

1)~ Pl < = 02, e g

5.10 Muestre que si P, interpola f en {xo, xo +h, xo + 2h}, h > 0, entonces

1F(x) = o)l < w I, x € [x0, xo + 21

Ayuda: Observe que Q(x) = (x — xg)(x — (xo +h))(x — (x0 +2h)) es un polinomio de grado tres. Sus puntos criticos
son ceros de la cuadrética Q. Resulta sencillo determinar los extremos absolutos de Q.

511 Muestre que el coeficiente principal de T, (x) es 2"~ 1.

512 Six e [-1,1] y x =cosf, T,(cosb) = cosnf. Use este hecho para verificar que

k
a) T, alcanza sus valores extremos en y,((") = cos (:) , k=0,1,..n.

. krm
b) T, (coscp]E")) =(-1k si 4)1?1) ==, k=0,2,..n.
_ 1 — 1
O (VT =55 v ITa@llo= 5y
5.13 Considere la funcién de Runge,
1

f0) =150

Haga la representacion gréfica de (x — xg)(x — x7)...(x — x,,) para los casos n =5,10,20, en el caso de que los nodos
sean igualmente espaciados y en el caso que sean nodos de TChebyshev. En cada caso usar un mismo sistema de
coordenadas.

— Solucién de los Ejercicios
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