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Tema 1. Matrices. Determinantes. Sistemas de ecua-
ciones lineales

1.1. Matrices: definicion, operaciones y propiedades basicas.

En este tema estudiaremos las matrices como objeto matematico y su aplicacion al
estudio de los sistemas de ecuaciones lineales. Veremos sus propiedades fundamentales,
las operaciones bésicas, y una aplicacion importante de estos conceptos: el Teorema de
Rouché-Frobenius.

A partir de ahora fijaremos un cuerpo de escalares, que llamaremos K. La definicién de
cuerpo se dard en el Tema 2. Por ahora es suficiente pensar que K es el conjunto de los
nimeros racionales, reales o complejos, y que un escalar es uno de estos nimeros.

Una matriz m X n es una tabla de m filas y n columnas de escalares. Es decir,
un objeto de la forma

11 Q2 - Q1p
Q21 Q22 -+ Q2

)
Am1 Am2 - Amn

donde cada a;; es un escalar.

Una vez vista la definiciéon de matriz, fijaremos algunas notaciones:

Denotaremos M, », (K) al conjunto de matrices m xn, cuyo cuerpo de escalares es
K. Si no nos interesa especificar el cuerpo de escalares, escribiremos simplemente

Man'

Normalmente usaremos una letra mayuscula para denotar una matriz, y la misma letra
en minuscula, con los subindices correspondientes, para denotar sus elementos o entradas.
Por ejemplo, escribiremos una matriz A € M,,,,, como sigue:

a3 A2 - Q1p
Q21 Q22 -+  Q2p

A:

Am1 Gm2 ° Omn



2 TEMA 1: MATRICES. DETERMINANTES. SISTEMAS

Si queremos especificar la letra que usaremos para los elementos de una matriz, escribiremos

A= (aij).

Comencemos a estudiar las propiedades de las matrices.

Diremos que dos matrices A y B son iguales si ambas tienen las mismas dimen-
siones (es decir, A, B € M,,xy), v ademds a;; = b;; para todo i,j 1 <i <m,
I1<j<n

Dadas dos matrices A, B € M, «n, definimos su suma, A + B, como la matriz
C € M,x, tal que
Cij = (lij + sz

Dada una matriz A € M,,x,(K) y un escalar o € K, definimos su producto,
aA, como la matriz D € M, (K) tal que

dij = aij

Es decir, dos matrices de las mismas dimensiones se pueden sumar, término a término,
dando lugar a otra matriz de la misma dimensién. Y también podemos multiplicar una
matriz por un escalar, dando lugar a otra matriz de las mismas dimensiones donde cada
término se ha multiplicado por el escalar.

Un ejemplo importante de matrices son los vectores:

Un vector es una matriz mx 1. Las entradas de un vector se llaman coordenadas.

Aunque sean un caso particular de matrices, trataremos a los vectores de forma especial.
Los denotaremos en negrita, y como sélo tienen una columna, no escribiremos el segundo
indice de cada término. Por ejemplo, escribiremos:

(%1
V2
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También nos referiremos como vectores fila a las matrices 1 x n. Asi, un vector fila podria
ser:

v = (v1,02,...,0,).

En los vectores fila, las coordenadas se suelen escribir separadas por comas. Pero recordemos
que, si no se especifica lo contrario, un vector consta de una columna.

Los vectores suelen resultar familiares, ya que se usan para representar los puntos de los
espacios geométricos. Por ejemplo, los puntos del plano R? se corresponden con los vectores
de dos coordenadas: M. Los puntos del espacio R? se corresponden con los vectores
de tres coordenadas: Msy;. Y asi se puede continuar con los espacios de dimensiones
superiores.

Ahora estudiaremos la operacién mas importante con matrices: la multiplicaciéon. Comen-
zaremos con un caso particular:

Dadas dos matrices

A = (al ag * -+ a/n) € M1><Tl7 B =3 . € Mnxl,

se define su producto, AB, como la matriz C' € My, cuya tnica entrada es:

albl aF a2b2 A anbn.

Nota: Si se consideran las dos matrices A y B como vectores (un vector fila y un vector
columna), el producto que acabamos de definir se llama producto escalar de A y B. Lo
estudiaremos mas a fondo en temas posteriores.

Para extender esta definicién a matrices con mas de una fila o columna, llamaremos fila i
de una matriz A = (a;;) € My, al vector fila (a; @iz =+ ain) € Mixn, y llamaremos
columna j al vector columna

ayj

A2;

€ mel-

amj

Tenemos entonces:
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Dadas dos matrices A € M,,x,, y B € M,,»p, se define su producto, AB, como
la matriz C' € M,,«,, donde el elemento ¢;; es el producto de la fila i de A por la
columna j de B. Es decir,

Cij = @by + aigbaj + - -+ + Qinby;.

Nota: Es importante darse cuenta que no se pueden multiplicar dos matrices de
cualquier dimension. Sélo se pueden multiplicar A y B si el tamano de las filas de
A es igual al tamano de las columnas de B. El resultado de la multiplicacién sera una
matriz C' con el mismo numero de filas que A y el mismo numero de columnas que B.
Esquematicamente:

aix a2 - dip C11 - Clj ottt Cip
buy oo | by | by
by e | by [oe by
i1 Qg Gy . . ; = Gi - |G| 0 Cip
bt -+ | buj | by
m1 Am2 -~ Omp Cm1 **° Cmj °° Cmyp
m X n nxXp mXp

Nota: esta definicion del producto de matrices puede resultar extrana. ; Por qué no mul-
tiplicar matrices simplemente multiplicando sus entradas correspondientes? La respuesta
proviene de los sistemas lineales. Arthur Cayley (1821-1895) estudiaba los sistemas de dos
ecuaciones con dos incognitas
ar + by =
{ cr+dy =1y

como transformaciones del plano, que a cada punto (x,y) le hacen corresponder el punto

(z',y"). Por tanto, podemos decir que la matriz (CCL ) transforma el plano, moviendo

d

cada punto (z,y) a la posicién (2’,y’). Si consideramos ahora otra matriz <; i), tam-

bién transformard el plano, moviendo el punto (2,3') a la posicién (z”,y"), mediante las
ecuaciones:

ex/ + f,y/ — x//

gx/ + hy/ — y//

Por tanto, si hacemos actuar estas dos transformaciones, una detras de otra, el punto (z,y)
ird a la posicién (z”,y"), donde estas coordenadas verifican:

" =ex' + fy = e(ax + by) + f(cx + dy) = (ae + cf)x + (be + df )y,
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y por otro lado:
y' = g2’ + hy' = glax + by) + h(cx + dy) = (ag + ch)x + (bg + dh)y.
Por tanto, la composicion de las dos transformaciones tiene por ecuacion:

{ (ae + cf)x + (be + df )y = 2"
(ag + ch)z + (bg + ch)y = y"

Si observamos la matriz de esta transformacién, vemos que es el producto de las matrices

anteriores, ya que:
e f\({a b\ [(ae+cf be+df
g h)\c d}] \ag+ch bg+ch)’

Luego el producto de matrices corresponde a la composicion de transformacio-
nes. Estas definiciones de Cayley se generalizaron a cualquier dimensiéon. Mas adelante
estudiaremos las transformaciones lineales en general, y veremos cémo el producto de
matrices corresponde a la composicién de transformaciones lineales.

Hemos definido tres operaciones con matrices: la suma y el producto de matrices, y el
producto de una matriz por un escalar. Veamos cudles son las principales propiedades de
estas operaciones.

Propiedades de la suma de matrices: En M,, ., se tienen las siguientes
propiedades:

1. Propiedad conmutativa: A+ B = B + A.
2. Propiedad asociativa: (A+ B)+C = A+ (B+C).

3. Elemento neutro: Existe una tnica matriz O € M,,«,, llamada matriz
nula, tal que A+ O = O + A, para toda matriz A € M,,xn.

4. Elemento opuesto: Dada una matriz A € M,, .., existe otra matriz B €
Mnsn, lamada opuesta de A, tal que A+ B = O.

La matriz nula esta formada por ceros. Por otro lado, si B es la matriz opuesta de A, se
tiene bij = —0yy.

Nota: Como M,,, verifica estas cuatro propiedades, se dice que M,,y, €s un grupo
abeliano con respecto a la suma. Estudiaremos el concepto de grupo mas adelante.



6 TEMA 1: MATRICES. DETERMINANTES. SISTEMAS

Propiedades del producto de matrices: Si A, B y C' son matrices, de las
dimensiones adecuadas para que se puedan multiplicar o sumar (en cada caso),
se tiene

1. Propiedad asociativa: (AB)C' = A(BC).
2. Propiedades distributivas:

a) (A+ B)C = AC + BC.
b) A(B+C) = AB+ AC.

3. Elemento neutro (a izquierda y derecha): Existe una tnica matriz
I € M, ., tal que:

a) Al = A para toda A € M, xp.
b) IB = B para toda B € M,,y,,.

Nota: El producto de matrices no es conmutativo en general. Es decir, normalmente
AB # BA, incluso cuando los dos productos estén bien definidos. Ademas, no siempre
existe el elemento inverso: dada una matriz cuadrada A, no tiene por qué existir otra
matriz B tal que AB = 1.

Por otra parte, la matriz neutra I = (§;;) se llama matriz identidad, y es una matriz
cuadrada definida por: d;; = 0 si @ # j, y 0; = 1 para todo i. Por ejemplo, la matriz
identidad de dimension 3 es:

1
I=10
0

S = O
— o O

Propiedades del producto de matrices y escalares: Si A y B son matrices,
de las dimensiones adecuadas para que se puedan sumar o multiplicar (en cada
caso), y si vy ( son escalares, se tiene

1. a(BA) = (ap)A.

2. a(AB) = (aA)B = A(aB).
3. (a+ B)A = aA + [A.

4. a(A+ B) = @A+ aB.
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Terminaremos esta seccion estudiando una tultima operacién de matrices, llamada
trasposicion.

Dada una matriz A € M, «,, llamamos traspuesta de A a la matriz A* € M,,,
definida de forma que las filas de A sean las columnas de A’ y viceversa. Es decir,
si A" = (byj), se tiene b;; = aj; para todo i, j.

Ejemplo 1.1 §i A = (

1 4
i é 2), entonces A= [2 5
3 6

Utilizaremos la traspuesta de una matriz en temas posteriores. Por ahora nos limitaremos
a ver algunas propiedades:

Propiedades de la trasposicion: Sean A y B matrices de las dimensiones
adecuadas. Se tiene:

1. (A+B) = A"+ B
2. (AB)"' = B'A".
3. (A" = A.

Por 1ultimo, hay un tipo especial de matriz que serd importante mas adelante:

Una matriz A es simétrica si A = A.

Observemos que, si A es simétrica, entonces debe ser una matriz cuadrada. Las matri-
ces cuadradas tienen propiedades especiales, que estudiaremos en este tema. Pero ahora
continuaremos con propiedades importantes de las filas y columnas de una matriz.
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1.2. Transformaciones elementales de filas: matrices escalonadas
y reducidas.

A la hora de aplicar las matrices al estudio de los sistemas de ecuaciones lineales, y para
estudiar las propiedades de los determinantes, una herramienta esencial consiste en las
llamadas transformaciones elementales de matrices, que se definen como sigue.

Las transformaciones elementales de filas que se pueden aplicar a una matriz,
son las siguientes:

1. Intercambiar dos filas.
2. Multiplicar una fila por un escalar no nulo.

3. Anadir a una fila un multiplo no nulo de otra.

A partir de esta definicion, se obtiene el siguiente concepto:

Diremos que dos matrices son equivalentes por filas si podemos obtener una,
a partir de la otra, mediante transformaciones elementales de filas.

Gracias a las transformaciones elementales de filas, podremos siempre transformar cual-
quier matriz en otra, equivalente por filas, que es mas sencilla desde un punto de vista que
veremos mas adelante. Estas matrices sencillas vienen definidas a continuacién.

Diremos que una matriz es escalonada por filas si cumple lo siguiente:
1. Todas las filas de ceros (si las hay) estédn en la parte inferior de la matriz.

2. En las filas que no sean de ceros, el primer término no nulo de una fila
estd mds a la izquierda del primer término no nulo de la fila siguiente.




ALGEBRA LINEAL JUAN GONZALEZ-MENESES 9

Ejemplo 1.2 La siguiente matriz es escalonada por filas:

S O OO NN
S OO W
S O O N O
SO OO = W
O O Ot O =

Un método para transformar cualquier matriz en una escalonada por filas es el siguiente:

El método de eliminacién de Gauss aplicado a una matriz, la transforma
en una matriz equivalente que es escalonada por filas. Consiste en los siguientes
pasos:

Paso 1: Si es necesario, intercambiar la primera fila con otra, para que
la primera columna que no sea de ceros tenga un elemento no nulo en la
primera posicion.

Paso 2: Sumar a cada fila un miltiplo adecuado de la primera, de manera
que la primera columna que no sea de ceros tenga sélo un elemento no nulo:
el de la primera fila.

Paso 3: Ignorando temporalmente la primera fila, repetir todo el proceso
con las restantes filas.

Como este proceso da lugar, claramente, a una matriz escalonada por filas, hemos demos-
trado el siguiente resultado:

Proposicién 1.3 Toda matriz mxn es equivalente por filas a otra matriz mxn escalonada
por filas.

DEMOSTRACION: Sélo hay que aplicar a la matriz inicial el método de eliminacién de
Gauss. o

A continuacién veremos cémo, usando transformaciones elementales, podemos obtener ma-
trices ain més sencillas que las escalonada por filas: las matrices reducidas por filas.
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Diremos que una matriz es reducida por filas si cumple lo siguiente:
1. Es escalonada por filas.
2. El primer elemento no nulo de cada fila, llamado pivote, es 1.

3. Encima (y debajo) de cada pivote sélo hay ceros.

Ejemplo 1.4 La siguiente matriz es reducida por filas:
1 0 4 3 0
0 1 -1 2 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 O
0 gl U6 o

Se tiene entonces:

Método de eliminacién de Gauss-Jordan para transformar una matriz en
otra equivalente por filas, que sea reducida por filas:

Paso 1: Aplicar a la matriz el método de Gauss.

Paso 2: Multiplicar cada fila no nula por un escalar conveniente, de manera
que todos los pivotes sean 1.

Paso 3: Comenzando por el pivote mas a la derecha, eliminar todos los
elementos no nulos que tenga encima, sumandole a cada fila un muiltiplo
conveniente de la fila de este pivote. Realizar la misma operacion con todos
los pivotes, de derecha a izquierda.

Después de aplicar este método a una matriz, se obtiene claramente otra matriz equivalente
(puesto que se han aplicado transformaciones elementales de filas) que es reducida por filas
(por construccién). Hemos probado por tanto el siguiente resultado:

Teorema 1.5 Toda matriz m Xn es equivalente por filas a otra matriz m X n reducida por

filas.

DEMOSTRACION: Basta con aplicar a la matriz inicial el método de eliminacién de Gauss-
Jordan.
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Una propiedad importante de la forma reducida por filas equivalente a una matriz dada es
que es unica. Pero ain no tenemos las herramientas suficientes para demostrar esto.

1.3. Dependencia lineal y rango.

El concepto de dependencia lineal de vectores es fundamental para el estudio de matri-
ces, sistemas lineales y, como veremos en temas posteriores, espacios vectoriales.

Geométricamente, un vector de n coordenadas se representa, en el espacio de dimensiéon
n, como una flecha que parte del origen y termina en el punto que tiene esas coordenadas.
Las operaciones bésicas de matrices, aplicadas a vectores, se ven geométricamente como
sigue:

» Multiplicar un vector por un escalar (digamos, un nimero real), equivale a multiplicar
la longitud del vector por ese escalar.

= Sumar dos vectores v; y vy corresponde al siguiente procedimiento: Si se traslada
el vector va, sin cambiar su direcciéon ni su tamano, hasta hacer que su comienzo
coincida con el final del vector vy, entonces vector vi + vy es el que une el origen de
coordenadas con el final de este nuevo vector vs.

Dados r vectores vy, ..., v, de la misma dimensién, llamamos combinacién li-
neal de estos vectores a cualquier expresién de la forma:

a1V + vy + - - QrVy,

donde ayq, ..., a, son escalares cualesquiera.

Es decir, una combinacion lineal de r vectores es otro vector, que resulta de cambiar el
tamano de cada uno de los vectores iniciales, y sumar los resultados (haciendo comenzar
cada vector en el final del vector precedente).

Ejemplo 1.6 Una combinacion lineal de un solo vector, v, tiene la forma av,
donde o es un escalar. Por tanto es otro vector con la misma direccion que v, y
cuyo tamano es « veces el tamano de v. Por tanto, av estd en la recta deter-
minada por v.

Ejemplo 1.7 Una combinacién de dos vectores de R? es otro vector que estd en
el plano determinado por estos dos vectores.
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Diremos que un vector v depende linealmente de un conjunto de vectores
{Vv1,...,v,} si v se puede escribir como combinacién lineal de vy, ..., v,.

Ejemplo 1.8 El vector (3,—2,2) depende linealmente de los vectores (1,0,2) y
(—1,2,2), ya que se tiene la combinacion lineal:

3 1 —1
2 =20+ 2
2 2 2

Ejemplo 1.9 El vector 0, con todas sus coordenadas nulas, depende linealmen-
te de cualquier conjunto de vectores. Basta tomar todos los coeficientes 0 en la
combinacion lineal.

Ejemplo 1.10 Cualquier vector depende linealmente de un conjunto de vectores
que lo contenga. Basta tomar su coeficiente 1, y todos los demds 0.

Hay otra forma de ver la dependencia lineal:

Diremos que un sistema (o conjunto) de vectores de la misma dimensién S =
{v1,...,v,.} es linealmente dependiente, si existen r escalares ag,...,a,,
no todos nulos, tales que

oa1vy +agvy + -+ a,v, = 0.

En caso contrario, es decir, si la tnica forma de escribir el vector 0 como combi-
nacién lineal de estos vectores es tomando oy = ay = -+ = «,, = 0, diremos que
el sistema S es linealmente independiente o libre.

La relacion entre esta definicion de dependencia lineal y la anterior viene dada por el
siguiente resultado.

Lema 1.11 Un sistema de vectores {vy,...,v,} es linealmente dependiente si y sdlo si
uno de ellos es combinacion lineal de los demds.

DEMOSTRACION: Directa. o

Si en un sistema de vectores, uno de ellos es combinacion lineal de los demas, ese vector
“sobra”, desde el punto de vista geométrico. Es decir, si lo quitamos del sistema, el conjunto
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de vectores que se puede definir como combinacion lineal de los vectores del sistema sigue
siendo el mismo. Podriamos, por tanto, ir eliminando vectores del sistema, hasta que no
pudiéramos eliminar mas; es decir, hasta que el sistema fuera linealmente independiente.
En efecto, se tiene:

Teorema 1.12 Dado un sistema de r vectores S = {vy,...,v,}, no todos nulos, se veri-

fica:

1. Existe al menos un sistema Sy C S linealmente independiente; y todos los demds
vectores de S dependen linealmente de los de Sy.

2. Todos los sistemas Sy que satisfacen la condicion anterior tienen el mismo niumero
de elementos. A este numero lo llamamos rango de S.

DEMOSTRACION: La demostracién de 1 ya estd esbozada arriba. Para demostrar 2, se
supone que se tienen dos subsistemas libres, S; y Ss, con distinto niimero de vectores. Si
S, tiene mas vectores que Si, se demuestra que 0 puede escribirse como una combinacién
lineal no trivial de los elementos de Ss, escribiendo éstos como combinacion lineal de los
de S7, y usando que un sistema homogéneo con menos ecuaciones que incognitas tiene
soluciones no triviales, como veremos en el teorema de Rouché-Frobenius. 4

El rango de un sistema de vectores se puede también definir como sigue:

El rango de un sistema de vectores S es el tamano del mayor sistema libre que
se puede formar con los vectores de S.

Ahora relacionaremos, de forma muy sencilla, los sistemas de vectores con las matrices.
Simplemente, a un sistema de m vectores de dimension n, le asociamos una matriz m x n,
donde cada fila es un vector del sistema. Asi, podemos definir:

El rango de una matriz es el rango del sistema de vectores formado por sus filas.

Al rango de una matriz A lo denotaremos rg(A).

Si ahora modificamos la matriz, usando transformaciones elementales de filas, estaremos
modificando el sistema de vectores asociado. Podemos, por tanto, intercambiar la posicion
de los vectores, multiplicar un vector por un escalar no nulo, o sumar a un vector un
multiplo no nulo de otro. Pero en cualquier caso, es tiene:
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Lema 1.13 Las transformaciones elementales de filas no alteran del rango de una matriz.

DEMOSTRACION: Directa, usando la definicién de rango de un sistema de vectores. o

Gracias a este resultado, podremos calcular facilmente el rango de una matriz:

Teorema 1.14 Consideremos una matriz A € M sea A" una matriz reducida equi-
MmXn,

valente por filas a A. Entonces, el rango de A es igual al nimero de filas no nulas de
A

DEMOSTRACION: Sélo hay que ver que las filas no nulas de A’ forman un sistema libre. Se
forma una combinacion lineal igualada a cero, y se ve que las coordenadas de los pivotes
s6lo se pueden anular si el coeficiente de esa fila es nulo. o

Nota: Acabamos de probar que el numero de filas no nulas de la forma reducida por filas
de una matriz, esta determinado por la matriz. Ademas, cualquier forma escalonada de la
misma matriz debe también tener el mismo nimero de filas no nulas.

1.4. Matrices elementales.

Una vez estudiadas las transformaciones elementales de filas de una matriz, y cémo se
pueden utilizar para calcular el rango, veamos la relacién entre estas transformaciones y la
multiplicaciéon de matrices.

Comenzamos definiendo tres tipos de matrices, que llamaremos matrices elementales,
y que son el resultado de aplicar a la matriz identidad los tres tipos de transformaciones
elementales. Definiremos matrices cuadradas nxn, luego I € M,, ., serd la matriz identidad
de dimensién n.

En primer lugar, dados 7,7, 1 <1,j < n, definimos T;; como la matriz que se obtiene de
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I al intercambiar sus filas i y 7.

1

. fila i

A continuacién, dado i, 1 <i <n, y un escalar o € K, definimos M;(«) como la matriz
que se obtiene de [ al multiplicar su fila ¢ por a.

1

M;(a) = a fila 4

Finalmente, dados 7,7 (1 <4,j <n, ¢# j),y un escalar a € K, definimos P,;(«) como
la matriz que se obtiene de I al sumarle a la fila ¢ la fila 7 multiplicada por «.

1

1 . B e o ﬁlal

(I | fila j
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Podemos describir estos tres tipos de matrices de otra manera:

» T;; coincide con I, salvo en los términos: t;; = t;; = 0, t;; = t;; = 1.
» M;(«) coincide con [ salvo el el término: m; = a.

» P,;(a) coincide con I salvo en el término: p;; = a.

La relacién entre las transformaciones elementales de filas y el producto de matrices viene
dada por el siguiente resultado:

Lema 1.15 Sea A € M,,,. Se tiene:

1. T;;A es la matriz que resulta al intercambiar las filas i y j de A.
2. M;(a)A es la matriz que resulta al multiplicar por o la fila i de A.

3. P(a)A es la matriz que resulta al sumar a la fila i de A, la fila j multiplicada por
a.

Es decir, aplicar una transformacién elemental de filas a una matriz equivale a multiplicarla,
a la izquierda, por la matriz elemental correspondiente.

Si seguimos aplicando transformaciones elementales, estaremos multiplicando més matrices
elementales a la izquierda. Asi podremos llegar hasta una forma reducida, equivalente por
filas a la matriz A. Por tanto, se tiene:

Proposicién 1.16 Sea A € M,,«, y sea A" una forma reducida por filas de A. Entonces
existe una matriz P € M, xm, producto de matrices elementales, tal que A’ = PA.

Este resultado tiene varias aplicaciones. En primer lugar, podemos ya probar que la forma
reducida por filas de una matriz es unica.

Lema 1.17 Si A, B € M« son dos matrices reducidas por filas, que son equivalentes
por filas, entonces A = B.
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DEMOSTRACION: Ya sabemos que las transformaciones elementales por filas no varian el
rango de una matriz, y que si una matriz es reducida por filas, entonces su rango es el
numero de filas distintas de cero que tiene. Por tanto, el niimero de filas distintas de cero
de Ay B es el mismo. Se demuestra entonces el resultado por inducciéon en n, el nimero
de columnas. Si n = 1, entonces o bien A = B = 0, o bien a;; = b;; = 1 y todas las demas
entradas son cero. En cualquier caso, A = B.

Supongamos el resultado cierto para menos de n columnas, con n > 1. Sean A’ y B’ las
matrices formadas por las n — 1 primeras columnas de A y B respectivamente. Ambas son
reducidas por filas, pero ademas son equivalentes por filas, usando las mismas transforma-
ciones que convierten A en B. Por tanto, por hipétesis de induccién, A" = B'.

Sé6lo queda demostrar que la tltima columna de A y de B son iguales. Sea r = rg(A’). Hay
dos posiblidades: si la tltima columna de A contiene un pivote, entonces a,+1, = 1y todas
las demas entradas de la iltima columna son ceros. Pero en este caso rg(A) = rg(B) = r+1,
luego la ultima columna de B también tiene un pivote en la misma posicién, y por tanto
A=B.

Si, por contra, rg(A) = rg(B) = r, entonces la ultima columna de A y de B podré tener
sus r primeras entradas no nulas, y el resto deberan ser nulas. Llamemos A, y B, a la
ultima columna de A y B, respectivamente. Como A y B son equivalentes por filas, se
tiene B = PA, donde P es producto de matrices elementales. Mas atiin, como A’ = B’, las
columnas de los r pivotes de A y B coinciden. Pero al multiplicar P por la columna del
primer pivote de A, obtenemos la columna del primer pivote de B. Es decir:

1 1 P11 1
: : e = =1,

Lo mismo ocurre con la segunda columna de P (usando el segundo pivote), y asi sucesi-
vamente, hasta usar los r pivotes. Por tanto, las r primeras columnas de P son iguales a
las de la matriz identidad. Pero entonces, como PA, = B,, donde A, y B, sélo tienen r
entradas no nulas, un calculo directo muestra que A,, = B,,, y por tanto A = B.

Teorema 1.18 La forma reducida por filas de una matriz es unica.

DEMOSTRACION: Su hubiera dos formas reducidas, A" y A”, de una matriz A, ambas
serian equivalentes por filas a A, luego serian equivalentes por filas entre ellas. Por tanto,
segun el resultado anterior, A’ = A". 4
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1.5. Matrices invertibles.

Existe un tipo importante de matrices cuadradas: aquellas que admiten una matriz inversa.
La definicion es la siguiente.

Sea A € M,«n. Se dice que A es invertible si existe otra matriz A™' € M,,xn
tal que AA™! = A7'A = ]. En este caso, A7! se llama la inversa de A.

Algunas propiedades de las matrices invertibles son las siguientes:

Teorema 1.19 Sean A, B € M, «,. Se verifica:

1. La inversa de A, si existe, es unica.

2. Si A y B son invertibles, entonces (AB)™' = B~'A™!.
3. Si A es invertible, entonces A* también es invertible, y se tiene: (A')™' = (A7)

4. Si A tiene una fila o una columna de ceros, entonces no es invertible.

DEMOSTRACION:
1. Si A’ y A” son dos inversas de A, se tiene A’ = A'] = A/(AA") = (AA)A" = TA" =
A"

2. Si multiplicamos AB, ya sea a la izquierda o a la derecha, por B~*A~!, se obtiene I,
luego esta matriz es la inversa de AB.

3. Se tiene (A71)! A" = (A A~1)! = I' = I. La multiplicacién por la derecha es andloga.

4. Si la fila i de A es de ceros, al multiplicarla a la derecha por cualquier matriz,
ésta tendra la fila ¢ de ceros. Lo mismo ocurre con las columnas, multiplicando a la
izquierda.

Corolario 1.20 Se tiene:
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1. 8i Ay, Ag, -+ J A, € Myx,, son invertibles, entonces su producto es invertible, y la
inversa es: (AjAy--- A)"V = ATt AJTATE

2. Si una matriz P es producto de matrices elementales, entonces P es invertible.

DEMOSTRACION: La primera propiedad se demuestra igual que la propiedad 2 del teorema
anterior. La segunda, demostrando que las matrices elementales son invertibles, y aplicando
la propiedad 1. De hecho, se tiene:

(Ti) " =T, (Mi(@)) ™! = Mi(a™), (Pij(a))™! = Piy(-a).

?J’

Veamos ahora cémo es la forma reducida por filas de una matriz invertible:

Teorema 1.21 Si A € M« €s una matriz invertible, su forma reducida por filas es la
matriz identidad 1.

DEMOSTRACION: Si usamos el método de Gauss-Jordan para hallar A’ la forma reducida
por filas de A, tenemos que A’ = PA, donde P es producto de matrices elementales. Por el
resultado anterior, P es invertible, pero A también lo es, por tanto A’ es invertible. Ahora
bien, A’ no puede tener una fila de ceros, ya que en ese caso no seria invertible. Por tanto,
en A’ hay n pivotes, y la tnica matriz n x n reducida por filas que puede tener n pivotes

es I. Es decir, A" = 1.

Corolario 1.22 Una matriz A € M« es invertible si y solo si rg(A) = n.

DEMOSTRACION: Si A es invertible, el teorema anterior nos dice que su forma reducida
por filas es I, que tiene n filas no nulas, luego rg(A) = n.

Si rg(A) < n, entonces A’, la forma reducida por filas de A, tiene una fila de ceros, luego
no es invertible. Pero sabemos que A’ = PA, por lo que, si A fuera invertible, A’ también
lo serfa.

Estos resultados nos dan un método sencillo para calcular la inversa de una matriz inver-
tible: Dada A € M,,.,, invertible, le aplicamos el método de Gauss-Jordan, para calcular
su reducida por filas (es decir, I'), recordando a cada paso la matriz elemental utilizada. El
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producto de todas estas matrices, en orden inverso, forma la matriz P, tal que PA = I.
Es decir, A~' = P. Para calcular P (es decir, A7), podemos multiplicar todas las ma-
trices elementales utilizadas, o mejor atn, ir aplicando a la matriz identidad las mismas
operaciones elementales que le apliquemos a A. Por tanto tenemos:

Método para calcular la inversa de una matriz, usando matrices elementales:

A1 es la matriz resultante de aplicar a I las mismas operaciones elementales que
se le apliquen a A, para hallar su forma reducida por filas (usando el método de
Gauss-Jordan).

Una forma sencilla de aplicar este método es el siguiente. Dada la matriz A € M,,«,, se
considera la matriz (A|I) € M, 2, que consiste en yuxtaponer la matriz A y la matriz
identidad I € M,,«,. A continuaciéon, se le aplican a esta matriz las transformaciones
elementales que transforman A en I, y obtendremos, en las tultimas n columnas, la matriz

A~ Es decir, habremos transformado (A|I) en (I|A7').

A continuacién mostraremos dos caracterizaciones mas de las matrices invertibles, con
ayuda de las transformaciones elementales:

Teorema 1.23 Una matriz A € M,,x, es invertible si y sélo si existe una matriz B €

Mxn tal que AB = 1.

DEMOSTRACION: Si A es invertible, basta tomar B = A~!,

Supongamos que existe B tal que AB = I. Si A no es invertible, entonces su forma reducida
por filas, A, tiene una fila de ceros. Ademas, A’ = PA, donde P es producto de matrices
elementales, y por tanto invertible. Pero entonces tendriamos:

A'B = (PA)B = P(AB) = PI = P,

donde A’B tiene una fila de ceros (al tenerla A’), y P no tiene una fila de ceros (por ser
invertible). Contradiccién. 4

Teorema 1.24 Una matriz A € M, «,, es invertible si y solo si es producto de matrices
elementales.
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DEMOSTRACION: Si A es invertible, entonces A~! también lo es. Por lo tanto existe una
matriz P, producto de matrices elementales, tal que PA™' = I (ya que I es la forma
reducida por filas de A™!). Pero entonces P es la inversa de A~ es decir, P = A.

Corolario 1.25 Si A € Myxn, Yy P € My« es una matriz invertible, entonces rg(A) =
rg(PA).

DEMOSTRACION: Como P es invertible, es producto de matrices elementales. Por tanto,
PA se obtiene de A al aplicarle una serie de transformaciones elementales, y por tanto
deben tener el mismo rango.

1.6. Transformaciones elementales de columnas.

En esta seccion veremos que todas las propiedades que hemos estudiado sobre las filas de
una matriz, son también ciertas para sus columnas. Basta trasponer todas las matrices
que encontremos. Asi, se definen las transformaciones elementales de columnas de forma
analoga a las de filas, y se definen las matrices escalonadas o reducidas por columnas, como
las traspuestas de las escalonadas o reducidas por filas.

También se tienen las matrices elementales por columnas que, curiosamente, son las mismas
que las de filas, ya que la traspuesta de una matriz elemental es otra matriz elemental. La
correspondencia de transformaciones y matrices es la siguiente:

1. Matriz que resulta de I al intercambiar las columnas ¢ y j: 75 ;.
2. Matriz que resulta de I al multiplicar por « la columna : M;(«).

3. Matriz que resulta de I al sumarle a la columna ¢ la columna j multiplicada por a:
Pj?i (&)'

Hay que tener cuidado con la ultima matriz, que es la tinica que cambia al hablar de colum-
nas en vez de filas. Esto es debido a que (P, ;(«))" = Pj;(«), mientras que las traspuestas
de las demads no cambian.

Un cambio importante al tratar con columnas es el siguiente: Aplicar una transformacion
elemental por columnas a una matriz equivale a multiplicarla a la derecha por la matriz
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elemental correspondiente. Esto es debido a la propiedad (AB)" = B*A?, con lo que, cuando
antes multiplicdbamos a izquierda, ahora hay que hacerlo a derecha.

Por lo demas, todas las propiedades anteriores se verifican, cambiando filas por columnas.
El tinico problema que tenemos es que hemos definido el rango de una matriz usando filas.
Veamos que, si lo definimos usando columnas, el rango sigue siendo el mismo.

Lema 1.26 Si A € Myyun, ¥ Q@ € My, es una matriz invertible, entonces rg(A) =
r9(AQ).

DEMOSTRACION: Sea r el rango de A, y sea A’ la forma reducida por filas de A. Existe
entonces una matriz invertible P tal que A’ = PA. Por otra parte, se tiene rg(A’) >
rg(A'Q), ya que las dltimas m — r filas de A’ son nulas, y por tanto también lo son las de
A’'Q). Pero entonces:

rg(A) = rg(A’) 2 rg(A'Q) = rg(PAQ) = rg(AQ).

La tltima igualdad se tiene por el corolario 1.25. Tenemos entonces rg(A) > rg(AQ). La
desigualdad opuesta se obtiene facilmente, aplicando el mismo razonamiento a las matrices

AQ y Q7. Es decir, se tiene rg(AQ) > rg(AQQ™") =1g(A). o

Corolario 1.27 Si dos matrices A y B son equivalentes por columnas, entonces rg(A) =
rg(B).

Teorema 1.28 Fl rango de una matriz es el numero de columnas de su forma reducida
por columnas.

DEMOSTRACION: Sea A € M,,,«n, v A’ su forma reducida por columnas. Sabemos que
existe una matriz invertible @ tal que A’ = AQ), y por el corolario anterior: rg(A) = rg(A’).
Tenemos que probar entonces que el rango de A’ es igual al nimero de columnas no nulas
que tiene, digamos r. Para ello, hallaremos la forma reducida por filas de A’. Cada columna
no nula de A’ contiene un pivote. Mediante transformaciones de filas, llevamos estos pivotes
a las posiciones (1,1),(2,2),...,(r,r). Encima de estos pivotes sélo hay ceros, por tanto,
las transformaciones de filas que anulan las entradas inferiores, no alteran estos pivotes.
En conclusion, la forma reducida por filas de A’ es exactamente:

(510
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donde I, es la matriz identidad de tamano r. Por tanto, rg(A) =rg(A") =r. o

Ahora ya podemos enunciar, usando columnas, todos los resultados que vimos por filas.
Las demostraciones son totalmente andlogas al caso de filas.

Teorema 1.29 FEl rango de una matriz es el rango del sistema de vectores formado por
sus columnas.

Teorema 1.30 La forma reducida por columnas de una matriz es unica.

Teorema 1.31 Si A € M,,»,, es una matriz invertible, su forma reducida por columnas
es la matriz identidad 1.

En definitiva, da igual usar filas o columnas para estudiar el rango o la invertibilidad de
una matriz. Una ultima consecuencia de esto es el siguiente resultado:

Teorema 1.32 Dada A € Myxn, se tiene  1g(A') = rg(A).

DEMOSTRACION: La forma reducida por columnas de A’ es la traspuesta de la forma
reducida por filas de A. Por tanto, el nimero de columnas no nulas una (el rango de A")
es igual al nimero de filas no nulas de la otra (el rango de A). o

1.7. Determinantes: definicioén y propiedades. Teorema de
Cauchy-Binet.

Para saber lo que son los determinantes, volvamos a estudiar vectores en el plano. Su-
pongamos que tenemos dos vectores vi = (a,b) vy vo = (¢, d). Estos vectores definen un
paralelogramo, cuyos vértices son los puntos (0,0), (a,b), (¢,d) y (a+ ¢,b+ d). Pues bien,
el area de este paralelogramo es:

A = ad — be.

En efecto, si dibujamos el paralelogramo, podemos ir transforméndolo (como en el dibujo),
manteniendo siempre su area, hasta obtener un rectangulo.
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(a+c¢,b+d) (a+c,b+d

(C7 d) ° ° (C7 d) e

La base de este rectangulo es a. Por tanto, para hallar su area sélo hay que conocer su
altura. Pero la altura nos la da el punto de corte, con el eje y, de la recta que une (c,d)
con (a+ ¢, b+ d). O més facilmente, de la recta que pasa por (¢, d) con direccién (a, b). La

ecuacion de esta recta es:

b
—d=—(z—o¢).
y T [z — ¢)

Como buscamos el punto de corte con el eje y, imponemos que x = 0, y obtenemos la
altura:

y=dA—.
a

Por tanto, el area del paralelepipedo original es:

b
A:a(d—f):ad—bc.

Podemos entonces definir el determinante de una matriz 2 x 2, como el area del parale-
logramo definido por sus vectores fila. El determinante de una matriz A se denota det A, o
bien cambiando los paréntesis que delimitan la matriz por segmentos verticales. Es decir:

a b
det A = e d

‘:ad—bc.

Esta definicion se puede extender a matrices de tamano mayor. Por ejemplo, el determi-
nante de una matriz 3 x 3 es el volumen del paralelepipedo determinado por sus vectores
filas. En este caso, se tiene la conocida férmula:

ar by o
Qo bg Cy| = ClleCg + a2b3C1 + a3b102 - a3b261 — agbng — a1b302.
az by c3

Si agrupamos estos sumandos, sacando factor comun las variables aq, by, ¢1, obtenemos lo
siguiente:
ap by
az by | =y
az by c3

as by
as bs

ay Co

1 +c1
as C3
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Es decir, podemos definir los determinantes de matrices 3 x 3 usando los determinan-
tes de matrices 2 X 2. Este proceso se puede generalizar, dando lugar a la definicion del
determinante de una matriz n x n. Primero hay que definir lo siguiente:

Dada una matriz cuadrada A € M,,«,, llamamos submatriz complementaria
de a;;, y la denotamos M;;, a la matriz que se obtiene de A al eliminar su fila ¢
y su columna j.

Llamamos menor-(i,j) de A al determinante det(M;;).

Usando estos menores, podemos definir el determinante de una matriz 3 x 3 como:

aix G2 013
det(A) = |21 Q22 Q23| = Q11 det(Mu) — 12 det(Mlg) —+ a3 det(M13).

31 dzz (33

Para ahorrarnos notacién y problemas de signos, definimos lo siguiente:

Dada una matriz cuadrada A € M,,,, llamamos adjunto o cofactor del ele-
mento a;; al escalar A;; = (—1)" det(M;;).

El factor (—1)"*7 simplemente nos da un signo, que varfa si se aumenta ¢ o j en una unidad.
Por tanto, podemos volver a definir el determinante de una matriz 3 x 3 como:

det(A) = a11A11 + a12412 + a13A13.

Recordemos que, aunque usamos letras mayusculas por ser la notacion clédsica, los adjun-
tos son escalares.

Observemos que el adjunto no esta bien definido, porque sélo sabemos la definicién de los
determinantes de matrices 2 X 2 o 3 x 3. Pero ahora ya podemos generalizar sin problemas
el concepto de determinante:

Dada una matriz A = (a;1) € Mix1, se define el determinante de A como
det(A) = det(an) = daiy-

Dada una matriz cuadrada A € M,,«,,, con n > 1, se llama determinante de A,
y se denota det(A) o |A|, al escalar definido por:

det(A) = a11 A1 + a12412 + - - - + a1, A1
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Esta forma de definir el determinante se llama desarrollo por la primera fila. Observe-
mos que, ahora si, tanto los determinantes como los adjuntos estan bien definidos, ya que
para definir el determinante de una matriz de orden n (es decir, nxn), se necesitan adjuntos
de orden n — 1. Para éstos, se necesitan determinantes de orden n — 1, y asi sucesivamente,
hasta llegar a los determinantes de orden 1, que estan bien definidos por si mismos. Esto
es lo que se llama una definicién recurrente.

En este tema veremos que los determinantes tienen muchas aplicaciones. Ya hemos visto,
por ejemplo, que sirven para calcular areas de trapecios y volimenes de paralelepipedos.
Pero también se pueden usar para resolver sistemas lineales, comprobar si una matriz es
invertible, e incluso calcular su inversa. Comencemos viendo algunas propiedades impor-
tantes sobre las columnas de una matriz y su determinante.

Proposicién 1.33 Sea A una matriz cuadrada n X n. Se tiene:

1. Si en A se intercambian dos columnas, el determinante cambia de signo.

2. Si en A se multiplica una columna por un escalar «, el determinante queda multipli-
cado por .

3. Si A tiene una columna de ceros, entonces det(A) = 0.

4. Si descomponemos la columna j de A en suma de dos vectores, v .y w, y si llama-
mos A" y A” a las matrices que resultan de A al sustituir la columna j por v y w,
respectivamente, entonces det(A) = det(A’) + det(A”).

5. Si A tiene dos columnas iguales, entonces det(A) = 0.

6. Si a una columna de A le sumamos otra multiplicada por un escalar, su determinante
no cambia.

DEMOSTRACION:

1. Esta propiedad se demuestra por induccién en n. Si n = 1 la propiedad no tiene
sentido. Si n = 2, se verifica claramente. Supongamos que es cierta para n — 1 y
probémosla para n > 2. Supongamos, en primer lugar, que las columnas que se
intercambian son consecutivas: j y j+1, y sea A’ la matriz resultante de intercambiar
estas dos columnas. En ese caso, las submatrices complementarias My, con k #
J,J + 1, se transforman en las submatrices complementarias M7, de la matriz A’,
donde se han intercambiado dos columnas. Por tanto, por hipétesis de induccién,
det(Myy) = — det(M],) para k # j,j + 1, es decir Ay, = —A),.
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Por otra parte, Mj; resulta de eliminar la fila 1 y la columna j de A, que es lo

mismo que eliminar la fila 1 y la columna j + 1 de A". Es decir, My; = Mj;,,.

Andlogamente, M1 = M{j. Pero entonces, como los indices varian en una unidad,
3 . I / _ !/ £ _ / _ !

se tiene: Ay; = —Aj;, y Ay = —Aj;. Ademas, ay; = ay; . ¥ a1 = aj;. Por

tanto,

det(A) = ( Z alkA1k> + ayjAy + aj A =

k#3,+1

5 ( Z ayy, /1k> — ay Al — ay; Ay = — det(A).
k#j.3+1
Si, por ultimo, las dos columnas intercambiadas no son consecutivas, observemos
que podemos intercambiarlas mediante una sucesién de intercambios de columnas
consecutivas (que llamaremos trasposiciones). Sélo hay que ver que el nimero de
estos intercambios es impar. Sean ¢ y j, con ¢ < 7, las columnas intercambiadas. En
primer lugar, llevamos la columna ¢ a la posiciéon j mediante j — ¢ trasposiciones. La
columna j habré quedado en la posicion j—1, luego haran falta j —1—1 trasposiciones
para llevarla a la posicion i. Una vez hecho esto, todas las columnas estan en su lugar,
salvo la 7 y la j que estan intercambiadas. Hemos usado, 2i + 25 — 1 trasposiciones,
luego hemos cambiado el signo de la matriz un nimero impar de veces. Por tanto,

det(A) = —det(A).

2. El resultado es evidente para n = 1. Supondremos que es cierto para n — 1, y lo
probaremos para n, con n > 1. Sea A’ la matriz que resulta al multiplicar por « la
columna j de A. Se tiene a’lj = aay;, mientras que M;; = ]\/[{j, donde esta ultima
matriz es la submatriz complementaria de a; j en A. Por otra parte, si k # 7, tenemos
al, = ay, mientras que M, se obtiene de M al multiplicar una de sus columnas por
«. Por hip6tesis de induccién, tenemos det(M],) = avdet(Myy), es decir, A}, = aAyy.
Por tanto,

det(A") = a); A}, + Z ay Al = aagj Ay + Z aypaAyr = adet(A).
Py py

3. Sea A’ la matriz que resulta al multiplicar por 0 la columna de ceros de A. Obviamente
A" = A, pero ademés, al haber multiplicado por 0 una columna, tenemos det(A’) =
Odet(A) = 0. Es decir, det(A) = 0.

4. Seanv = (vq,...,0,) ywW = (wy,...,w,). La propiedad es cierta paran = 1. Como de
costumbre usaremos la induccion, suponiendo que el resultado es cierto para n — 1,
con n > 1. Al descomponer la columna j, tenemos: ay; = vy + wy = aj; + ajj, y

ademds M,; = Mj; = My}, donde estas dos iltimas matrices son las correspondientes

matrices complementarias de A" y A”, respectivamente. Pero también, para k # j,

se tiene ay, = a}, = af,, y ademdas M|, y M, son las matrices que se obtienen
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al descomponer en dos sumandos una columna de M. Por hipétesis de induccion:
det(Myy,) = det(M;,) + det(M7,), luego Ay, = A}, + AY,. En resumen:

det(A) = ag;A; + Y aAy = (a; + af;) Ay + Y an(Ayy, + Ay)
k#j k#j

= (a/lellj + Z allkAllk) + (alllelllj + Z alllkA/llk> = det(A) + det(A").

K ki

5. Segun la propiedad 1, si intercambiamos las dos columnas iguales, obtenemos una
matriz A’ tal que det(A’) = — det(A). Pero claramente A" = A, por tanto det(A) =
—det(A), luego det(A) = 0.

6. Sea B la matriz que resulta de A al sumarle, a su columna i, la columna j multi-
plicada por «a. Segun la propiedad 4, det(B) = det(A) 4 det(A’), donde la columna
1 de A’ es igual a la columna j multiplicada por «. Pero entonces, por la propie-
dad 2, det(A’) = adet(A”), donde A” tiene dos columnas iguales, es decir, por la
propiedad 5, det(A”) = 0. Uniendo todo esto, se tiene:

det(B) = det(A) + det(A") = det(A) + adet(A”) = det(A) + 0 = det(A).

Gracias al resultado anterior, hemos visto como se comporta el determinante de una matriz
si le aplicamos transformaciones elementales de columnas (propiedades 1, 2 y 6). Esto nos
va a ayudar a obtener facilmente muchas mas propiedades de los determinantes.

Lema 1.34 Consideremos la matriz identidad I € M, x,. Se tiene: det(I) = 1.

DEMOSTRACION: Directa, por induccién en n, a partir de la definicién.

Una matriz A € M,,«, se dice singular si det(A) = 0. En caso contrario se dice
no singular.

Teorema 1.35 Una matriz A € My« es no singular si y solo si rg(A) = n, es decir, si
y solo si es invertible.
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DEMOSTRACION: Si A es no singular, es decir, det(A4) # 0, aplicar transformaciones
elementales de columnas nunca puede anular el determinante, ya que, o bien cambia de
signo, o bien se multiplica por un escalar no nulo, o bien se mantiene. Por tanto, la reducida
por columnas de A tiene determinante no nulo. Pero esta reducida, o bien es la identidad,
con lo que rg(A) = n y se tiene el resultado, o bien tiene una columna de ceros, con lo que
su determinante seria cero, y llegariamos a una contradiccién.

Si, por otra parte, A tiene rango n, entonces su forma reducida por columnas es I. Por
tanto, aplicando una serie de transformaciones elementales de columnas a A, obtenemos
una matriz, I, cuyo determinante vale 1. Ahora bien, si A fuera singular, es decir, si
det(A) = 0, al aplicar cualquier transformacién elemental el determinante seguiria siendo
cero, luego es imposible.

Ahora veamos cémo se comporta el determinante con respecto al producto de matrices.
Primero estudiaremos las matrices elementales:

Proposiciéon 1.36 Los determinantes de las matrices elementales son los siguientes:

2. det(M;(«))

«.

3. det(Pjj(«)) = 1.

DEMOSTRACION: La matriz T;; se obtiene al permutar dos columnas de I, luego su de-
terminante es el opuesto al de I, es decir, —1. La matriz M;(«) se obtiene al multiplicar
la columna ¢ de I por a, luego su determinante es adet(/) = «. Por tultimo, la matriz
P;;(«) resulta de sumarle, a la columna j de I, la columna ¢ multiplicada por «, luego su
determinante es igual al de I, es decir, 1. 4

Proposicién 1.37 St A € M, «, es una matriz cualquiera, y Py,--- , P, € Myxn son
matrices elementales, entonces det(APy --- P,) = det(A) det(P) - - - det(F,).

DEMOSTRACION: Lo haremos por induccién en r. Si r = 1, la matriz AP; es el resultado
de aplicar a A la transformacion elemental de columnas correspondiente a P;. Por tanto,
el resultado se obtiene de las proposiciones 1.33 y 1.36.

Si r > 2 y suponemos el resultado cierto para menos de r matrices elementales, sea P’ =
Py --- P._4. Por hip6tesis de induccién, tenemos det(A) = det(AP'P,.) = det(AP') det(F,).
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Pero, de nuevo por hipétesis de induccién, det(AP’) = det(A)det(P;)---det(P._1), de
donde se sigue el resultado.

Corolario 1.38 S5i P € M,,«,, es producto de matrices elementales: P = Py --- P,, enton-
ces det(P) = det(Py) - - - det(P,).

DEMOSTRACION: Este es un caso particular del resultado anterior, tomando A = I, y
recordando que det(/) = 1. 4

Teorema 1.39 (Teorema de Cauchy-Binet) Dadas A, B € M,,x,,, se tiene:

det(AB) = det(A) det(B).

DEMOSTRACION: Supongamos primero que B es singular. En ese caso det(B) =0,y B/,
la forma reducida por columnas de B, tiene una columna de ceros. Pero B’ = BP, donde
P es producto de matrices elementales, luego B = B'P~!, donde P~! también es producto
de matrices elementales (recordemos que la inversa de una matriz elemental también es
una matriz elemental). Por tanto, AB = AB’P~!. Como B’ tiene una columna de ceros,
AB' también la tiene, por tanto det(AB’) = 0. Pero sabemos que, al ser P~! producto
de matrices elementales, det(AB) = det(AB'P~!) = det(AB’)det(P~!) = 0. Por tanto,
det(AB) = 0, y el resultado es cierto en este caso.

Supongamos entonces que B es no singular. Entonces tiene rango n, luego es producto de
matrices elementales: B = P; - - - P,. Pero en este caso, la proposicion 1.37 y el corolario 1.38
nos dicen que det(AB) = det(A) det(F;) - - - det(P,) = det(A) det(B).

1.8. Desarrollo por filas y columnas. Adjunta e inversa.

Hasta ahora hemos visto una tinica definicion del determinante de una matriz: su desarrollo
por la primera fila. En esta seccién veremos otras definiciones alternativas, desarrollando
por cualquier fila o cualquier columna, y mostraremos que todas las propiedades que hemos
visto para columnas se verifican también para filas. Para ello, vamos a empezar estudiando
la trasposicion de matrices.

Proposicién 1.40 Si P € M, es una matriz elemental, entonces det(P) = det(P?).



ALGEBRA LINEAL JUAN GONZALEZ-MENESES 31

DEMOSTRACION: Recordemos que (T;;)" = T;; y (M;(a))t = M;(a), luego para estos tipos
de matrices, el resultado es evidente. Por otra parte, (P;;(«))! = Pji(«), pero det(Pij(a)) =
det(Pj;(a)) = 1, luego el resultado es cierto. 5

Teorema 1.41 Dada A € M,,«n, se tiene det(A") = det(A).

DEMOSTRACION: Si A es singular, entonces rg(A) = rg(A*) < n, por lo que A* también
es singular, es decir, det(A) = det(A") = 0.

Si A es no singular, entonces es producto de matrices elementales: A = P, --- P,. Pero
entonces

det(A") = det((P,--- P.)") = det(P!--- P}) = det(P}) - - - det(P})

=det(FP,)---det(P;) = det(P;) - --det(P,.) = det(A).

Este teorema nos permite volver a enunciar, para filas, todas las propiedades que vimos
sobre columnas de una matriz. Sélo necesitamos darnos cuenta que, las propiedades de las
columnas de A son las propiedades de las filas de A’. Asi, se demuestran de forma directa
las siguientes propiedades:

Proposicién 1.42 Sea A una matriz cuadrada n X n. Se tiene:

1. Si en A se intercambian dos filas, el determinante cambia de signo.

2. Si en A se multiplica una fila por un escalar «, el determinante queda multiplicado
por a.

3. Si A tiene una fila de ceros, entonces det(A) = 0.

4. Si descomponemos la fila i de A en suma de dos vectores, vy w, y si llamamos A" y

A" a las matrices que resultan de A al sustitwir la fila i por v y w, respectivamente,
entonces det(A) = det(A’) + det(A”).

5. Si A tiene dos filas iguales, entonces det(A) = 0.

6. Si a una fila de A le sumamos otra multiplicada por un escalar, su determinante no
cambia.
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Por tanto, las transformaciones elementales de filas de una matriz actiian sobre el determi-
nante de forma analoga a las transformaciones de columnas. Ya podemos entonces definir
el determinante de una matriz usando el desarrollo por cualquier fila o columna.

Teorema 1.43 Dada A € M,,x,, se tiene, para cualesquiera i,j, (1 <i,j <n):

1. det(A) = ajAin + apdip + -+ ainAin - (desarrollo por la fila i).

2. det(A) = a1;A1j + ag;Asj + - -+ a,;An;  (desarrollo por la columna j ).

DEMOSTRACION: Demostremos primero el desarrollo por la fila 7. Sea A’ la matriz que se
obtiene de A al trasladar su fila ¢ hasta la primera posicién. Para ello, hay que usar ¢ — 1
trasposiciones de filas, por tanto: det(A) = (—1)"""det(A’). Ahora bien, da}; = a;; para
todo j. Ademéds, Mj; = M,;, donde M;; es la matriz complementaria de a; ; en A’. Pero
entonces

Ay = (1) det(My) = (=1)" det(Myy) = (=1)"(=1)7"7 Ay = (=1)' " Ay,
es decir, A;; = (—1)i_1A’1j. De todos estos resultados, se obtiene:
det(A) = (—1)""det(4)
= (=17 Yan Ay + apAly + - 4 a4l

— a,n(_l)i_lA/n + allz(_l)i_lA/m TN b a’lln(_l)i_lAlln
= apdi +apdip+ -+ anAin.

El desarrollo por columnas se demuestra simplemente usando traspuestas. Como se tiene
aj; = aji, también Aj; = Aj;, y ademds det(A’) = det(A), el desarrollo por la columna j
de A es equivalente al desarrollo por la fila j de A'.

Veamos ahora como estas nuevas definiciones del determinante nos pueden dar otra forma
de construir la matriz inversa.

Dada A € M, «,, se define la matriz adjunta de A, adj(A), como la matriz cuya
entrada (,7) es el adjunto A, ;.

1
Proposicién 1.44 Dada A € M,,x,, se tiene A~ = Jot(A) adj(A)".
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DEMOSTRACION: Para ver que el resultado es cierto, calcularemos la matriz B =
A adj(A)'. Primero, para i = 1...,n, el elemento b;, de la diagonal principal de B, es
el siguiente:

bi; = (fila ¢ de A)(columna i de adj(A)") = a;1Ai + -+ + aindin
Pero esto es el desarrollo, por la fila i, del determinante de A. Por tanto, b; = det(A), para

1=1,...,n.

Ahora, si ¢ # j, tenemos:
bi; = (fila ¢ de A)(columna j de adj(A)") = aindj1 + -+ + ainAjn.

Ahora bien, sea A’ la matriz que se obtiene de A al sustituir su fila j por la fila 7. Es decir,
A’ tiene dos filas repetidas, la i y la j, por tanto det(A’) = 0. Pero el desarrollo de este
determinante por la fila j es precisamente el que acabamos de obtener. Es decir, b;; = 0.
Por tanto, acabamos de demostrar que

det(A) 0

' det(A)

B = Aadj(A)" = .
0 det(A)

Si dividimos esta matriz por det(A), obtenemos la matriz identidad. Por tanto,

. t el 1 . t
Aadj(A)f=1 = A = Tot(A) adj(A)".

det(A)

1.9. Calculo de determinantes.

Hasta ahora, las tinica manera que conocemos de calcular un determinante, consiste en
desarrollarlo por una fila o una columna de la matriz. Sin embargo, este procedimiento de
calculo no es nada eficaz, ya que, para calcular el determinante de una matriz n x n, hay
que calcular n determinantes de matrices (n — 1) x (n — 1), y para cada uno de estos, hay
que calcular (n — 1) determinantes de matrices (n —2) x (n — 2), y asi sucesivamente. Por
tanto, el nimero de operaciones que hay que efectuar es del orden de n!.

Hay un método mucho més rapido y simple para calcular un determinante, en el que se
usan, una vez mas, las transformaciones y las matrices elementales. Comenzaremos por ver
dos tipos de matrices cuyo determinante es muy sencillo:
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Se dice que A € M,,,, es triangular inferior si a;; = 0 para todo 7 < j.
Se dice que A € M,,«,, es triangular superior si a;; = 0 para todo i > j.

El siguiente resultado es evidente a partir de las definiciones:

Proposiciéon 1.45 Se tiene:

s Una matriz cuadrada escalonada por filas es triangular superior.
» Una matriz cuadrada escalonada por columnas es triangular inferior.

» La traspuesta de una matriz triangular superior es triangular inferior, y viceversa.

Calculemos ahora el determinante de las matrices triangulares:

Proposicién 1.46 St A € M, ., es triangular inferior o superior, entonces su deter-
minante es el producto de los elementos de su diagonal principal. Es decir, det(A) =

11Q22 * * * QApp -

DEMOSTRACION: Procedemos por induccién en n. El resultado es claramente cierto si
n =1 o n = 2. Supongamos entonces que n > 2, y que el resultado es cierto para n — 1.

Supongamos primero que A es triangular inferior. Entonces, todos los elementos de su
primera fila son nulos salvo, a lo sumo, ay;. Por tanto, det(A) = aj3 411 = a1 det(My;). Pero
My, es también triangular inferior, y los elementos de su diagonal principal son ags, - - -, Gpp-
Por tanto, por hipétesis de induccién, det(Mi1) = ags - - - anp, v €l resultado es cierto.

Por dltimo, si A es triangular superior, la primera columna de M;; es una columna de ceros,
para todo j = 2,...,n. Por tanto, A;; = 0si j > 1. Luego det(A) = a1 A1 = aq1 det(Myy).
Pero Mj; es triangular superior, asi que podemos aplicar, igual que antes, la hipdtesis de
induccién para obtener el resultado. 4

Ya tenemos por tanto un método rapido para el cdlculo de determinantes:
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Método para calcular determinantes: Dada A € M, ,, usamos el méto-
do de eliminacién de Gauss para hallar una forma escalonada A’ de A. Vamos
recordando, durante el proceso, las transformaciones elementales utilizadas. El
determinante de A es el producto de los determinantes de las matrices elemen-

tales correspondientes, multiplicado por los elementos de la diagonal principal de
Al

Es decir, si A= P, --- P,A’, donde P,..., P, son las matrices elementales que se emplean
en el método de Gauss, y A’ es escalonada por filas, se tiene:

det(A) = det(Py) - - - det(P,) det(A"),

pero los determinantes de cada P; son conocidos y, como A’ es triangular superior, su
determinante es muy facil de calcular. Asi, tenemos:

det(A) = det(Py) - - - det(P,)al, - - - a.

nn’

Nota: En la practica, el calculo del determinante de A € M,,,, se efectia eligiendo una
fila o columna, preferiblemente que tenga algin 0 o algin 1, y consiguiendo mediante
transformaciones elementales que todas las entradas de esa fila o esa columna sean nulas,
excepto una (como maximo). Entonces se desarrolla el determinante por esa fila o columna,
con lo que el calculo queda reducido a una matriz mas pequena que la anterior. Continuando
este proceso, obteniendo a cada paso una matriz mas pequena, se termina simplemente
calculando el determinante de una matriz 2 x 2.

1.10. Rango y menores. Método del orlado.

En esta secciéon daremos una nueva caracterizacion del rango de una matriz, utilizando
los determinantes. Ya sabemos que, dada una matriz A € M,,y,,, det(A) # 0 si y sélo si
rg(A) = n. Pero no sabemos nada sobre el rango de A si det(A) = 0, o si la matriz no es
cuadrada. Para poder precisar mas, definiremos los menores de una matriz, de los que ya
vimos algunos ejemplos en secciones precedentes.

Dada A € M,,xpn, y dadas p filas 1 < 73 < iy < -+ < i, < m y p columnas
1 <j1 <ja2 < <Jp <n, sellama submatriz cuadrada de orden p de A,
determinada por estas p filas y p columnas, a la matriz M cuyas entradas son los
elementos de A que pertenecen, a la vez, a una de estas filas y a una de estas
columnas.

Se llama menor de orden p de A, correspondiente a estas filas y estas columnas,
al determinante de M.
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Aunque A no sea cuadrada, notemos que las submatrices cuadradas de orden p si lo son,
y por tanto se puede calcular su determinante. Podemos entonces definir el rango de una
matriz en funcion de sus menores.

Teorema 1.47 Dada A € M,xn, entonces rg(A) = r si y solo si A tiene algin menor no
nulo de orden r, y todos los menores de A de orden mayor que r son nulos.

DEMOSTRACION: Supongamos que rg(A) = r. Entonces sabemos que tiene r filas lineal-
mente independientes. Sean iq,...,14, dichas filas. La matriz A’ formada por estas r filas
tiene, por tanto rango r. Pero eso quiere decir que A’ tiene r columnas linealmente inde-
pendientes, digamos ji, ..., j,. Por tanto, la matriz M formada por estas columnas de A’
tiene rango r. Pero ademas, M es una submatriz cuadrada de A, de orden r, asociada a
estas filas y estas columnas; y como tiene rango r, su determinante es no nulo. Por tanto,
existe un menor no nulo de orden 7.

Si hubiera un menor no nulo de orden p > r, las filas correspondientes a ese menor formarian
una matriz A’ € My, que tendria una submatriz p x p de determinante no nulo. Es decir,
A’ tendria p columnas linealmente independientes. En ese caso, A’ tendria rango p, luego
sus p filas serian linealmente independientes, y por tanto, habria p filas de A linealmente
independientes. Esto contradice el hecho de que rg(A) =r.

Supongamos ahora que A tiene algtin menor no nulo de orden 7, y todos los menores de
A de orden mayor que r son nulos. Segin hemos demostrado antes, si rg(A) = p > r,
entonces A tendria un menor no nulo de orden p, lo cual es imposible. Y si rg(4) = ¢ <,
entonces todos los menores de A de orden mayor que ¢ serian nulos. Pero esto también es
imposible, ya que sabemos que tiene un menor no nulo de orden r. 4

Terminemos este tema dando un método para calcular el rango de una matriz, usando
menores. Hay que decir que este método no es el mas eficaz, ya que usando el método de
eliminaciéon de Gauss, que es mas rapido, obtenemos una matriz escalonada, en la que el
nimero de filas no nulas es el rango de la matriz. Sin embargo, el método que vamos a
dar puede servir para estudiar los vectores fila o vectores columna de una matriz, ya que,
a diferencia del método de Gauss, éste no los va a modificar.
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Método del orlado, para calcular el rango de una matriz A € M,,p.
1. Si A es una matriz de ceros, entonces rg(A) = 0.
2. Sino, elegimos un elemento a;,;, 7# 0.

3. Buscamos otra fila iy, y otra columna j,, tal que el menor de orden 2 corres-
pondiente a las filas i1,i5 y a las columnas 71, jo sea no nulo. Si no existe,
entonces rg(A) = 1. Si existe, recordamos los datos (i1, i9; J1, j2)-

4. Continuamos con el mismo proceso: si conocemos los indices

(t1,-++ ,4p; J1,---,Jp) tales que el menor correspondiente es no nulo,
buscamos una fila 7,4, y una columna j,;, tales que el menor asociado a
(41, yip+1; J1,° - »Jp+1) Sea no nulo. Si no existe, entonces rg(A) = p. Si

existe, repetimos este paso, para un orden mayor.

5. En algin momento no podremos seguir aumentando el orden, y habremos
obtenido el rango de A.

Proposicién 1.48 FEl método del orlado funciona.

DEMOSTRACION: No es evidente que este método funciona: Hay que demostrar que, dada
una matriz A € M, «,, si tenemos un menor no nulo de orden p, y el rango de A es mayor
que p, entonces existe un menor no nulo de orden p + 1 que contiene al anterior.

Supongamos entonces que rg(A) > p, y que tenemos un menor no nulo de orden p. Las p filas

correspondientes a ese menor, digamos i1, . .., iy, son entonces linealmente independientes,
y también lo son las p columnas, ji, ..., j,. Sea i ¢ {i1,...,i,}. Supongamos que la fila i
depende linealmente de las filas iy, ...,,. Es decir, si llamamos f; al vector determinado

por la fila 7, tendremos:
fi = alfil + = + apfip-

En ese caso, podemos transformar la fila 7, mediante transformaciones elementales de filas
(restandole cada fila f;, multiplicada por «y), hasta convertirla en una fila de ceros. Si esto
ocurriera para todo ¢ ¢ {i,...,%,}, obtendriamos una matriz A’, equivalente por filas a A
(luego rg(A’) = rg(A)), que sélo tendria p filas distintas de cero. En ese caso tendriamos
rg(A) = p, lo que no es posible.

Por tanto, debe existir una fila, 4,41, que no dependa linealmente de las filas ¢, . . ., i,. En ese
caso, las filas i1, .. ., ip41 de A son linealmente independientes. Sea A” € M 41)xn la matriz
formada por las filas 4y, ...,7,+; de A. Sabemos que rg(A”) = p+ 1, y también conocemos
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p columnas, ji, ..., J, que son linealmente independientes. Ahora podemos proceder como
antes: si una columna j ¢ {ji,...,j,} depende linealmente de estas p columnas, podremos
hacerla nula mediante transformaciones elementales por columnas. Si esto pasara para todo
Jj ¢ {j1,--.,Jp}, obtendriamos una matriz A” equivalente por columnas a A”, con rango
p. Como esto es imposible, existird una columna j,4+; que no dependa linealmente de la
columnas ji, ..., Jp, y por tanto el determinante de la submatriz cuadrada formada por las
filas i1, ...,%p11, y las columnas ji, ..., jp4+1 de A, es no nulo.

1.11. Sistemas de ecuaciones lineales.

Comenzaremos viendo un ejemplo del tipo de ecuaciones que vamos a estudiar:

2 +y=>5
T—y=K

Se trata de un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incognitas. Este sistema se puede
ver desde varias perspectivas:

= Desde el punto de vista geométrico, cada una de las dos ecuaciones representa una
recta en el plano. Resolver el sistema consiste en hallar (si los hay) los puntos de
corte de las dos rectas. Esa es la razén de que estos sistema se llamen lineales.

= Desde el punto de vista algebraico, el problema consiste simplemente en hallar dos
numeros, x e y, que satisfagan las dos igualdades. Las ecuaciones son lineales porque
cada término (excepto los términos independientes) tiene grado 1.

Si nos quedamos en el marco algebraico, nada nos impide generalizar el concepto de ecua-
cion lineal a mas de dos incognitas, y el de sistema lineal a méas de dos ecuaciones. Asi,
tenemos las siguientes definiciones:

Ecuacién lineal: Es una expresion de la forma
a1 + asxy + -+ + apx, = b, (1)

donde aq,as,...,a, y b son nimeros conocidos, y x1,xs, ..., x, son incognitas.
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Una solucién de la ecuacion lineal (1) es una serie de nimeros aq, . . ., a,,, que la satisfagan,

es decir, que verifiquen:
a 0q + asae + - - - + apay, = b.

Sistema lineal: Un sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas es una ex-

presién de la forma:

a11%1 + a19Ts + -+ + apx, = by
a91T1 + 99T + -+ Aonly = bQ

. ) . (2)
A1 T1 + Ama®y + -+ QpnTn = by,

donde cada fila es una ecuacion lineal diferente, aunque las n incdgnitas,

x1,...,Ty,, son las mismas para todas ellas.

Una solucidn del sistema lineal (2) es una serie de niimeros aq, . . ., a,, que satisfagan las

m ecuaciones, es decir, tales que

apnoy + apos + -0 4 apa, = by
a0 + Qay + - 4 G0, = by
Am10 + Qo + - + QppQy, = bm

Diremos que un sistema lineal es:

= compatible: si admite alguna solucion,
= incompatible: si no la admite.

Dado un sistema compatible, diremos que es

= compatible determinado: si admite una tnica solucion,
= compatible indeterminado: si admite mas de una.

En este tltimo caso veremos que admite infinitas soluciones.

Ejemplos:
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= Interseccion de dos rectas en el plano. Tres casos posibles, segin las rectas sean

1. Secantes ~» Solucién tnica.
2. Paralelas ~» Ninguna solucién.

3. Coincidentes ~~ Infinitas soluciones.
» Interseccién de dos o tres planos en el espacio (de dimensién 3).

= Algunas aplicaciones:

e En Fisica: Calculo de los voltajes de nudos en un circuito de corriente continua.
e En Arquitectura: Calculo de estructuras de edificios.

e En Economia: Modelo de Leontiev de entradas y salidas.

Un caso especial importante de sistemas lineales es el siguiente:

Un sistema lineal se dice homogéneo si todos sus términos independientes son
nulos. Es decir, si es de la forma:

a;1r1 + apxre + - + apx, = 0
a21T1 + Q22T9 + -+ + QAopTy = 0
Am1T1 + AmaTo + - + QppZy = 0.

Nota: Hasta ahora hemos hablado de ntimeros, sin especificar de qué tipo de ntmeros
se trata. En esta asignatura usaremos, salvo que se especifique lo contrario, los nimeros
racionales (Q), reales (R) o complejos (C). Aunque también se puede utilizar cualquier
otro tipo de “numeros”, siempre que verifiquen una serie de condiciones, que veremos mas
adelante. Por tanto, a partir de ahora, en vez de numeros diremos escalares, y al conjunto
de nimeros que estemos utilizando lo llamaremos cuerpo de escalares o simplemente
cuerpo. La definicion de cuerpo se verd mas adelante. Por ahora basta con pensar que un
escalar es un numero racional, real o complejo.

1.12. Meétodo de eliminacion de Gauss.

Para resolver sistemas de ecuaciones de cualquier tipo, una de las estrategias mas uti-
lizadas consiste en ir simplificando el sistema, de manera que sea cada vez mas facil de
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resolver, pero que siga teniendo las mismas soluciones que el sistema original. Por tanto,
debemos usar el siguiente concepto:

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes si toda solucién de uno es
también solucién del otro.

Algunas de las operaciones que se pueden aplicar a un sistema, de manera que se obtenga
un sistema equivalente, son las siguientes:

1. Intercambiar dos ecuaciones.
2. Multiplicar una ecuacién por un escalar distinto de cero.

3. Anadir a una ecuaciéon un multiplo no nulo de otra.

Observemos como estas tres operaciones recuerdan mucho a las transformaciones elemen-
tales que definimos para las filas de una matriz. En efecto, se trata esencialmente de las
mismas operaciones, puesto que a todo sistema lineal de m ecuaciones y n incégnitas, de
la forma

a1 -+ 122 ST A1y — b1
ag1T1 + ATz + - + agx, = by
Am1T1 + QpaZs + -+ + QppXy, = bma

le podemos asociar su matriz de coeficientes:

11 Aaiz *-- Aip
Q21 Qg2 *+- A2p

)
Am1 QGm2 **° Omn

y anadiéndole la columna de términos independientes, obtendremos la llamada
matriz ampliada:

aix aiz2 -+ Aip by
a1 A * -+ A2y bo
Am1 AGm2 **° Amn bm

Esta matriz contiene toda la informacion del sistema: cada fila corresponde a una ecuacion.
Asi, aplicar las operaciones arriba indicadas a un sistema, equivale a aplicar las correspon-
dientes transformaciones elementales de filas a su matriz ampliada.
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Curiosamente, si recordamos el método de Gauss para transformar una matriz en otra
escalonada por filas, el mismo método aplicado a sistemas lineales nos servird para resolver
el sistema.

El Método de eliminacion de Gauss, para resolver un sistema lineal, consiste
en aplicar al sistema las tres operaciones basicas anteriores, de la siguiente forma:

Paso 1: Si es necesario, intercambiar la primera ecuacién con otra, para
que x, aparezca en la primera ecuacion.

Paso 2: Eliminar z; de cada ecuacién (salvo la primera), sumandole un
multiplo adecuado de la primera ecuacion.

Paso 3: Ignorando temporalmente la primera ecuacién, repetir todo el pro-
ceso con las restantes ecuaciones, que forman un sistema de m—1 ecuaciones
con menos de n incégnitas.

Al terminar de aplicar el método de eliminaciéon de Gauss, habremos transformado el
sistema en otro equivalente, pero que va a ser muy facil de resolver, puesto que su ma-
triz ampliada es escalonada. Como veremos, podremos encontrarnos tres casos diferentes,
asi que vamos a estudiar tres ejemplos, uno de cada caso.

Ejemplo 1.49 Resolver el sistema:

xr, + o — X3 = 1 Jfl—f—l'g—l’g: 1
201 + X9 +3x3= 2 > — Xy + O3 =
31’1—{—2272—'—21’3:—1 0=-4.

La udltima ecuacién queda 0 = —4, por tanto este sistema es imposible de resolver:

El sistema no tiene solucién.

Ejemplo 1.50 Resolver el sistema:

xr, + To — X3 = 1 Jfl—l—l'g—l’g: 1
21’1+ 1’2—3ZE3:—2 ~ — X9 — 1‘3:—4
x1—|—2:1:2+2x3: 9 25[}3: 4.

De la dltima ecuacion se obtiene x3 = 2. Sustituyendo en la segunda ecuacién, se
)
tiene x9 = 2. Por ulitmo, sustituyendo estos dos valores en la primera ecuacién
9 9
queda x7 = 1. Por tanto, el sistema tiene solucién tnica.
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Ejemplo 1.51 Resolver el sistema:

T+ X2 — x3=1 T+ a2 — x3=1
2331+ x2+3x3:2 ~ —x2+5$5:0
3x1 + 3z + 223 = 3 0=0.

La ultima ecuacién, 0 = 0, se verifica siempre. La segunda ecuacién nos dice que
To = Hxz. Sustituyendo esto en la primera ecuacion, obtenemos 1 = 1 — 4as.
Ya no quedan mas condiciones que imponer, por tanto, tenemos libertad para
elegir el valor de x3. Si le damos, por ejemplo, el valor x3 = 1, obtendremos la
solucion xy = —3, x9 = 5, x3 = 1. Si le damos el valor x3 = 0, obtendremos la
solucion x1 = 1, o = 0, z3 = 0. Y asi podriamos seguir indefinidamente. Es decir,
tendremos una solucion distinta para cada valor que le demos a x3. Por tanto, el
sistema tiene infinitas soluciones.

Estudiemos ya estos tres casos de forma general. Tomamos el sistema (2) y le aplicamos
el método de eliminacién de Gauss. Observemos lo siguiente: el primer término no nulo (si
existe) de la ecuacion i serd de la forma c;;x;, para un cierto valor j. Como este indice j
depende de 7, lo llamaremos j;. Supongamos que, después de la eliminacién de Gauss, nos
quedan r ecuaciones no nulas. En este caso tendremos, por construccién: j; < jgo < -+ < j,.
Es decir, el primer elemento no nulo de cada fila estara mds a la derecha que el de la fila
anterior. El sistema obtenido tendra, por tanto, la siguiente forma:

( c11ry + - + Cljngg il o <5 Clel'jr + -0 4+ ClpX, = dl
CQjQIjQ + -+ Cerxjr 4+ - + Conly — d2
CrjpTj + o+ Cnln = dy
0 = dr—i—l
0 =0
( @ 0.

Se nos pueden presentar ahora tres casos:

Caso 1: |El término independiente d,,, # 0.‘

En este caso, la ecuacién r + 1 no puede cumplirse nunca. Por tanto, no existe solucién
para el sistema inicial.

Caso 2:|d,; 1 =0y r=n.
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En este caso, hay tantas ecuaciones no nulas como incégnitas. Pero como sabemos que
J1 < Jo < -+ < Jp, €l sistema habra quedado de la forma:

4 _
T + ceTa + -+ Clpm1Tpo1 + CnT, = di

C%o + -+ Con—1Tp_1 + ConTy = do

Cn-1n-1Tn-1 + CpnTn = dnfl
ChnTn = dn

0 =)
( 0 =0.
De la n-ésima ecuacién, deducimos que el tnico valor posible para z, es z, = —. Sus-

Cnn
tituyendo el valor de z, en la ecuacion n — 1, vemos que también hay un unico valor

posible para x,,_1. Podemos seguir asi, sustituyendo y despejando, ya que en la ecuacion 4,
tendremos:

diCi it 1 Ti i TR O,
xT; = .
Cis
Si sabemos que las variables x;1, ..., z, deben tomar un tnico valor, pasara lo mismo con
x;. Cuando lleguemos a la primera ecuacién, habremos obtenido un tnico valor para cada

variable z,,x,_ 1, -+ ,x9,x1. Es decir, en este caso el sistema tiene solucién tnica.

Caso 3:|d,.1 =0y r<n.

En este caso, tendremos unas variables especiales, z;,,7j,, ..., ., que son las correspon-
dientes al primer término no nulo de cada fila. Vamos a llamarlas variables pivote. Proce-
demos ahora de forma parecida al caso anterior. En la ecuacién r, la tinica variable pivote
que aparece es x;,. Podemos despejarla, por tanto, en funcién de las variables no-pivote:

dr = Crjp41Tg,.4+1 — " = Crpdn

oy, —
%
err
Del mismo modo, en la ecuacién r—1, podemos despejar x;, , en funcion de las variables xy,
con k > j,41. La tnica variable pivote que aparece es ;.. Pero ésta ya sabemos escribirla
en funcién de las variables no-pivote. Por tanto, sustituimos su valor, y sabremos escribir
xj,_, en funcién de las variables no-pivote.

Continuamos de este modo, de forma ascendente, y al finalizar sabremos escribir todas las
variables pivote z;,,xj,,..., ;. , en funcién de las no-pivote. Es importante darse cuenta
de que hemos usado todas las ecuaciones del sistema. Es decir, el sistema no nos impone
ninguna condiciéon mas. Por tanto, si le damos cualquier valor a las variables no-pivote,
habremos determinado también el valor de las variables pivote, y por tanto habremos
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obtenido una solucion del sistema. Pero, al tener libertad absoluta para elegir los valores
de las variables no-pivote, deducimos que el sistema tiene infinitas soluciones. Acabamos
de demostrar lo siguiente:

Teorema 1.52 Si un sistema lineal es compatible indeterminado, entonces tiene infinitas
soluciones.

Nota: Si el sistema es homogéneo, es imposible que se dé el caso 1. Por tanto, un sistema
homogéneo es siempre compatible. Es mas, si el sistema homogéneo es compatible
determinado, entonces su unica solucién es r; = x9 = --- = z, = 0, llamada solucién
trivial.

1.13. Método de Gauss-Jordan. Teorema de Rouché-Frobenius.

Al igual que el método de Gauss, el método de Gauss-Jordan para calcular una reducida
por filas también puede aplicarse a los sistemas de ecuaciones lineales, para transformarlo
en otro sistema equivalente que se resuelva facilmente.

Método de eliminacién de Gauss-Jordan para resolver un sistema lineal:
Paso 1: Aplicar al sistema el método de Gauss.

Paso 2: Multiplicar cada ecuacion no nula por un escalar conveniente, de
manera que el coeficiente de la variable pivote sea 1.

Paso 3: Comenzando por el pivote mas a la derecha, x; , eliminar esta
variable de cada ecuacién (salvo la ecuacién ), sumandole un multiplo con-
veniente de la ecuacién r. Realizar la misma operacion con todos los pivotes,
de derecha a izquierda.

Nota: Podriamos haber aplicado el método de Gauss-Jordan, de forma clésica, haciendo
ceros en las columnas pivote de izquierda a derecha. Hemos preferido hacerlo de derecha a
izquierda, ya que se realizan muchas menos operaciones bésicas (sumas y multiplicaciones).
Por tanto, al implementarlo en un ordenador, resulta mucho mas rapido para ejemplos
grandes.
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Veamos cémo funciona este método con un ejemplo:

Ejemplo 1.53 Resolver el sistema:

r1+ X904+ x3+4dry= 4 T1 + Txy, = 3
2x1 + brg + b3 — x4 =11 ~ To — 3xy = —1
$1+2$2+ T3 + Ty =3 T3 = 2.

Para dar la solucion del sistema sélo hay que despejar cada variable pivote, con
lo que se obtiene:

T = 3— 7134

To = -1 + 3$4

T3 = 2.

Este método, en realidad, realiza las mismas operaciones que el método anterior, cuando
ibamos despejando y sustituyendo cada variable pivote. En vez de eso, se aplican mas
operaciones elementales, de forma que cada variable pivote aparezca sélo en una ecuacion,
con coeficiente 1. Por tanto, se puede escribir directamente en funcién de las variables no
pivote.

Notemos que el nimero de variables pivote () no cambia. Ademés, se tienen las mismas
tres posiblidades que antes. Es decir, si llamamos d; al término independiente de la ecuacién
1, después de aplicar el método de Gauss-Jordan, se tiene:

s Sid,.1 # 0, el sistema no tiene solucién.
» Sid,y1 =0y r=n, el sistema tiene solucién unica.

» Sid.,1 =0y 7r<n, el sistema tiene infinitas soluciones.

Este resultado se puede traducir de la siguiente manera: Sabemos que el sistema tiene r
variables pivote, luego el rango de la matriz de coeficientes es igual a r. La matriz ampliada,
por su parte, puede tener rango bien r+ 1, bien r, dependiendo de si admite un pivote maés,
es decir, de si d,.1 # 0 o bien d,,; = 0. Por tanto, las tres posiblidades arriba descritas se
pueden expresar usando los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada, con
lo que obtenemos el siguiente resultado fundamental del algebra lineal:

Teorema 1.54 (Teorema de Rouché-Frobenius) Dado un sistema lineal de m ecua-
ciones con n incognitas, sea A su matriz de coeficientes y A" su matriz ampliada. Se tiene:

» El sistema es incompatible si y sélo si  rg(A) < rg(A’).
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» Fl sistema es compatible determinado si y sdlo si  rg(A) = rg(A’) = n.

» FEl sistema es compatible indeterminado si y sdlo si  1g(A) = rg(A’) < n.

1.14. Regla de Cramer.

Terminamos este tema viendo como las propiedades de los determinantes también pueden
ayudar a resolver los sistemas lineales. En primer lugar, un sistema lineal puede verse como
un producto de matrices. De hecho, si llamamos A a la matriz de coeficientes, x al vector
columna cuyas entradas son las incognitas, y b al vector columna cuyas entradas son los
términos independientes, entonces el sistema puede escribirse:

Ax = b.
Es decir,
Q11 Q1n € by
Am1 *°° Amp T, bn

En el caso particular en el que A sea una matriz cuadrada (tantas ecuaciones como incogni-
tas), y no singular, el sistema se puede resolver usando inversas o determinantes.

En efecto, si A es no singular, entonces es invertible, y por tanto podemos despejar:
A et = Al

En otras palabras, cada coordenada del vector A='b nos da el valor de cada incégnita.

Esto coincide con lo que sabemos: como A es no singular, entonces rg(A) = n, luego el

sistema es compatible determinado.

Pero veremos otra forma de resolverlo: la regla de Cramer, que nos va a permitir calcular
explicitamente el valor de cada incognita, por medio de los determinantes.

Regla de Cramer: Consideremos el sistema lineal Ax = b, donde A € M,,»,
es no singular. Para i = 1,...,n, sea B; la matriz que se obtiene de A al sustituir
su columna ¢ por el vector b. Entonces, la solucion del sistema viene dada por:

~ det(A)’

ZT; VZ:L,H
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DEMOSTRACION: (de la regla de Cramer) Sabemos que x = A~'b, luego la coordenada
x; serd el producto de la fila i de A~! por el vector columna b. Como sabemos que A~! =

det(A) adj(A)", la fila i de esta matriz sera:

Ali A2z Anl
det(A)’ det(A)’ """ det(A) )

Por tanto, tendremos

(b1 Ay + b Ao + -+ - + b Api).

X

1
~ det(A)

Pero el factor entre paréntesis es el desarrollo por la columna i del determinante de la
det(A)

matriz B;, por tanto z; =

, como queriamos demostrar.

Nota: La regla de Cramer es un resultado clasico, que puede tener aplicaciones teoricas.
Pero en la practica, si se quiere resolver un sistema lineal, es mucho mas eficaz calcular la
escalonada por filas de la matriz ampliada, usando el método de Gauss, e ir despejando las
variables pivote. Ademas, este ultimo método sirve para cualquier sistema, mientras que
la regla de Cramer sélo es vélida para matrices cuadradas no singulares.

Ahora que ya sabemos manejar los vectores y las matrices, y conocemos muchas de sus
propiedades, vamos a hacer un esfuerzo de abstraccion. Nos quedaremos sélo con sus pro-
piedades basicas, y veremos que puede haber muchos objetos matematicos con las mismas
propiedades, que podremos usar de la misma manera. A partir de ahora, por tanto, aunque
sigamos pensando en matrices y en vectores, estudiaremos un tipo de objetos mucho mas
general: los elementos de un espacio vectorial.
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Tema 2. Espacios vectoriales

2.1. Estructuras algebraicas.

En temas anteriores hemos definido matrices y vectores, estudiando algunas de sus pro-
piedades. También hemos trabajado con cuerpos de escalares, suponiendo que se trataba
de Q, R o C, pero sin dar méas detalles. Ahora vamos a estudiar con rigor estos concep-
tos. Definiremos algunas de las principales estructuras que se utilizan en algebra, como
son: grupos, anillos, cuerpos y espacios vectoriales. A continuacién nos centraremos en la
estructura que se estudia en esta asignatura: los espacios vectoriales.

Las estructuras algebraicas son conjuntos donde hay definidas ciertas operaciones, que
satisfacen unas determinadas propiedades. Las operaciones pueden ser de varios tipos. Por
ejemplo, una operacion interna, definida en un conjunto X, es una funciéon que a dos
elementos de X (dados en orden), le hace corresponder otro elemento de X. Es decir, una
funcién

p: X xX — X.

Por ejemplo, p podria ser la suma, la diferencia o la multiplicacién de ntmeros reales.
Observemos que, en ocasiones (la diferencia de nimeros reales, por ejemplo) el orden en
que se den los dos elementos implicados influye en el resultado.

Cuando se trabaja con una operacion interna, se suele utilizar un simbolo, por ejemplo *,
de manera que el resultado de aplicar la operacion a dos elementos, a y b, se escribe a * b.
Un ejemplo tipico es el simbolo 4+ para la suma de nimeros. En ocasiones, ni siquiera se
utiliza simbolo alguno, como en el caso del producto de nimeros, donde ab representa el
producto de a y b.

La primera estructura algebraica que estudiaremos, una de las mas basicas y utilizadas, es
la de grupo:

Grupo: Sea G un conjunto no vacid, y sea * una operacion interna definida en
G. Se dice que (G, *) es un grupo, si se cumplen las siguientes propiedades:

1. Asociativa: (a*xb)xc=ax*(bxc), Va,bcée€QG.
2. Elemento neutro: dec G talque axe=exa=a, VaecdG.

3. Elemento opuesto: Va € G, da’' € G talque ax*xad =d xa=ce.
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Normalmente, la operacion interna * sera la suma o el producto de elementos. En la notacion
aditiva, el elemento neutro se denota 0, y el elemento opuesto a a se denota —a. En la
notacion multiplicativa, el elemento neutro se denota 1, y el elemento opuesto a a, que en
1

, 0 bien —.
a

este caso se llama el inverso de a, se suele denotar a~

Sea (G, *) un grupo. Se dice que G es conmutativo o abeliano si, ademds de
las propiedades de grupo, verifica la siguiente:

4. Propiedad conmutativa: axb=bxa, Va,be(qG.

Ejemplo 2.1 Algunos ejemplos de grupos son los siguientes:

(Z,+), (Q,+), (R,+)y (C,+) son grupos abelianos aditivos.

(Q\{0},-), (R\{0},-) vy (C\{0},-), donde - se refiere al producto, son grupos abe-
lianos multiplicativos.

» El conjunto de matrices Mpxn(K), donde K es un cuerpo (ahora veremos la defini-
cion de cuerpo), junto con la suma de matrices, es un grupo abeliano aditivo.

» El conjunto de matrices cuadradas no singulares de M, «,(K), donde K es un
cuerpo, junto con la multiplicacion de matrices, forma un grupo que se llama Grupo
lineal de orden n sobre K, y se denota Gl(n, K). Este grupo no es abeliano.

» El conjunto de matrices cuadradas de M, ,,(K) con determinante igual a 1, junto
con la multiplicacion de matrices, forma un grupo que se llama Grupo especial
lineal de orden n sobre K, y se denota Sl(n, K). Tampoco es abeliano.

= Los vectores de n coordenadas, con la suma de vectores, forman un grupo abeliano.

En ocasiones, se define mas de una operacién interna sobre un conjunto. Existen estructuras
que dependen de dos o mas operaciones. Por ejemplo, la més sencilla es la estructura de
anillo. Usaremos las notaciones tradicionales, + y -, para las dos operaciones internas, pero
debemos recordar que pueden ser operaciones cualesquiera verificando las condiciones de
la definicién:
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Anillo: Sea A un conjunto no vacio, y sean +,- dos operaciones internas, que
llamaremos suma y producto, definidas en A. Se dice que (A, +,-) es un anillo, si
se cumplen las siguientes propiedades:

1. (A,+) es un grupo abeliano.
2. Propiedad asociativa del producto: (a-b)-c=a-(b-¢), Va,b,c€ A.

3. Propiedad distributiva del producto respecto a la suma:

a-(b+c)=a-b+a-c, Ya,bcé€ A,

(a+b)-c=a-c+b-c, Va,bce A

Si se verifica alguna propiedad mas, tenemos tipos especiales de anillos:

Dado un anillo (A, +, -), se dice que es unitario, o que tiene elemento unidad,
si cumple la siguiente propiedad:

= Elemento neutro: due A talque a-u=wu-a=a VaéeA.

Dado un anillo (A, +, ), se dice que es conmutativo si cumple la siguiente pro-
piedad:

= Propiedad conmutativa: a-b=0b-a, Va,be A.

Ejemplo 2.2 Algunos ejemplos de anillo son los siguientes:

w (Z,+,9), (@Q,+,), [R,+,:) y (C,+,-) son anillos conmutativos.

w Si Z[z] es el conjunto de los polinomios en la variable x, con coeficientes en Z, y
definimos naturalmente la suma (4) y el producto (-) de dos polinomios, entonces
(Z[z],+,-) es un anillo conmutativo.

» De igual modo, (Q[z],+,-), (Rlz],+,-), y (Clz],+,-) son anillos conmutativos.
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» El conjunto Mi,x,(K), con la suma y el producto de matrices, es un anillo no con-
mutativo.

En resumen, si (A, +, ) es un anillo, entonces (A, +) es un grupo, y (4, ) es casi un grupo:
solo le falta el elemento inverso, y puede que el elemento unidad.

Hay elementos, como el 0 en el caso de los niimeros, que no pueden tener inverso multi-
plicativo. Pero si cualquier otro elemento puede invertirse, es decir, si (A\{0},-) fuera un
grupo, y aun mas, un grupo abeliano, entonces estariamos ante un cuerpo.

Cuerpo: Sea K un conjunto no vacio, y sean +, - dos operaciones internas, que
llamaremos suma y producto, definidas en K. Se dice que (K, +,+) es un cuerpo,
si se cumplen las siguientes propiedades:

1. (K,+) es un grupo abeliano.
2. (K\{0},-) es un grupo abeliano, donde 0 es el elemento neutro de la suma.

3. Propiedad distributiva del producto respecto a la suma:

a-(b+c)=a-b+a-c, Va,bceK,

Observemos que la propiedad distributiva solo tiene una condicién. Esto es porque el
producto es conmutativo, luego la otra condicién es consecuencia de la primera.

Ejemplo 2.3 Algunos ejemplos de cuerpo son los siguientes:

» (Q,+,7), (R,+,) y(C,+,-) son cuerpos.

» Los grupos de matrices invertibles, Gl(n,k), o de determinante 1, Sl(n,k), no son
cuerpos, ya que el producto de matrices no es conmutativo.

Los cuerpos tienen multitud de propiedades, que no se estudiaran en esta asignatura. No-
sotros los usaremos para definir estructuras mas complejas, que generalicen las propiedades
de los vectores, que hemos visto en los temas anteriores.

Para ello debemos definir las operaciones externas. Consideremos un conjunto X, y otro
conjunto K que llamaremos conjunto de escalares. Llamaremos operacién externa sobre
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X, a una funcién que tome un elemento de K y un elemento de X, y dé como resultado
un elemento de X. Es decir, una funcion:

p: K xX—X.

Normalmente, a una operacién externa de este tipo la denotaremos - y la llamaremos
multiplicacion por escalar; y al resultado de aplicarla a un escalar « € K y a un elemento
x € X, lo denotaremos « - x, o simplemente ax, y lo llamaremos producto de « por z.

Por tanto, si tenemos un conjunto X y otro conjunto de escalares K, podemos tener
operaciones internas en cada uno de esos conjuntos, y operaciones externas entre ellos.
Usando estas dos posiblidades, se definen los espacios vectoriales.

Espacio vectorial: Sean V' y K conjuntos no vacios. Sea + una operacién interna
sobre V| vy sea - una operacién externa sobre V' con conjunto de escalares K, que
llamaremos producto por escalar. Diremos que V', con estas operaciones, es un
espacio vectorial si se cumplen las siguientes propiedades:

1. (V,+) es un grupo abeliano.
2. K es un cuerpo.

3. El producto por escalar verifica las siguientes propiedades:

a) (a+ p)v =av+ fv, Va,f € K, Vv eV.

b) a(v+w)=av+aw, Vae K, Vv,weV.
c) a(fv) = (af)v, Va,6 € K, Vv eV.
d) v =1, Vv € V, donde 1 es el elemento neutro de la

multiplicacion de K.

A los elementos de un espacio vectorial los llamaremos vectores, y los denotaremos con
una flecha encima. En un espacio vectorial hay, por tanto, cuatro operaciones: la suma de
vectores, la suma y producto de escalares, y el producto de vectores por escalares.

Ejemplo 2.4 Algunos ejemplos de espacios vectoriales son los siguientes:

= Los vectores que vimos en los temas anteriores, forman un espacio vectorial. El es-
pacio vectorial de los vectores de n coordenadas obre un cuerpo K, se denota K™. La
suma se realiza coordenada a coordenada, y el producto por escalar también. Ejemplos
de este tipo son R? o R3.
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» Las matrices Mp,«n(K), con la suma de matrices y el producto por escalar, forman
un espacio vectorial. Observemos que el producto de matrices no se utiliza aqui: En
general, no tiene por qué existir una multiplicacion de vectores en un espacio vectorial.

» Fl espacio vectorial trivial es el conjunto V. = {0}, con respecto a cualquier
cuerpo K. Cualquier operacion donde intervenga algun vector da como resultado el

unico elemento: 0.

» Los conjuntos de polinomios Q[x], R[x] y Clz] son espacios vectoriales con cuerpo de
escalares, respectivamente, Q, R y C.

» Los conjuntos Q[z]|<,, R[x]<, y Clz]<,, formados por polinomios de grado menor o

wqual a n, son espacios vectoriales con cuerpo de escalares, respectivamente, Q, R y

C.

Terminamos esta seccién con algunas consecuencias sencillas de la definicion de espacio
vectorial:

Proposicién 2.5 SiV es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, se tienen las siguientes
propiedades, para todo o, 3 € K y todo v,w € V:

1. a0 =0, donde 0 es el elemento neutro de la suma en V.

2. 0v =0, donde 0 es el elemento neutro de la suma en K.

3. 81 av = 0 entonces, o bien a« =0 o bien v = 0.

B

. Siav=[0v yv#0, entonces a = (3.
5. Siav=aw ya#0, entonces v=w.

6. (—a)v=a(-v)=—av.

2.2. Dependencia lineal.

La nocién de dependencia o independencia lineal ya la hemos estudiado, en temas ante-
riores, para vectores de K™. La definicién es exactamente la misma para elementos de un
espacio vectorial cualquiera. Repetimos aqui las definiciones y resultados principales:
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Sea V un espacio vectorial sobre K. Dados r vectores vy,...,v, € V, llamamos
combinacién lineal de estos vectores a cualquier expresién de la forma:

a1V + QaVy + -+ Qp

donde oy, ..., qa, € K.

Sea V' un espacio vectorial. Diremos que un vector v depende linealmente de
un conjunto de vectores {vy,...,v,} si v se puede escribir como combinacién
lineal de vy,...,Vv,.

Sea V' un espacio vectorial sobre K. Diremos que un sistema (o conjunto) de vec-
tores S = {vy,...,v,.} CV es linealmente dependiente, si existen r escalares
ay, ..., € K, no todos nulos, tales que

ai1vy + asve + - -+ a, v, = 0.

En caso contrario, es decir, si la tnica forma de escribir el vector 0 como combi-
nacién lineal de estos vectores es tomando oy = ay = - -+ = «,, = 0, diremos que
el sistema S es linealmente independiente o libre.

Lema 2.6 Sea V' un espacio vectorial. Un sistema de vectores {vy,...,v,.} CV es lineal-
mente dependiente si y solo si uno de ellos es combinacion lineal de los demds.

DEMOSTRACION: Supongamos que {vy, ..., v,} es linealmente dependiente. Entonces exis-
ten escalares aq, ..., a,, no todos nulos, tales que a1vy + asvy + - - - + ., v,, = 0. Sabemos
que existe al menos un «; # 0. Tendremos entonces:

iV, = —Q1Vy — =+ — O1Vi—1 — Q41 Vg1 — OV,

y al ser a; # 0, podremos despejar

S QG Q41 Q.
Vi=——"—Vi— - — Vi1 — Vig1 = —Vp,
a; a; a; a;

que es una expresion de v; como combinacion lineal de los demas, por tanto v; depende
linealmente de los demas.
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Supongamos ahora que un vector v; depende linealmente de los demas. Esto quiere decir
que existe una combinacién lineal

v, =ivi+ -+ Bisivier + BipiVigr -+ Beve
De esta igualdad se obtiene
Bivi+ -+ Biciviet — Vi + BigiVig1 - -+ 5, v, = 0,

que es una expresion del vector 0 como combinacion lineal de los vectores vy, ..., v, don-
de no todos los coeficientes son nulos (el coeficiente de v; es —1). Por tanto, el sistema
{v1,...,V,} es linealmente dependiente.

Lema 2.7 Si un vector u depende linealmente de los vectores vi,...,v,, y cada uno de
estos depende linealmente de los vectores wy, ..., w,, entonces u depende linealmente de
Wi,..., Wg.

DEMOSTRACION: Por hipétesis, podemos escribir u = agvy + -+ a,v, y ademds v; =
Biawi + -+ + B qWg para ¢ = 1,...,p. Sustituyendo cada v; por la combinacién lineal
anterior, en la expresién de u, se obtiene:

u=oq(B11W1+ -+ BrgWg) + -+ ap(Bpiwi + -+ BpgWy).
reorganizando los términos queda:
u=(a1fi1+--+apbp)Wi+ -+ (fg + -+ apBhg) Wy
Si llamamos v; = a1 B1; + - -+ + By parat = 1,...,¢q, la expresion anterior se lee
u="ywp+- -+ YW

lo que implica que u depende linealmente de {wy,...,w,}. o

Lema 2.8 Sea S C V' un sistema linealmente independiente. Si v es un vector que no
depende linealmente de los vectores de S, entonces S U {v} es un sistema linealmente
independiente.

DEMOSTRACION: Sea S = {uj,...,u,}. Por reduccién al absurdo, supongamos que SU{v}
es linealmente dependiente. Esto quiere decir que se puede escribir

ajug + -, + v =0,
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donde no todos los coeficientes son nulos. Si tuviéramos 3 = 0, la expresion anterior seria
una expresiéon de 0 como una combinacién lineal de los elementos de S donde no todos
los coeficientes serian nulos, lo cual no es posible porque S es un sistema linealmente
independiente. Por tanto, 3 # 0. Podemos entonces despejar v en la expresion anterior,

obteniendo:

(€51 (67
Vi=———WU, —— —1u,.

g g

Por tanto v depende linealmente de S. Contradiccion. 4

2.3. Sistemas de generadores y bases.

En esta secciéon veremos como el concepto de dependencia lineal sirve para expresar los
elementos de un espacio vectorial utilizando sélo un conjunto (posiblemente finito) de
vectores.

Sistema de generadores: Sea V un espacio vectorial. Diremos que un sistema
de vectores S = {vy,...,V,} es un sistema de generadores de V si todo vector
de V' puede escribirse como combinacién lineal de los vectores de S.

En este caso diremos que V' esta generado por S, o por los vectores de S.

Un espacio vectorial puede tener muchos sistemas de generadores diferentes. Incluso puede
haber sistemas de generadores donde “sobre” algin vector. Por ejemplo, si tenemos un
sistema con cuatro vectores en R?, nos basta con tres de ellos para generar todo el espacio.
Esto nos va a llevar al concepto de base. Pero antes debemos hacer una restriccion, puesto
que existen espacios vectoriales demasiado “grandes”.

Un espacio vectorial V' se dice que es de tipo finito si esta generado por un niimero
finito de vectores. Es decir, si existe un sistema de generadores S = {vy,...,v,}.

Para estos espacios vectoriales de tipo finito, podemos definir sin problemas la nociéon de
base:
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Base: Sea V un espacio vectorial de tipo finito. Diremos que un sistema de vec-
tores B C V es una base de V' si cumple:

1. B es un sistema de generadores de V.

2. B es linealmente independiente.

En otras palabras, una base es un sistema de generadores de un espacio vectorial en el que
no sobra ningun vector, ya que, al ser linealmente independiente, ninguno de ellos puede
escribirse como combinacién lineal de los demas.

Teorema 2.9 Sea V' un espacio vectorial de tipo finito, y sea B sistema de vectores de
V. Entonces B es una base si y solo si todo vector de V' se puede expresar de una tinica
manera como combinacion lineal de los vectores de B.

DEMOSTRACION: Supongamos que B = {uy,...,u,} es una base de V. Dado un vector
v € V, como B es sistema de generadores podremos escribir v.= aju; + - -+ + a,u,. Si
existiera otra forma de expresar v, digamos v = fju; + - - - + §,u,, entonces tendriamos

OZV_V:(al_ﬁl)ul"i_"'(an_ﬁn)uw

Pero como B es un sistema linealmente independiente, los coeficientes de la expresion
anterior deben ser todos nulos. Es decir, a; — 3; = 0, o lo que es lo mismo, «; = f;
para todo ¢ = 1,...,n. Por tanto, la forma de expresar v como combinacién lineal de los
elementos de B es unica.

Reciprocamente, sea B = {uy,...,u,} es un sistema tal que todo vector v € V se puede
expresar de forma tnica como combinacién lineal de los vectores de B. Por un lado, B es
sistema de generadores, puesto que todo vector de V' se puede expresar como combinacion
lineal de B. Por otra parte, consideremos el vector 0 € V. Sabemos que siempre se tiene
la combinacion lineal obvia:

0=0u; + -+ 0u,.

Por la propiedad que le suponemos a B, esta es la tnica forma de escribir 0 como combi-
nacién lineal de los vectores de B. Por tanto, B es un sistema linealmente independiente,
luego es una base.

Ahora veamos que un espacio vectorial de tipo finito, que no sea trivial, siempre tiene una
base. Ademds veremos como se construye, a partir de un sistema de generadores.
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Teorema 2.10 (de existencia de base) Sea V' # {0} un espacio vectorial de tipo finito.
Dado cualquier sistema finito de generadores G C V', existe una base B de V' formada por
vectores de G.

DEMOSTRACION: Consideremos el sistema de generadores G = {vy,...,v,}. Si es libre,
entonces es una base, y hemos acabado. Si no, hay un elemento v; € G que depende
linealmente de los demés. Pero entonces Gy = G\{v;} sigue siendo sistema de generadores.
Si es libre, G es una base. Si no, existird otro vector v; que depende linealmente de los
demaés vectores de (G, y también lo podremos eliminar.

Continuamos este proceso mientras el sistema de generadores sea linealmente dependiente.
Pero como mucho podremos eliminar p — 1 vectores ya que, como V' # {0}, al menos
debe haber un vector en cualquier sistema de generadores. Por tanto, en algiin momento
debemos tener algin G; que sea libre, luego serd una base contenida en G. o

2.4. Teorema de la base. Dimension.

en esta seccion definiremos un concepto esencial del algebra lineal: la dimension de un
espacio vectorial. Necesitamos primero el siguiente resultado:

Teorema 2.11 Sea V' un espacio vectorial. Si G = {uy,...,u,} es un sistema de ge-
neradores de V, y S = {vi,...,v,} es un sistema linealmente independiente, entonces
n<m.

DEMOSTRACION: Supongamos que n > m. Como G es un sistema de generadores, podemos
escribir cada v; como combinacién lineal de los elementos de G:

Vi = apuy + 0+ iUy,
Por otra parte, como S es linealmente independiente, la ecuacién
rvi+---+z,v, =0

solo puede admitir la solucién trivial, x; = --- = x, = 0. Ahora bien, sustituyendo cada
v;, obtenemos la ecuacién equivalente:

xl(anul + -+ amlum) + -+ ZL’n<CL1nul + -+ amnum) = 0,
donde, sacando factor comun los u;, se tiene:

(a121 4+ -+ appzp)ug + - + (@11 + -+ - + QGupp) Uy, = 0.
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Una posible solucién para esta ecuacién se obtendria si cada coeficiente fuera cero, es decir,
si

111 + Q129 + -+ + ATy = 0
a1T1 + ATy + -+ + agT, =0
Am1T1 + GpaTo + -+ + QppXy = 0.

Este sistema homogéneo tiene, como maximo, rango m, ya que tiene m filas. Ahora bien, si
n > m, el Teorema de Rouché-Frobenius nos dice que es un sistema compatible indetermi-
nado, es decir, existe una solucién para x1, ..., x, donde no todos son cero. Esto contradice
que S sea un sistema libre.

Veamos entonces qué es la dimension de un espacio vectorial:

Teorema 2.12 (Teorema de la base) Sea V' un espacio vectorial de tipo finito. Todas
las bases de 'V tienen el mismo numero de elementos. A este nimero se le llama dimensién

de V.

DEMOSTRACION: Sean B; y B, dos bases de V', de m y n vectores respectivamente. Como
By es sistema de generadores, y By es libre, entonces n < m por el Teorema 2.11. Pero
como B, es sistema de generadores, B; es libre, se tiene m < n. Por tanto, m = n. o

Dimensidén: La dimensién de un espacio vectorial V', que denotamos dim(V'), se
define como sigue:

» Si V = {0}, entonces dim(V') = 0.

= Si V es de tipo finito, su dimension es el nimero de elementos de cualquier
base de V.

= Si V no es de tipo finito, diremos que tiene dimensién infinita, y escribiremos
dimV = oo.

Ejemplo 2.13 El espacio vectorial R™ tiene dimension n. Una base, llamada la base
candnica, estd formada por los vectores {e1,...,e,}, donde



ALGEBRA LINEAL JUAN GONZALEZ-MENESES 61

Ejemplo 2.14 FEl conjunto de polinomios, R[z|, es un espacio vectorial de dimension infi-
nita. En efecto, supongamos que existe un sistema de generadores G de Rlz|, formado por
un numero finito de polinomios. Sea entonces m el mayor grado de todos los polinomios
de G. Entonces, cualquier combinacion lineal de los polinomios de G tiene como mdximo
grado m, luego no podriamos obtener los polinomios de grado mayor que m, y G no seria
sistema de generadores. Por tanto, dim(R[z]) = oo.

2.5. Dimension y sistemas de vectores. Coordenadas.

La dimensién de un espacio vectorial nos impone restricciones sobre el tamano que pueden
tener los sistemas libres, o los sistemas de generadores:

Proposicién 2.15 Sea S = {vy,..., vy} un sistema de vectores de un espacio vectorial
V' de dimension finita. Se tiene:

1. Si S es un sistema de generadores, entonces m > dimV.
2. Si S es linealmente independiente, entonces m < dimV.
3. 51 S es sistema de generadores, y m = dim V', entonces S es base de V.

4. 8i S es linealmente independiente, y m = dim V', entonces S es base de V.

DEMOSTRACION: Es consecuencia directa del Teorema 2.11, y del teorema de existencia
de base.

Una propiedad importante de las bases es la siguiente:

Teorema 2.16 (Teorema de la base incompleta) Sea V' un espacio vectorial de tipo
finito. Todo sistema linealmente independiente puede completarse hasta obtener una base.

Es decir, si dimV = n, y S = {vy,..., vy} es un sistema libre, con m < n, entonces
existen n — m vectores Vi, i1,...,Vv, € V tales que el sistema {vy,...,v,} es base de V.
Ademds, los vectores vy, i1, ...,V, pueden tomarse de cualquier base de V.

DEMOSTRACION: Sea S como en el enunciado, y sea B = {uy,...,u,} una base de V.

Si cada elemento de B depende linealmente de los elementos de S, entonces S es sistema
de generadores, luego seria una base. Imposible. Tendremos entonces un vector de B,



62 TEMA 2: ESPACIOS VECTORIALES

supongamos que es up, que no depende linealmente de S. Tomamos entonces el sistema
S U {u;}, que sera linealmente independiente.

Sim+ 1 < n, entonces S U {u;} no es base. Por tanto, debe existir otro vector en B (que
no puede ser u;), que no dependa linealmente de S U {u;}. Digamos que es uy. Entonces
S U {uy,uy} es linealmente independiente. Continuamos este proceso hasta obtener S U
{uy,...,u,_n}, sistema linealmente independiente de n vectores, es decir, base de V. 5

La principal ventaja de la existencia de bases, en los espacios vectoriales de tipo finito, es
que vamos a poder estudiarlos, sea cual sea el espacio vectorial, como si fuera K™. Esto lo
vamos a conseguir mediante el uso de coordenadas.

Primero necesitamos hacer una precisién. Hasta ahora, cuando hablabamos de un sistema
de vectores, o de una base, no nos importaba el orden en que estuvieran los vectores. Pero
para definir las coordenadas de un vector, es necesario fijar un orden. Por tanto, a partir de
ahora, escribiremos la bases de la siguiente forma: B = (uy, ..., u,). El uso de paréntesis,
en lugar de llaves, indica que los vectores estan ordenados, luego podremos hablar del
1-ésimo vector de una base, de forma rigurosa.

Coordenadas: Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre un cuerpo K.
Dada una base B = (uy,...,u,) sabemos que, para todo vector v € V existe
una Unica combinacion lineal

vV =ou + -+ a,u,.

Los escalares aq, ..., «a, definen, por tanto, al vector v, y los llamaremos coor-
denadas de v respecto a B. Escribiremos:

v = (ag,..., Q).
Cuando la base B esté clara por el contexto, escribiremos simplemente

v=(ag,...,0n).

Por tanto, no importa como sea V' como espacio vectorial; si fijamos una base, vamos a
) ) )

poder representar los elementos de V' como elementos del conocido espacio vectorial K™.

Pero la correspondencia entre V' y K" es todavia mas fuerte: las operaciones de suma y

producto por escalar son iguales en ambos espacios. Veamos esto con mas detalle:

Teorema 2.17 Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre un cuerpo K, y sea B
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una base de V. Sea
CB V- K"

la aplicacion que a cada elemento de V' le hace corresponder el vector de sus coordenadas.
Entonces Cg es una aplicacion biyectiva, y ademds se tiene:

1. CB(U+V) = CB(LI) +CB(V) \V/ll,V eV.

2. Cg(au) = aCp(u) VueV, Va e K.

DEMOSTRACION: La aplicacién es biyectiva por el Teorema 2.9. Las propiedades de la
suma y del producto por escalar se prueban de forma directa.

Este resultado nos dice que los espacios vectoriales V' y K" son isomorfos. Por tanto, si ne-
cesitamos trabajar con un espacio vectorial de dimension n, podemos trabajar simplemente
con K".

2.6. Cambio de base.

Observemos que las coordenadas de un vector de V' dependen de la base B que hayamos
elegido. Si tuviéramos otra base B’, las coordenadas del mismo vector serian diferentes.
Vamos a ver entonces como estan relacionados estos dos tipos de coordenadas.

Supongamos que tenemos un espacio vectorial V' de dimensioén n, y sean B = (uy, ..., u,)
y B’ = (u},...,u}) dos bases de V. Como B es base, podremos escribir cada vector de B’
respecto a B, es decir, tendremos:

!
u; = aj iy + ag s + - - - + Gp1 Uy,

!
Uy = a2Uq + ool + - - - + ApoUy,

!/
u, = a1, + agpUg + - - - + App Uy,
Con esta notacién, se tiene lo siguiente:

Teorema 2.18 Si las coordenadas de v € V respecto a B y B' son, respectivamente vg =

(X1,...,xn) yve = (24, ..., 7)), entonces se tiene la relacion:
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! / !
X1 = apXy + a12Xy + - -+ a1,X,,,

! ! !
Xo = (21X + A22Xy + - -+ + A2, X,

/ / /
Xy = p1X] + @poXy + -+ -+ GppX,,.

DEMOSTRACION: Por un lado, tenemos v = zju; + ---x,u,. Y por otro lado, v =
xju) + - -2 ul . Si sustituimos cada u) por aj;u; + asuy + -+ - + ayu, en la expresion
anterior, y agrupamos coeficientes, obtendremos:

VvV = ((111,1'/1 + -+ alnx;)ul 4+ 4 (anlxll + .. 4 annt%;l)ul-

Como la forma de expresar v como combinacion lineal de B es tnica, los coeficientes de esta
ultima combinacién lineal han de ser iguales a z1, ..., z,, lo que demuestra el resultado. 5

Una de las principales ventajas de trabajar con K™ es que podemos usar matrices. El
teorema anterior, por ejemplo, se puede ver mucho mejor de forma matricial. Sea

Q11 Q12 * - A1p

Q21 Qg2 *°* Q2n
AB’,B S

Ap1 Ap2 *°° Gpp

la matriz del cambio de base. Es decir, las columna ¢ de Ap/ p contiene las coordenadas
del vector v, de B’ respecto de la base B. Entonces la relacion entre las coordenadas

(X1, ..., @n) y (2),...,20), respecto a By B, de un vector cualquiera es:
/
I aip @iz -+ Qip T
/
T Q21 Q22 *+* A2p Ty
/
T Apl Ap2 *** Qpp Xy,

Escrito de otra manera,
X =App X/,

donde X y X’ son los vectores columna que representan las coordenadas de un vector
respecto a B y a B'. Por tanto, la matriz Ap p transforma las coordenadas respecto a B’
en coordenadas respecto a B (mediante multiplicacién a izquierda).

Teorema 2.19 Sea V' un espacio vectorial de dimension n, y sea B una base de V. Dado
un sistema B’ de n vectores, sea Ap g € Muxn(K) la matriz cuyas columnas contienen
las coordenadas de los vectores de B’ respecto a B. Entonces B’ es una base si y sélo si
Ap p es no singular.



ALGEBRA LINEAL JUAN GONZALEZ-MENESES 65

DEMOSTRACION: B’ es base de V si y sélo si sus vectores son linealmente independientes.
Esto es, si y sélo si las columnas de Aps p son linealmente independientes, lo que ocurre si
y solo si rg(Ap ) = n, es decir, si Ap p es no singular.

Otra forma de demostrar que, dadas dos bases B y B’, la matriz Ap/ p es invertible, es la
siguiente: consideremos la matriz Ap p/. Esta matriz transforma coordenadas respecto de
B en coordenadas respecto de B’. Por tanto, tenemos por un lado X = Ap p X', y por
otro X’ = Ap p X. Uniendo estas dos igualdades, se tiene:

X = AB’,B X = (AB’,BAB,B’)X-

Como esta igualdad se tiene para cualquier vector X € K", deducimos que Ap pApp = 1.
Andlogamente, se obtiene Ap g Ap p = I. Por tanto:

Dadas dos bases B y B’ de un espacio vectorial de dimension n, la matriz de
cambio de base Ap/ p es invertible, y su inversa es Ap p'.

Usando este tipo de matrices, podremos ver la similitud existente entre los conceptos
definidos para espacios vectoriales y los definidos para matrices. Pero esto lo haremos
mejor en el tema siguiente, donde definimos las variedades lineales.
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Tema 3. Variedades lineales

3.1. Definicién y propiedades basicas.

En los ejemplos que hemos dado en R3, vimos que un vector define una recta, o que dos
vectores (no proporcionales) definen un plano. Son estas estructuras las que en realidad nos
interesan, y en las que se centra la mayor parte del algebra lineal. En esta secciéon veremos
como estas estructuras, llamadas variedades lineales o subespacios vectoriales, también son
espacios vectoriales, y estudiaremos sus propiedades. La definicién precisa es la siguiente:

Variedad lineal: Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y sea L un
subconjunto de V. Diremos que L es un subespacio vectorial, o una variedad
lineal de V si, con las mismas operaciones de suma y producto por escalar, L es
un espacio vectorial sobre K.

Observemos que los elementos de L, al ser elementos de V', satisfacen todas las propiedades
de un espacio vectorial. Pero hay un detalle importante: tanto la suma de vectores de
L, como el producto por escalares, deben dar como resultado vectores de L. Si no, no
estarfamos ante operaciones en L, y por tanto L no seria espacio vectorial. Por tanto, lo
unico que hay que verificar para saber si L C V' es subespacio vectorial, es lo siguiente:

Proposicion 3.1 Dado un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K, un subconjunto L C V'
es una variedad lineal de V' si se cumplen las siguientes propiedades:

1. VWv,w e L, v+wEe L.
2.Vae K, Vvel, av € L.

La siguiente propiedad es consecuencia directa de la definicion.

Proposicién 3.2 Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y sea O el elemento neutro
de la suma de vectores. Se tiene:

1. El espacio vectorial trivial {0} es una variedad lineal de V.

2. Cualquier variedad lineal L C V' contiene al vector 0.
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El ejemplo principal de espacio vectorial que vamos a utilizar es R™. Recordemos que, si
tenemos un sélo vector v € R3, los vectores que se pueden escribir como combinacién lineal
de v forman una recta: la que pasa por el origen y tiene la direccion de v. Por otra parte,
si tenemos dos vectores v, w € R3, los vectores que se pueden escribir como combinacién
lineal de v y w forman un plano: el que pasa por el origen y contiene a la recta definida
por v y a la recta definida por w. Al estudiar sistemas de vectores, lo que de verdad nos
interesa es esa recta o ese plano, es decir, el conjunto de todos los vectores que se pueden
escribir como combinacién lineal de los vectores del sistema:

Teorema 3.3 Sea V' un espacio vectorial, y sea S un sistema de vectores de V. El conjunto
de combinaciones lineales de los vectores de S, que llamaremos (S), es una variedad lineal
de V.

DEMOSTRACION: Directa. o

Sean S = {vy,...,v,} y T = {wy,---w,} dos sistemas de vectores de un espacio
vectorial V. Diremos que S y T son equivalentes si (S) = (T').

Otra posible definicion de equivalencia de sistemas es la que viene dada por el siguiente
resultado:

Proposiciéon 3.4 Sea V' un espacio vectorial. Dos sistemas de vectores S, T € V son
equivalentes si y solo si todo vector de S puede escribirse como combinacion lineal de los
vectores de T, y viceversa.

DEMOSTRACION: Directa. o

En el caso de V = R?, dos sistemas de dos vectores son equivalentes si y sélo si definen
el mismo plano. De hecho, en R?, las variedades lineales son la siguientes: el origen (que
corresponde al subespacio trivial {0}), las rectas que pasan por el origen, los planos que
pasan por el origen, y todo R3. Esto nos da una idea de las dimensiones de estas variedades
lineales: en R3, que tiene dimensién 3, existen variedades de dimensién 0, 1, 2 o 3. Més
generalmente, se tiene:

Teorema 3.5 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita, y sea L una variedad lineal
de V. Entonces L también tiene dimension finita, y dim L < dim V. Ademds, la iqualdad
solo se da st L =1V.
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DEMOSTRACION: Si L = {0}, el resultado es evidente. Supongamos entonces que L
contiene vectores no nulos. Entonces L contiene sistemas libres. Pero cualquier sistema
libre de L es también un sistema libre de V', luego tiene como maximo n vectores, donde
n = dim V. Sea m el nimero maximo de vectores que puede tener un sistema libre de L
(ya sabemos que m < n), y sea B un sistema libre de m vectores de L. Como no existe otro
sistema libre de L con mas de m vectores, entonces todo vector de L depende linealmente
de B, es decir, B es una base de L. Por tanto dimL =m <n =dimV.

Si tuviéramos dim L = dim V, entonces una base B de L seria un sistema libre de V' con
n elementos, luego seria base de V. Por tanto, L = V.

Rango de un sistema de vectores: Sea V' un espacio vectorial, y sea .S un
sistema finito de vectores de V. Llamamos rango de S a la dimensién de la
variedad lineal generada por S. Es decir:

rg(S) = dim((S)).

Dicho de otra forma, el rango de S es el mayor nimero de vectores linealmente
independientes que se pueden tomar en S.

Tenemos entonces el siguiente resultado, que relaciona el rango de un sistema de vectores
y el rango de una matriz:

Proposiciéon 3.6 En un espacio vectorial V' de dimension finita, sea B una base de V', S
un sistema finito de vectores de V', y As p la matriz cuyas columnas (o cuyas filas) son las
coordenadas de los vectores de S respecto a B. Entonces

9(S) = 19(As,5)-

DEMOSTRACION: Si V' = K™, ya hemos demostrado que el rango de una matriz es el
méximo nimero de columnas (o filas) linealmente independientes que tiene. Si V' # K"
el resultado es consecuencia del isomorfismo Cp, que a cada vector de V' le asocia sus
coordenadas.

Nota: Observemos que el rango de la matriz Ag z no depende de la base B, ya que es
igual al rango del sistema de vectores S, que esta definido sin tener que recurrir a ninguna
base. Otra forma de ver esto es la siguiente: si B y B’ son dos bases distintas, cuya matriz
de cambio de base es Aps p, entonces se tiene:

Asp = Ap p Asp.
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Como sabemos que Ap/ p es no singular, entonces rg(As p) = rg(As p).

3.2. Ecuaciones paramétricas e implicitas.

Volviendo a nuestro ejemplo principal, R?, el rango de un sistema de vectores S C R?, nos
dice si (S) es un punto, una recta, un plano o todo el espacio, segtin sea 0, 1, 2 6 3. Y para
ver cudl es ese rango, basta calcular el rango de la matriz cuyas columnas son los vectores

de S.

Hasta ahora sélo hemos visto una forma de determinar una variedad lineal: mediante un
sistema de generadores. Esta forma es equivalente a dar unas ecuaciones paramétricas.

Ecuaciones paramétricas de una variedad lineal: Sea L una variedad lineal
de un espacio vectorial V' de dimension n, y sea G = {vy,...,V,,} un sistema de
generadores de L. Supongamos que las coordenadas de v; respecto a una base B
de V son: v; = (ay;, -+, ay;). Entonces, como todo vector v € L, con coordenadas
(x1,...,2,) se escribe como combinacién lineal de G, existirdn unos escalares
Aty ..oy A tales que v = A\yvy + - - - + N, vy, Es decir:

T = CL11>\1 gr e Cle)\m
Ty = agl/\l TS e a2m>\m

Ty = anl/\l s T [ Can/\m

Unas ecuaciones de este tipo, conde los escalares \; son pardmetros indetermina-
dos, se llaman unas ecuaciones paramétricas de L.

En otras palabras, unas ecuaciones paramétricas nos dicen cémo son las coordenadas de
un vector cualquiera de L, dependiendo de los coeficientes que tomemos en la combinacion
lineal de los generadores.

Ejemplo 3.7 Un plano en R® que pasa por el origen (es decir, una variedad lineal
de R? de dimensidn 2), puede venir dada por las siguientes ecuaciones paramétri-

cas:
Ir = 2)\1 — 3)\2
To = /\1 + 5)\2

En este caso se trata del plano generado por los vectores (2,1) y (=3,5).

Las ecuaciones paramétricas, en el fondo, equivalen a definir una variedad lineal dando
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un sistema de generadores. Pero existe otra forma, mas interesante, de determinar una
variedad lineal: mediante unas ecuaciones implicitas. El resultado que necesitamos es el
siguiente:

Teorema 3.8 Sea V' un espacio vectorial de dimension n, y sea B una base de V. Consi-
deremos un sistema lineal homogéneo:

a11r1 + a9y + -+ + apr, =0
a92171 + 99T + - + Aonly, — 0
A1 T1 + ApaTe + -+ ppTy = 0.

Sea L el conjunto de vectores cuyas coordenadas (respecto de B) son una solucidn de este
sistema lineal. Entonces L es una variedad lineal.

DEMOSTRACION: Si dos vectores v = (xq,...,2,) vy v = (2},...,2]) pertenecen a L,
entonces satisfacen cada ecuacion del sistema, es decir, a;1z1 + -+ + a;,2, = 0 y ademas
apxy + -+ - + appx,, = 0. Pero entonces,

(@1 + -+ + @inTn) + (a2 + - + aingy) = an (@1 +27) + - ain(@n + 23,) =0,

por tanto, el vector v+ v’ = (z1 4+, ..., 2, + ) es solucién del sistema, luego pertenece
a L.

Por otra parte, dado cualquier o € K, se tiene
alapzy + -+ apxy,) = ap(axy) + -+ + ap(ax,) =0,

luego av = (axy,...,ax,) € L. Por tanto, L es una variedad lineal.

Ecuaciones implicitas de una variedad lineal: Sea V' un espacio vectorial
de dimensiéon n, y sea B una base de V. Unas ecuaciones implicitas de una
variedad lineal L es un sistema de ecuaciones

a11T1 + a12T9 + -+ ATy = 0
a21T1 + a2ry + -+ + agT, =0
Am1T1 + AmaX2 + - + ATy = 0.

tal que los vectores de L sean exactamente aquellos cuyas coordenadas (respecto
a B) son una solucién del sistema.
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En otras palabras, si unas ecuaciones paramétricas nos dicen como son las coordenadas
de los vectores de L, unas ecuaciones implicitas nos dicen qué relaciones deben verificar
entre ellas. Podriamos decir que en unas ecuaciones implicitas los vectores de L estan
mas escondidos, ya que a simple vista no podriamos determinar ninguno de ellos: hay que
resolver el sistema.

Observemos que el teorema anterior nos ha dado una nueva motivacién para estudiar

variedades lineales, ya que las soluciones de un sistema lineal homogéneo son variedades
lineales.

3.3. Ecuaciones y dimension.

Veamos ahora cémo, a partir de unas ecuaciones paramétricas o implicitas de una variedad
lineal, podemos calcular la dimension de la variedad.

Proposicién 3.9 Sea V' un espacio vectorial de dimension n, sean

r = an)\l ar P e alm)\m
Zo— asPNY £ F Gor A

LTy = a'nl)\l A 6an)‘m

unas ecuaciones paramétricas de una variedad lineal L, y sea

Al G2 - Aim
A Q21 @22 *+* d2m
Qp1 Ap2 ** Gpm
la matriz de los coeficientes. Entonces
dim L = rg(A).

DEMOSTRACION: Esto es una consecuencia inmediata de los teoremas que conocemos
sobre la base de una variedad lineal, sabiendo que las columnas de A son generadores de
L.
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Proposicién 3.10 Sea V' un espacio vectorial de dimension n, y sean

111 + Q129 + - + ATy = 0
911 + Q99xy + -+ + Aoy — 0
Am1T1 + maZs + -+ + QppTy = 0.

unas ecuaciones implicitas de una variedad lineal L, y sea A la matriz de coeficientes del
sistema homogéneo. Entonces:

dim L = n — rg(A).

DEMOSTRACION: Recordemos cémo se usa el método de eliminacién de Gauss-Jordan para
resolver un sistema lineal. Si la matriz A tiene rango r, obtendremos r variables pivote. Por
simplificar, diremos que las variables pivote son 1, . .., ,, aunque la demostracién funciona
igual si son otras. Despejando las variables pivote respecto a las demas, se obtiene que la
solucion general del sistema es de la forma:

T1 = Clp41Tr41 + Clr4+2Tr+2 + -+ C1n T,

T9 = Corg1Tpq1 + CorqoXpyo + -+ + CopXyp,

Tr = Crr41Trp1 + Crrp2Tpgo + -0 - + Crpyp,

donde las variables no pivote x,1,..., 2, pueden tomar cualquier valor. Pero si le damos
a las variables x,41,...,x, los valores (indeterminados) Aj,..., A,_, se obtiene que la
solucién general del sistema (es decir, la variedad L) viene dada por:

(21 = Cirpi A+ Crpp2de o+ Cin Ay
Ty = Corp1 A1 + Corpada + -0+ CopAp—y
Ty = Crr—l—l)\l + Crr+2)\2 i & T Crn)\n—r

Trp1 = A\
Try2 = A2
\ Tn = )\n—r-

Pero estas resultan ser unas ecuaciones paramétricas de la variedad L, donde la matriz de
coeficientes tiene rango n — r, ya que tiene n — r columnas, y sus n — r iltimas filas son
claramente libres. Luego, por el resultado anterior, se sigue que dim L = n — r. Es decir,
dimL =n —rg(A). o
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En muchas ocasiones es importante saber, dada una variedad lineal L, transformar unas
ecuaciones implicitas en unas ecuaciones paramétricas, y viceversa. El primer caso es sen-
cillo:

Observacién: Si tenemos unas ecuaciones implicitas de una variedad lineal L, es decir, un
sistema homogéneo que determina los elementos de L, la forma de calcular unas ecuaciones
paramétricas es simplemente resolviendo el sistema, como hemos visto en el resultado
anterior.

Observemos ademas que la soluciéon obtenida despejando las variables pivote nos da una
base de L, formada por los vectores que son coeficientes de los pardmetros A\, Ao, etc.

Si por el contrario tenemos unas ecuaciones paramétricas de L, es decir, un sistema de
generadores, la forma de calcular unas ecuaciones implicitas es la siguiente:

Método para transformar un sistema de generadores S de una variedad
L en unas ecuaciones implicitas. Suponemos fijada una base B del espacio
vectorial V', y procedemos de la siguiente manera.

1. Se considera la matriz Ag g, cuyas filas son las coordenadas de los elementos
de S respecto de la base B.

2. Mediante el método del orlado, se identifican el maximo nimero posible de
filas independientes, con lo que se obtiene una base B; de la variedad L.
Digamos que Bj tiene r elementos, es decir, dim(L) = r.

3. Se considera la matriz Ag, g € M,,«,, cuyas filas son una base de L, y la ma-
triz M que resulta al anadir a esta matriz una fila de incégnitas (x1, ..., x,).

4. Un vector (xy,...,x,) estard en L si y sélo si es combinacién lineal de las
filas de Ap, p. Es decir, si y sélo si la matriz M tiene rango r. Imponemos en-
tonces que la matriz M tenga rango r. Usando el método del orlado (orlando
un menor no nulo de tamano r en las r primeras filas de M), esto significa
imponer que n —r determinantes sean nulos. Estos n —r determinantes son
n — r ecuaciones implicitas que definen L.

Este proceso nos sirve ademas para demostrara el siguiente resultado:

Teorema 3.11 Toda variedad lineal, L, de un espacio vectorial de dimension finita, puede
ser representada por unas ecuaciones paramétricas, y por unas ecuaciones implicitas.
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DEMOSTRACION: Toda variedad lineal en un espacio de dimensién finita tiene un sistema
finito de generadores, luego admite unas ecuaciones paramétricas. El método anterior nos
explica como conseguir unas ecuaciones implicitas a partir de éstas, luego L admite también
unas ecuaciones implicitas. 4

3.4. Interseccién y suma de variedades.

Ya hemos visto como se puede determinar una variedad lineal usando ecuaciones paramétri-
cas o implicitas, y como calcular su dimensién. Continuaremos con algunas propiedades
sencillas de las variedades lineales:

Proposicién 3.12 Si Ly y Ly son dos variedades lineales de un espacio vectorial V', en-
tonces L1 N Ly es una variedad lineal.

DEMOSTRACION: Sean vi,vs € Ly N Ly. Como pertenecen a L, entonces vi + vy € Ly,
al ser L variedad lineal. Pero como también pertenecen a Lo, entonces vy + vy € L. Por
tanto, vi + vy € Ly N Lo.

Analogamente se demuestra que si « € Ky v € LN Ly, entonces av € LN Ly. Por tanto,
Ly N Ly satisface las dos propiedades necesarias y suficientes para ser una variedad lineal.

O

Proposicién 3.13 Sean S y T dos sistemas de vectores de un espacio vectorial V. Se
tiene:

1. S C(S).

2. §=(S) & S es una variedad lineal.
3. 8CT = (5)c (D).

4.(5SNnT) C (S)yn(T).

5. (SYu(T)y c (SUT).

DEMOSTRACION:
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1. Trivial.
2. Evidente a partir de las definiciones, ya que (S) es una variedad lineal.

3. Siv € (5), entonces es combinacién lineal de los vectores de S. Pero como S C T', v
es combinacién lineal de los vectores de T', es decir, v € (T').

4. Si un vector es combinacion lineal de los vectores de S NT', entonces es combinacion
lineal de los vectores de .S, y también es combinacién lineal de los vectores de T', es
decir, pertenece a (S) N (T).

5. Como S C SUT, se tiene (S) C (SUT). Del mismo modo (T') C (SUT). Por tanto,
(SYU(T) Cc(SUT).

Observacion: Si conocemos L v Ls, y queremos conocer LN Ly, s6lo tenemos que tomar
unas ecuaciones implicitas de L, y unas ecuaciones implicitas de Lo. El conjunto formado
por todas las ecuaciones formara unas ecuaciones implicitas de L; N Ly. En efecto, un
vector esta en Ly N Loy, es decir, estd en Ly y en Lo, si y sélo si satisface las ecuaciones que
definen L, y ademds las que definen Ls.

Una vez que hemos visto que la interseccion de variedades lineales es una variedad lineal,
y hemos estudiado algunas de sus propiedades, podriamos intentar hacer lo mismo con la
union de variedades lineales. Pero hay que tener cuidado:

Nota: Aunque la interseccién de dos variedades lineales es una variedad lineal, la unién
de dos variedades lineales no es una variedad lineal, en general. Por ejemplo, en R3, la
union de dos rectas que pasan por el origen no tiene por qué ser una recta, y por supuesto
no es un punto, ni un plano, ni todo el espacio.

De todas formas, aunque L; U Ly no sea una variedad lineal, si lo que necesitamos es
una variedad que contenga a L; y a Lo, nos basta tomar (L; U Lg). Tenemos entonces la
siguiente definicién:

Suma de variedades lineales: Sean L; y L, dos variedades lineales de un
espacio vectorial V. Se llama suma de Ly y Ly a la variedad lineal:

L1 + L2 = <L1 U L2>
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Observacién: Por definicién, si conocemos Ly y Ly y queremos hallar L+ Lo, sélo tenemos
que tomar un sistema de generadores S7 de L; y un sistema de generadores S, de Lo. La
union de estos dos conjuntos, S7 U Ss, serd un sistema de generadores de Ly + Ls.

3.5. Propiedades de la suma de variedades. Férmula de la di-
mension.

Dadas dos variedades Ly y Ly en un espacio vectorial de dimensién finita V', hemos definido
la variedad suma L; + Ly. La causa de que esta variedad lineal se llame suma, se encuentra
en el siguiente resultado:

Proposicién 3.14 Sean Ly y Lo dos variedades lineales de un espacio vectorial V. se
tiene:
L1+L2:{V1+V2; vy € Ly, VQELQ}.

DEMOSTRACION: Siv € L;+ Lo, entonces es combinacién lineal de los vectores de LU Lo.
Separemos esta combinacién lineal en dos sumandos v = v; + vo, donde en vy estan todos
los términos en que aparece un vector de L;, y vy contiene el resto de los términos, que
necesariamente consta de vectores de Lo. Entonces vy € (L) = Ly, y vo € (Lg) = Lo.

La otra inclusion es trivial.

Veamos ahora que la suma de dos variedades, L; + Lo, es en realidad la variedad mas
pequena que hubiéramos podido escoger, conteniendo a L U Ls.

Proposicién 3.15 Dado un sistema de vectores S de un espacio vectorial V', la variedad
lineal (S) es la menor variedad lineal que contiene a S. Es decir, si L es una variedad
lineal que contiene a S, entonces (S) C L.

DEMOSTRACION: Si una variedad L contiene a S, es decir, si S C L, entonces (S) C (L) =
Lo

Corolario 3.16 L, + Lo es la menor variedad lineal que contiene a Ly y a Ls.
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Pero no tenemos por qué restringirnos a sumar solo dos variedades. Podemos sumar tantas
como queramos, siempre que sea un numero finito.

Sea V' un espacio vectorial, y sean L1, ..., L,, variedades lineales de V. Se define
la suma de todas estas variedades como la variedad lineal

S Li=Li+ Lyt + Ly = (L1ULyU- - ULy).

=1

De forma analoga a la proposicién anterior, se demuestra lo siguiente:

Proposicion 3.17 Si Ly, ..., L, son variedades lineales de un espacio vectorial V, en-
tonces
L1+"'+LmI{V1+"‘+Vm; VieLi,Vizl,...,m}.

Finalizamos esta seccion con uno de los teoremas mas importantes del algebra lineal, que
relaciona las dimensiones de dos variedades cualesquiera, su suma y su interseccion. Este
teorema es muy util para calcular dimensiones de variedades lineales.

Teorema 3.18 (Férmula de la dimensién) Sean Ly y Ly dos variedades lineales de un
espacio vectorial V' de dimension finita. Se tiene:

DEMOSTRACION: Sea By = {uy,...,u,} una base de L; N Ly. Por el teorema de la base
incompleta, podemos ampliar By hasta una base de L, y también la podemos ampliar
hasta una base de L,. Es decir, existen dos sistemas de vectores, S; = {vi,...,vs} y
Sy = {wr,...,w;} tales que By = By U S es una base de Ly, y By = By U Sy es una base
de L.

Sea B = By U S7 U S;. Vamos a demostrar que B es base de L; + Lg, y con eso habremos
probado el teorema, ya que dim Ly = r + s, dim Ly = r + ¢, dim(L; N Ly) = r, y en este
caso dim(Ly + Lg) =7+ s+ t.

B es sistema de generadores de L; + Lo, ya que B = By U Bs. Por tanto, sélo tenemos que
ver que es linealmente independiente. Consideremos una combinacién lineal:

r s t
Z a;uy + Z Bjv; + Z YW = 0.
i=1 j=1 k=1
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Hay que demostrar que todos los coeficientes deben ser nulos. Sea

T s t
V= E a;ug + E Bivj = — E TkWk-
i=1 j=1 k=1

De la primera forma de escribir v se obtiene que v € Ly, y de la segunda, que v € L.
Por tanto, v € Ly N Ly, v asi v se escribe de forma tinica como combinacion lineal de los
vectores de By. Como también se escribe de forma unica como combinacién lineal de los
vectores de By (la férmula anterior), y By C B, estas dos formas de escribirlo deben ser
la misma. Por tanto, 6, = --- = G, = 0.

Después de esto, nos queda
r t
D oim+ ) wi =0,
i=1 k=1

pero esta es una combinacion lineal de los vectores de By, que es una base, luego todos los
coeficientes son nulos.

3.6. Descomposicion de variedades. Espacio producto y cociente.

como vimos en la seccion precedente, las variedades lineales se pueden intersecar o sumar.
En esta seccién veremos que, si L = L; + Lo, hay ocasiones en que las propiedades de la
variedad L se pueden estudiar facilmente a partir de las propiedades de Ly y Ly. Para ver
cémo esto es posible, definiremos la suma directa de variedades:

Suma directa: Diremos que dos variedades lineales L, L, son independientes,
o que su suma Ly + Ly es suma directa, que escribiremos L; @ Lo, si

Ll N L2 = {0}

La suma directa recuerda mucho al concepto de base. En particular, por el siguiente resul-
tado:

Proposicion 3.19 Sean L, y Lo dos variedades lineales de un espacio vectorial V. La
suma L1+ Lo es directa si y solo si cualquier vector v € Ly + Lo se puede escribir, de una
unica forma, como v = vy + vy, donde vy € Ly y vy € Lo.
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DEMOSTRACION: Supongamos que L; @ Ly. Si un vector v se pudiera escribir de dos
maneras distintas, v = vy +vy = v|+v), donde v, v] € Ly y v, Vv, € Lo, entonces vy # v}
(si no, tendriamos también vo = v}, y la descomposicién serfa la misma). Consideremos
u =v; — v} # 0. Entonces u € L;, pero ademés

v=vi+ve=vi+u+vy)=vi+v), = u=vh)—vy€E Ly

Por tanto, u € L; N Lo, lo que contradice que la suma de L, y Ly sea directa.

Supongamos ahora que cualquier vector se puede escribir de forma tnica como suma de
vectores de Ly y Ls. Si existiera un vector v. € Ly N Ly, entonces podriamos escribir
v =v+0 = 0+v, que serian dos descomposiciones distintas. Esto es imposible, por tanto
LN Ly = {0}, y la suma de estas dos variedades es directa.

Corolario 3.20 Sean L, y Ly dos variedades lineales de un espacio vectorial V. La suma
Ly + Ly es directa si y solo si, si se tiene vi + vy = 0, con vi € L1 y vo € Lo, entonces
Vi = Vg = 0.

DEMOSTRACION: Si L; @ Lo, entonces 0 se puede escribir de una tnica forma como suma
de vectores de Ly y Lo. Por tanto, si 0 = v + v», sélo hay una posiblidad: v; = vy = 0.

Por otra parte, supongamos que el vector 0 solo se puede escribir 0 + 0 como suma de
vectores de L; y L. Si la suma de Ly y Lo no fuera directa, existiria un vector v € L; + Lo
que se podria escribir de dos formas distintas como suma de vectores de L y Lo, digamos
vV = vy + Vo = V| + vj. Pero entonces

0=v—v=(vi— V)~ (V2 V),

donde vi — v} € Ly y vy — v, € Ly, por tanto vi — v = 0y vo — v, = 0, es decir, la
descomposicion es la misma. Por tanto, se tiene Ly @ Lo. o

Estas dos caracterizaciones nos permiten extender la definicion de suma directa a més de
dos variedades lineales.

Suma directa: Dadas m variedades lineales L1, ..., L,, de un espacio vectorial V/,
se dice que son independientes, o que su suma L; +---+ L,, es suma directa,
que escribiremos L1 ® Ly ® - - - ® L,,, si cualquier vector v de dicha suma se puede
escribir, de una tnica forma, como

V=Vt Vi,

donde v; € L; paratodoi=1,...,m.
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También se tiene la caracterizacién andloga al caso de dos variedades lineales, con la misma
demostracion:

Proposicién 3.21 Sean L4, ..., L,, variedades lineales de un espacio vectorial V. Su suma
es directa st y solo si, si se tiene 0 = vy + -+ + v,,,, con v; € L; para todo i, entonces
Vi=vg=---=vV,, =0.

Estos conceptos de suma y de suma directa de variedades lineales se ven mas claramente
cuando todas las variedades son de dimensién 1. En ese caso, se tiene:

Proposicién 3.22 Sea V' un espacio vectorial y sea S = {vy,..., v} un sistema finito
de vectores de V. Se tiene:

LAS) = {(vi) + -+ (V).

2. S es linealmente independiente si y solo si (S) = (v1) @ -+ B (Vy,).

DEMOSTRACION: Las dos propiedades se obtienen directamente a partir de las definiciones.
|

Un caso especial, e importante, de suma directa de dos subespacios es el siguiente:

Dado un espacio vectorial V', dos variedades lineales Ly y Ly de V se dicen
suplementarias si L; ® L, = V.

De la misma forma que hemos probado los resultados anteriores, se tiene:

Proposicion 3.23 Sea V' un espacio vectorial, y sean Ly y Ly dos variedades lineales de
V. Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. Ly y Ly son suplementarios.
2. L1+L2:V, Y leLQZ{O}.

3. Todo vector de v € V se descompone de forma unica como una suma v = vy + Vg,
donde vy € L1 y vo € Lo.
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3.7. Propiedades de la suma directa. Espacio producto.

La importancia de los espacios suplementarios procede de la facilidad para manejar sus
bases y dimensiones:

Proposicién 3.24 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita, y sean Ly y Lo dos
espacios suplementarios, con bases respectivas By y By. Se tiene:

1. By UB; es base de V.

2. dimL; +dim Ly = dim V.

DEMOSTRACION: Como L; @ Ly = V, entonces todo vector de V puede escribirse de una
unica forma como suma de un vector de L; y otro de L,. Pero como B; es base de L y
B, es base de Lo, estos dos vectores se escriben de forma tnica como combinacion lineal
de los vectores de By y Bs. Es decir, cualquier vector de V' se escribe de forma tnica como
combinacion lineal de los vectores de By U By, luego este conjunto es una base de V.

La segunda propiedad es una consecuencia directa de la primera.

El reciproco del resultado anterior también s cierto:

Proposicién 3.25 Sea B = {uy,...,us, Us41,..., 0} una base de un espacio vectorial V.
Sean By = {uy,...,us} y By = {us1,...,w}. Entonces (By) y (By) son dos variedades
suplementarias de V.

DEMOSTRACION: Directa. o

Y por ltimo, este resultado es una reescritura de un resultado anterior:

Proposicién 3.26 Sea V' un espacio vectorial de tipo finito. Toda variedad lineal de V
tiene alguna variedad suplementaria.

DEMOSTRACION: Esto es consecuencia del resultado anterior, y del teorema de la base
incompleta.
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Hemos visto, por tanto, cémo una variedad lineal L (es decir, un espacio vectorial) se puede
descomponer en dos o mas subespacios, L1 ®- - - P L,, de forma éptima: La dimension de L
es la suma de las dimensiones de cada L;, y si conocemos una base de cada L;, su union es
una base de L. Ahora veamos la operacién contraria: dados dos o mas espacios vectoriales
sobre K, de tipo finito, V4,...,V,,, aunque no tengan nada que ver, podremos construir
un espacio vectorial mas grande, V, tal que V=V, & --- G V,,.

Producto de espacios vectoriales Dados dos espacios vectoriales de dimension
finita, V; y V5 sobre un mismo cuerpo K, se define el espacio producto de V; y
V5 como el conjunto

‘/1 X‘/QZ{(VLVQ) ; V1€V17V2€V2}7
donde se definen las siguientes operaciones internas:
» Suma: (ug,uy) + (vy,ve) = (u; + vy, us + va).

» Producto por escalar: a(vy, vs) = (v, avy).

Proposicién 3.27 Dados dos espacios vectoriales de tipo finito, Vi y Vs, sobre un mismo
cuerpo K, el espacio producto Vi X Va es un espacio vectorial. Ademds, dim(V; x V3) =

dim(V7) + dim(V3).

DEMOSTRACION: Se prueba que V; X V5 es un espacio vectorial directamente a partir de
la definicion. Para probar que su dimensiéon es la suma de las de V; y V5, tomemos una
base By = (uy,...,u,,) de Vi, y una base By = (vy,...,v,) de V5. Se prueba de forma
directa que el sistema de vectores

B = ((uy,0), ..., (Wy,0),(0,v1),...,(0,v,))

es base de V] x V4. Por tanto, dim(V; x V3) = m +n = dim (V) + dim(V5). o

3.8. Espacio cociente.

Terminaremos esta seccién, y este tema, estudiando una nocién que es basica en muchas
ramas de las matematicas, en particular en el algebra lineal: el espacio cociente. Fijaremos
a partir de ahora un espacio vectorial V| y una variedad lineal L C V. Basicamente, se
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puede pensar en el espacio cociente de V' sobre L como si fuera el espacio V', pero donde los
vectores de L no tienen ningin valor: es decir, cualquier vector de L representa el vector O
del espacio cociente; y si sumamos a cualquier vector del cociente un vector de L, éste se
queda igual. Vamos a definirlo de forma rigurosa:

Dos vectores u y v de V' se dicen L-equivalentes si su diferencia pertenece a L.
Escribiremos:

u~pv & u—veEL

Proposicién 3.28 La L-equivalencia es una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION: Hay que demostrar las propiedades simétrica, reflexiva y transitiva. Las
tres son directas a partir de la definicién de variedad lineal.

Cuando se define, en cualquier conjunto, una relacién de equivalencia, se pueden considerar
los subconjuntos de elementos que estan relacionados entre si. Estos subconjuntos se llaman
clases de equivalencia. En este caso, las clases de equivalencia se llaman variedades lineales
afines.

Variedad lineal afin: Sea L una variedad lineal de un espacio vectorial V', y sea
v un vector de V. Llamaremos variedad lineal afin que pasa por v con direccién
L, y la notaremos v + L, a la clase de L-equivalencia de v, es decir, al conjunto
formado por todos los vectores de V' que son L-equivalentes a v:

v+L={ueV,; u~yvi={v+w,; welL}

Ejemplo 3.29 Si V = R3 y L es un plano que pasa por el origen de coordenadas, dos
vectores u y v son L-equivalentes si su vector diferencia pertenece a L, es decir, si el
segmento que une los puntos finales de u y v es paralelo al plano L. Por tanto, la variedad
lineal afin que pasa por un vector v con direccion L, estd formada por todos los vectores
cuyos puntos finales forman un plano: el que contiene al punto final de v y es paralelo a L.

Ast, las variedades lineales con direccion L son, en cierto modo, todos los planos paralelos
a L.
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Ejemplo 3.30 Al igual que en el ejemplo anterior, si V = R? y L es una recta que pasa
por el origen, entonces las variedades lineales afines con direccion L vienen determinadas
por las rectas paralelas a L, es decir las que tienen la misma direccion que la recta L.

Una propiedad evidente de las variedades lineales afines es la siguiente:

Proposiciéon 3.31 Dados u,v € V, se tiene:

u+L=v+L & u~rv <& u—-vewlL.

Nota: Aunque L sea una variedad lineal, las variedades lineales afines correspondientes
no son variedades lineales, en general. Esto se puede ver en los dos ejemplos anteriores
(los planos o rectas que no pasan por el origen no determinan variedades lineales), o bien
por el siguiente razonamiento: Si u € v 4+ L, entonces 2u € v + L si y sélo si u € L. Pero
en ese caso, v ~p u ~p, 0, luego v+ L = 0 + L. Por tanto, la tnica variedad lineal afin
con direccion L que es una variedad lineal es 0 + L, es decir, la misma L.

De todas formas, aunque las variedades lineales afines no sean variedades lineales, si van a
ser los elementos de un nuevo espacio vectorial, llamado espacio cociente.

Espacio cociente: Sea L una variedad lineal de un espacio vectorial V. Llamare-
mos espacio cociente de V sobre L, y lo denotaremos V/L, al conjunto formado
por las variedades lineales afines con direccién L, donde definimos las siguientes
operaciones:

» Suma: (u+ L)+ (v+L)=(u+v)+ L.

» Producto por escalar: a(u+ L) = (au) + L.

Proposicion 3.32 La suma y el producto que acabamos de dar, estan bien definidos.

DEMOSTRACION: Necesitamos este resultado ya que, si queremos sumar variedades lineales
afines, la suma no puede depender del representante (el vector) que tomemos. Es decir,
debemos demostrar que, si u+ L = u’' + L y ademéas v + L = v/ + L, entonces las clases
de equivalencia (u+ v) + L y (0’ 4+ v’) + L son iguales. Pero sabemos que u ~p u’, luego
u—u’ € L. Andlogamente v—v’ € L. Por tanto, (u—u')+(v—v’) = (u+v)—(u'+Vv’) € L.
Es decir, (u+v) ~p (0'+Vv’), luego (u+v)+ L = (0’ + V') + L como queriamos demostrar.
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Por otro lado, siu+L = u + Ly a € K, entonces (u — u') € L, luego a(u —u’) =
au — au’ € L. Por tanto (au) + L = (au’) + L, y se obtiene el resultado. o

Teorema 3.33 Sea L una variedad lineal de un espacio vectorial V sobre K. El espacio
cociente V//L, con las dos operaciones que acabamos de definir, es un espacio vectorial
sobre K. Ademads, si V' es de dimension finita, se tiene:

dim(V/L) = dim(V') — dim(L).

DEMOSTRACION: La demostracién de que V/L es un espacio vectorial, es directa. Ob-
servemos que el elemento neutro de la suma de clases es la clase 0 + L. Para probar la
férmula que relaciona sus dimensiones, tomemos una base B; = (uy,...,u,) de L. Esta
base se podra ampliar a una base B = (uy, ..., u,, u,11,...,u,) de V. Vamos a probar que
By = (w41 + L,...,u, + L) es una base de V/L, y esto demostrara el resultado.

Probemos primero que Bs es sistema de generadores. Sea v + L una clase de equivalencia
cualquiera. Como v € V| podremos escribirlo como combinacion lineal de los elementos de
B. Es decir, v=aju; + - - - + a,u,. Sea u = ayu; + - - - + a,u,.. Claramente u € L, luego
u=v—u~pv,donde v =, 0,41+ -+ ayu, Peroenesecasov+ L =u"+ L =
ary1(Wpg1 + L) + -+ - + ap(u, + L). Es decir, cualquier clase de equivalencia, v + L, puede
escribirse como combinacién lineal de los elementos de Bs.

La demostracion estara completa si probamos que B es un sistema libre. Supongamos que
tenemos una combinacién lineal

ar+1(ur+1 T L) +- an(“n + L) =0+ L.

Esto implica que
(ar+1ur+1 +ooee Oénun) +L =0+ L7

es decir, (410,41 + -+ + ayu,) € L. Pero la variedad lineal generada por los vectores
(Wy11,...,u,) es suplementaria a L (ya que B es una base), luego la tnica posiblidad es
que (411 + -+ - + apu,) = 0, por lo que a4 = -+ = a,, = 0. Esto nos dice que los
elementos de B, son linealmente independientes. 4

Ejemplo 3.34 Si L es un plano de V. = R3, que pasa por el origen, los elementos del
espacio cociente son los planos paralelos a L. La suma de dos planos 11y y 1y, da como
resultado otro plano 1l3: si se toma un vector u; cuyo punto final esté en Iy, y un vector
Uy, cuyo punto final esté en Ily, el punto final del vector u; + uy estard en Il3. Del mismo
modo, el producto de o por 11y es el plano que contiene al punto final del vector au;.
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Esta nocién de espacio cociente sera utilizada en el tema siguiente. Pero lo mas importante
de las variedades lineales afines es su relacién con los sistemas de ecuaciones lineales. En el
tema siguiente veremos que las soluciones de un sistema lineal cualquiera, forman siempre
una variedad lineal afin.
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Tema 4. Aplicaciones lineales

4.1. Definicién y propiedades.

Cuando en matematicas se estudia un tipo de conjuntos, se deben estudiar también las
aplicaciones (o funciones) entre ellos. Si ademés, estos conjuntos tienen definidas operacio-
nes internas o externas, nos interesaran las aplicaciones que preserven estas operaciones.
Como estamos estudiando espacios vectoriales, veamos qué tipo de aplicaciones preservan
sus dos operaciones: suma de vectores, y producto de vectores por escalares.

Aplicacién lineal: Sean V' y V' dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo
K. Sea f una aplicacion de V en V', que escribiremos:

f: V-V,

Esto quiere decir que a cada elemento v € V' le hacemos corresponder un elemento
f(v) € V. Diremos que f es una aplicacién lineal, o un homomorfismo, si se
cumplen las condiciones siguientes:

= flu+v)=f(u)+ f(v) Yu,v € V.
= flav) = af(v) Vae K, Vv eV.

Ejemplo 4.1 Hay dos ejemplos triviales de aplicaciones lineales. En primer lugar, st V =
V', tenemos la llamada aplicacién identidad, id: V — V', definida por id(v) = v para
todo v € V.

Por otra parte, para cualesquiera Vy V', siempre existe la aplicacién nula, O : V — V/,
definida por O(v) = 0, para todo v € V. Tanto la aplicacion identidad como la aplicacion
nula son claramente aplicaciones lineales.

Algunas propiedades basicas de las aplicaciones lineales son las siguientes:

Proposicién 4.2 Sea f : V — V' una aplicacion lineal entre espacios vectoriales. Se
tiene:

1. f(0) =0, para cualquier aplicacion lineal f.
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2. f(=v)=—=f(v), paratodov eV.

DEMOSTRACION:

1. Para todo v eV, f(v) = f(v+0) = f(v) + f(0), luego f(0) = f(v) — f(v) =0.
2. A partir de la definicién, se tiene f(—v) = f((—=1)v) = (=1)f(v) = —f(v).

Proposicion 4.3 Sea f : V. — V' una aplicacion lineal entre espacios vectoriales. Se
tiene:

1. flaavi+ -+ av,) =aif(vi)+ -+ a.f(v,), Yaq,...,a. € K, Yvy,...,v, € V.

2. 515 ={uy,...,u.} esun sistema de vectores de V linealmente dependiente, entonces
f(S) ={f(w),..., f(u,)} es un sistema de vectores de V' linealmente dependiente.

3. Sig: V' = V" es otra aplicacion lineal, entonces la composicion go f: V. — V" es
una aplicacion lineal.

DEMOSTRACION:

1. El resultado es cierto por definicién para r = 2, ya que f(a1vy + aovs) = f(agvy) +
flagvy) = ay f(vy) +asf(ve). Si suponemos el resultado cierto para r —1, con r > 2,
se prueba para r de la siguiente manera:

f(alvl +-+ arvr) = f(Oqu +t a1V £ arvr) =
f(alvl + -4 ar—lvr—l) + f(arvr) = alf(vl) + - el ar—lf(vr—l) + an(VT)‘

2. Si S es un sistema linealmente dependiente, existen unos escalares ag,...,q,, no
todos nulos, tales que ayvy + - -+ + a,.v, = 0. Aplicando f a ambos términos de esta
igualdad, se obtiene

flagvy + -+ a,v,.) = f(0),

es decir, por el apartado anterior y por el resultado anterior,
arf(vi) +---+a,f(v,) =0.

Por tanto, hemos obtenido el vector 0 € V’ como combinacién lineal de los vecto-
res de f(.5), donde no todos los coeficientes son nulos, luego f(S) es linealmente
dependiente.
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3. Dados u,v € Vya€ K, se tiene (go f)(u+v)=g(f(u+v)) =g(f(u) + f(v))

g9(f(w)) +g(f(v)) = (g0 f)(u)+(go f)(v), y por otra parte, (go f)(av) = g(f(av))
glaf(v)) =ag(f(v)) =a(go f)(v). Luego g o f es una aplicacién lineal.

4.2. Imagen y nucleo.

Dados dos espacios vectoriales, V' 'y V'  al conjunto de los homomorfismos (aplicaciones
lineales) de V en V' lo denotaremos Hom(V, V’). Por tanto, a partir de ahora en lugar de
decir: “sea f: V — V' una aplicacién lineal”, diremos: “sea f € Hom(V,V')”.

Imagen y nicleo: Sea f € Hom(V,V’). Se llama imagen de f, denotada por
Im(f) o por f(V), al siguiente subconjunto de V":

Im(f) = {f(v); veV}

Se llama ntcleo de f, denotado por ker(f) o por f~1(0), al siguiente subconjunto
de V:

ker(f) = {v € V| f(v) = 0},

Proposicién 4.4 Dada f € Hom(V, V"), los conjuntos Im(f) y ker(f) son variedades
lineales de V' y V', respectivamente.

DEMOSTRACION: Dados u,v € ker(f) y a € K, se tiene f(u) = 0y f(v) = 0. entonces
flu+v)=f(u)+ f(v)=0+4+0=0., luego u+v € ker(f), y ademds f(av) =a f(v) =
a0 = 0, por lo que av € ker(f). Por tanto ker(f) es una variedad lineal de V.

Por otra parte, dados u',v' € Im(f) y a € K, existen u,v € V tales que f(u) = u'y
f(v) = v'. Entonces se tiene u' + v/ = f(u) + f(v) = f(u+v), luego u’ + v’ € Im(f), y
ademds av’' = af(v) = f(av), luego av’ € Im(f). Por tanto Im(f) es una variedad lineal
de V',

O
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Proposicién 4.5 Si G = {uy,...,u,} es un sistema de generadores de V', entonces
f(GQ) ={f(w1),..., f(u,)} es un sistema de generadores de Im(f).

DEMOSTRACION: Dado un vector v/ € Im(f), existe un vector v € V tal que f(v) = v'.
Como G es un sistema de generadores de V', existen unos escalares ag,...,«a, € K tales
que v =aquy + - - - + a,u,. Aplicando f as ambos lados de esta ecuacion, se tiene f(v) =
flaqug + - -+ + a,uy,), es decir, v/ = ag f(uy) + -+ - + o, f(uy,). Por tanto f(G) es sistema
de generadores de Im(f). o

Rango: Dada una aplicacién lineal f € Hom(V, V), llamamos rango de f a la
dimensién de Im(f).

Teorema 4.6 Si V es un espacio vectorial de dimension finita, y f € Hom(V, V"), enton-
ces

dimker(f) 4+ dim Im(f) = dim V.

DEMOSTRACION: Como V es de dimensién finita, entonces ker(f) C V también tiene
dimensién finita. Sea B; = {uy,...,u,} una base de ker(f). Ampliemos esta base hasta
una base B = {uy,...,u,,Us11,...,u,} de V. Por la proposicién anterior, el sistema f(B)
serd un sistema de generadores de Im(f). Pero como f(u;) = 0 para todo i < r, se tiene:

f(B) = {07'"7Oaf(ur+1)>"'vf(un)}'

Por tanto, el sistema S = {f(u,41),..., f(u,)} es un sistema de generadores de Im(f).
Para terminar la demostracion, necesitamos probar que S es libre. Si tuviéramos una
combinacion lineal

s f(Wg1) + - + an f(u,) = 0,
tendriamos, al ser f una aplicacién lineal:

flapsiupy + -+ apu,) =0 = appUg + -0 + apuy, € ker(f).

Pero el espacio generado por {u,,1,...,u,} es suplementario a ker(f) (al ser B una base
de V), por tanto, @, 410,41 + - + a,u, = 0. Pero entonces, al ser B una base, se tiene
Qpy1 =+ = a, = 0. Es decir, S es libre, como queriamos demostrar.
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4.3. Imagen e imagen inversa de variedades lineales. Aplicaciones
inyectivas.

Si tenemos una aplicacién f € Hom(V, V’), podemos preguntarnos en qué se transforman,
mediante f, las variedades lineales de V' y de V.

Proposicién 4.7 Sea f € Hom(V, V') y sea L una variedad lineal de V. Entonces f(L) =
{f(v); v € L} es una variedad lineal de V'.

DEMOSTRACION: Se puede demostrar de forma directa, pero hay otra demostracién maés
interesante. Consideremos la aplicacién fj, : L — V', que a cada vector v € L le asocia
fi.(v) = f(v). Esta aplicacién se llama restriccion de f a L. Como f|, coincide con f en
todos los vectores de L, y L es una variedad lineal (i.e. un espacio vectorial), f|, satisface
todas las propiedades de aplicacién lineal, es decir fj, € Hom(L,V”). Pero es evidente que
Im(fiz) = f,(L) = f(L). Como sabemos que la imagen de cualquier aplicacién lineal es
una variedad lineal, se sigue que f(L) es variedad lineal, como querfamos demostrar.

Sea f € Hom(V,V’). Dado v/ € V', llamamos imagen inversa de v’ por f, al
conjunto:

)= {vEuFa=7}

Dada una variedad lineal L' C V', llamamos imagen inversa de L' por f, al
conjunto:

[ ={vevifvert=J v

v'el’

Proposicién 4.8 Sea f € Hom(V,V’). La imagen inversa por f de cualquier variedad
lineal de V' es una variedad lineal de V.

DEMOSTRACION: Directa. o

Nota: Observemos que este resultado nos demuestra, de otra manera, que ker(f) es una

variedad lineal, ya que ker(f) = f~1({0}).

Pero podemos decir todavia mas:
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Proposicién 4.9 Sea f € Hom(V, V'), yseav' € V'. Siv' ¢ Im(f), entonces f~*(v') = 0.
Pero si v/ € Im(f), entonces la imagen inversa f~'(v') es una variedad lineal afin, con
direccion ker(f).

DEMOSTRACION: La primera afirmacién es evidente. Supongamos entonces que v’/ &
Im(f). Esto quiere decir que existe un vector v € V tal que f(v) = v'. Como, en este caso,
v es un vector de f~(v’), tenemos que demostrar que

(V) = v +ker(V).

Pero un vector vy pertenece a f~1(v') si y sélo si f(vg) = v'. Esto ocurre si y sélo si
f(v) = f(vo) = f(v —vg) = 0, es decir, si y sélo si v — vy € ker(f). Hemos probado
entonces que un vector estd en f~1(v’) siy sélo si estd en la variedad lineal afin v + ker(f).
Esto es lo que querfamos demostrar.

Recordemos que una aplicacion f: V — V' se dice inyectiva si no hay dos elementos de
V' cuya imagen por f sea la misma. Y f se dice sobreyectiva si f(V)) = V', o dicho de
otra forma, si todo elemento de V' tiene una preimagen por f. Una aplicacion inyectiva y
sobreyectiva se dice biyectiva. En ese caso cada elemento de V"’ estd relacionado (mediante
f) con uno, y sélo uno, de los elementos de V.

Los homomorfismos inyectivos pueden determinarse facilmente mediante su nicleo:

Proposicién 4.10 Una aplicacion lineal f € Hom(V,V') es inyectiva si y sélo si

ker(f) = {0}

DEMOSTRACION: En primer lugar, supongamos que ker(f) # {0}. Entonces existird un
vector no nulo v € ker(f), luego se tiene v # 0y f(v) = 0 = f(0). Por tanto, f no es
inyectiva.

Reciprocamente, supongamos que f no es inyectiva. Entonces existirdn dos vectores u # v
en V tales que f(u) = f(v). Pero en ese caso tenemos f(u —v) = f(u) — f(v) = 0. Por
tanto u — v € ker(f), luego en ker(f) hay un vector no nulo, es decir, ker(f) # {0}. o

Aparte de esta caracterizacién, las aplicaciones lineales inyectivas tienen otras propiedades
interesantes:

Proposicién 4.11 Sea f € Hom(V,V’), donde V tiene dimension finita. Las siguientes
condiciones son equivalentes:
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1. f es inyectiva.
2. dimV =dim f(V).

3. 8 B ={uy,...,u,} es una base de V', entonces f(B) = {f(wy),..., f(u,)} es una
base de f(V).

4. St B={uy,...,u,} es una base de V', entonces f(B) es un sistema libre.

5. Para todo sistema libre S C V', el sistema f(S) también es libre.

DEMOSTRACION: Las dos primeras condiciones son equivalentes, ya que f es inyectiva si
y sélo si ker(f) = {0}, es decir, si y s6lo si dim ker(f) = 0. Por la férmula que relaciona las
dimensiones de V', ker(f) e Im(f), esto es equivalente a dim V' = dim Im(f) = dim f(V).

Por otra parte, sabemos que si B = {uy,...,u,} es una base de V, entonces f(B) es un
sistema de generadores de f(V'). Por tanto, f(B) serd base de f(V') siy sélo si f(B) es un
sistema libre, lo que sucede si y s6lo si dim V' = dim f(V'). Por tanto, las condiciones 2, 3
y 4 son equivalentes.

Como la condicion 4 es un caso particular de la condicién 5, ésta iltima implica la anterior.
Sélo nos queda por demostrar, entonces, que cualquiera de las 4 primeras condiciones
implica la condicién 5. Supongamos entonces que f es inyectiva, y sea S = {uy,...,u,} un
sistema libre de vectores de V. Para demostrar que f(S) es libre, tomemos una combinacién
lineal:

ajf(uy) + -+ a,f(u,) =0.

Hay que demostrar que todos los coeficientes son nulos. Pero como f es una aplicacion
lineal, tenemos:

arf(a)+ -+ a.f(u,) = flaoqug + - - + apu,) = 0.

Como f es inyectiva, ayu; + --- + a,u,, = 0, y como S es un sistema libre, todos los
coeficientes son cero. Esto termina la demostracién.

4.4. Isomorfismos.

Ya hemos estudiado un poco las aplicaciones inyectivas. Otros tipos de aplicaciones lineales
son los siguientes:
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Endomorfismo: Es un homomorfismo f € Hom(V,V) (de V en si mismo). Al
conjunto de los endomorfismos de V' se le suele denotar: End(V') = Hom(V, V).
Isomorfismo: Es un homomorfismo f € Hom(V, V') biyectivo (es decir, inyectivo
y sobreyectivo).

Automorfismo: Es un endomorfismo biyectivo. Es decir, un isomorfismo de V
en si mismo.

Por ejemplo, la aplicacién identidad id € Hom(V, V') es un automorfismo. Pero la aplicacién
nula O € Hom(V, V') sélo seria un automorfismo si V=V’ = {0}.

Espacios isomorfos: Dos espacios vectoriales V' y V' se dicen isomorfos si existe
un isomorfismo f € Hom(V, V’).

El concepto de espacios isomorfos es muy importante. Si dos espacios son isomorfos, todas
las propiedades que demostremos para uno de ellos (usando las propiedades de los espacios
vectoriales), son validas para el otro. Por tanto, si nos sentimos més cémodos trabajando
con uno de ellos, podemos hacerlo sin ningin problema. Esto es lo que hicimos en el
tema anterior cuando definimos las coordenadas de un vector: definimos un isomorfismo
Cg: V — K" Es decir, demostramos que todo espacio vectorial V' de dimensiéon n sobre
un cuerpo K es isomorfo a K".

Algunas propiedades de los isomorfismos son las siguientes:

Proposicién 4.12 Se tienen las siguientes propiedades:

1. La composicion de dos isomorfismos es un isomorfismo.
2. f € Hom(V, V') es un isomorfismo si y sélo si ker(f) = {0} e Im(f) =V".

3. Si'V es de dimension finita, f € Hom(V, V') es un isomorfismo si y sdlo si dimV =
dim f(V) = dim V".

4. SiV es de dimension finita, f € End(V') es un automorfismo si y solo y es inyectiva.
Y esto ocurre si y solo si f es sobreyectiva.

5. Si f € Hom(V, V') es un isomorfismo, entonces la aplicacién inversa f~*: V' —V
es también un isomorfismo.

6. Dos espacios vectoriales de dimension finita, sobre un mismo cuerpo, son isomorfos
sty solo si tienen la misma dimension.
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DEMOSTRACION:

1.

4.5.

Esto es consecuencia de que la composicién de dos funciones biyectivas es una funcién
biyectiva.

f es inyectiva si y sélo si ker(f) = {0}, y es sobreyectiva si y sélo si Im(f) = V’, por
tanto, sera biyectiva si y sélo si las dos condiciones son ciertas.

. Anélogo a lo anterior: f es inyectiva si y s6lo si dim V' = dim f(V'), y es sobreyectiva,

siy s6lo si f(V) =V’ es decir, siy sélo si dim f(V) = dim V.

Esto es consecuencia de la propiedad anterior, ya que en este caso V' =V y tanto
la inyectividad como la sobreyectividad de f son equivalentes a dim V' = dim f(V').

Si f es un isomorfismo, es decir, una aplicacién biyectiva, podemos definir su inversa,
que también serd biyectiva. Sélo tenemos que demostrar, entonces, que f~! es una
aplicacién lineal. Sean u’, v € V', y sea o € K. Como f es biyectiva, existen u,v € V
tales que f(u) =u’y f(v) = v'. Entonces se tiene:

V) = ) + f(v) = fH futv) =ut+v = 1) + (V).
Por otra parte,

fH o) = fTHaf(u) = fH(flaw)) = au = af ' (u).
Por tanto, f=! es una aplicacién lineal, y como es biyectiva, es un isomorfismo.

Si V' tiene dimension n, tomemos cualquier base B de V. Sabemos que existe una
aplicacién lineal biyectiva Cg : V' — K", es decir, V' es isomorfo a K™. Si V' es otro
espacio vectorial de dimensién n, tomamos una base B’ y consideramos el isomorfismo
Cp : V! — K". Entonces la aplicacién lineal C;}C 5 es un isomorfismo de V en V.

Visto de otra forma, como ser isomorfo es una relaciéon de equivalencia, y todos los
espacios vectoriales de dimension n son isomorfos a K", todos ellos son isomorfos
entre si.

Aplicaciones lineales y matrices I.

Hasta ahora hemos visto las definiciones y algunas propiedades de las aplicaciones lineales.
Pero, jcémo podemos definirlas? Es decir, como V tiene un ntimero infinito de vectores,
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JHay que saber la imagen de cada uno de ellos para saber cémo es una aplicacion lineal?
Veamos que, afortunadamente, esto no es necesario: nos basta conocer la imagen de los
elementos de una base de V.

Proposicion 4.13 Sean V y V' dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K. Sea
B = {vy,...,v,} es una base de V, y sea S = {vi,...,vi} un sistema cualquiera de
vectores de V'. Entonces eziste una unica aplicacion lineal f € Hom(V, V') tal que f(v;) =
Vi parai=1,...,n.

DEMOSTRACION: La aplicacién f se define de la siguiente manera: Dado cualquier vector
v € V, se puede escribir de manera tinica como v = a;vy +- - -+, v,,. Definimos entonces:
f(v)=aif(vi)+ -+ anf(vn) = yvi + - -- + a,Vv,,. Esta aplicacién estd bien definida,
ya que los coeficientes aq, ..., a, estan univocamente determinados por v.

Se demuestra que f es aplicaciéon lineal de forma directa.

Por ultimo, si existiera otra aplicacién lineal g, tal que g(v;) = v, para i = 1,...,n,
entonces la imagen de un vector v = ay vy +- - -+, v, serfa g(v) = g(a;vi+- - +a,v,) =
arg(vy) + -+ ang(vy) = avi + -+ + apvl, = f(v). Por tanto, como v es un vector
cualquiera, la aplicacién g es igual a f.

Acabamos de demostrar, por tanto, que para conocer cémo es una aplicacion lineal, basta
conocer las imagenes de los elementos de una base. Observemos que, por la unicidad de-
mostrada en el resultado anterior, toda aplicacién lineal es de la forma descrita: si sabemos
las imagenes por f de los elementos de una base, entonces f tiene que ser obligatoriamente
la funcién definida arriba.

Ahora veamos que, si el espacio de llegada V' también es de dimensién finita, entonces las
aplicaciones lineales se describen todavia mas facilmente.

Proposicion 4.14 Sean V' y V' dos espacios vectoriales, sobre un mismo cuerpo K, de
dimensiones n y m respectivamente. Sea B una base de V', sea B’ una base de V', y con-
sideremos una aplicacion lineal f € Hom(V,V’).

Sea A € Myuxn la matriz cuya columnas representan los vectores de f(B) (es decir, sus
coordenadas respecto de la base B'). Entonces, dado un vector cualquierav € V', con coorde-
nadas vg = (x1,...,%,), las coordenadas de f(v), que denotaremos f(V)p = (Y1, -, Ym),
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estan determinadas por:

(A apx aiz2 *-- QAin T
Y2 Q21 QA2 -+ d2n T2
= )

Ym Am1 Am2 *°° Amn Tm
es decir: f(v)g = Avpg.
DEMOSTRACION: Si B = (vy,...,v,) y B' = (v{,...,v/), sabemos, por construccién,
que f(v;) = ayuv) + -+ + apv,,. Entonces, dado un vector v € V, con coordenadas
vp = (21,...,2,), se tiene v = zyvy + - -+ + x,v,,. Por tanto,

) = T ()44 20 f () = T(@nVh ok Vi) o Za(anV] o GV,
Agrupando los coeficientes de cada v}, tenemos:
f(v) = (anz1 + -+ a1pxn) Vi + -+ (@11 + - -+ QT ) V),
Por tanto, si f(v)p = (Y1, -, Ym), tendremos
Yi = i1 T1 + * -+ Qinp,

que es lo que querfamos demostrar. 4

Acabamos de demostrar que una aplicacién lineal, entre un espacio de dimensién n y un
espacio de dimensién m (sobre un mismo cuerpo), estd completamente determinada por
una matriz m X n. Y a la inversa: toda matriz m x n determina una aplicacién lineal. Por
tanto, hemos demostrado lo siguiente:

Corolario 4.15 Dados dos espacios vectoriales V' y V', de dimensiones m y n, sobre el
mismo cuerpo K, eziste una biyeccion M : Hom(V, V') — M, «n.

DEMOSTRACION: Basta fijar una base B de V y una base B’ de V', y asociar a cada
aplicacion lineal f € Hom(V, V') la matriz M (f) definida en la proposicién anterior.

Otra consecuencia importante de la proposicion anterior es la relacion entre la composicién
de aplicaciones lineales y el producto de matrices:
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Corolario 4.16 Sean V, V' y V" tres espacios vectoriales de dimension finita, donde
fijamos tres bases, B, B' y B", respectivamente. Sean f € Hom(V, V'), g € Hom(V', V"),
y sean M(f) y M(g) sus matrices correspondientes. Entonces la matriz correspondiente a
go f € Hom(V, V") es:

M(go f) = M(g)M(f).

DEMOSTRACION: Si v € V| sabemos que f(v) = M(f)v, y dado v/ € V' sabemos que
g(v') = M(g)v'. Por tanto,

go f(v)=g(f(v)) = g(M(f)v) = M(g)M(f)v,

por lo que la matriz de go f es la matriz producto M (g)M(f), como queriamos demostrar.

O

4.6. Aplicaciones lineales y matrices II.

La relacion entre las aplicaciones lineales y las matrices va mas alla de la mera formula para
describir coordenadas. La mayoria de las propiedades que conocemos sobre las matrices,
tienen sentido al hablar de las aplicaciones lineales, y nos ayudaran a estudiar estas tltimas.
Recordemos, por ejemplo, que el rango de una aplicacién lineal f es la dimension de Im(f).
Se tiene:

Proposicién 4.17 Sea f € Hom(V, V'), donde V' y V' tienen dimensidn n y m respecti-
vamente. Sea M (f) € Mxn la matriz asociada a f respecto de dos bases cualesquiera de
V y V'. Entonces se tiene:

1. El rango de f es igual al rango de M(f).
2. f es inyectiva si y solo si rg(M(f)) = n.
3. f es sobreyectiva si y sélo si rg(M(f)) = m.

4. f es un isomorfismo si y solo si M(f) es cuadrada y no singular.

DEMOSTRACION: La primera propiedad se demuestra como sigue: si tomamos una base
cualquiera B = {vy,...,v,} de V| el rango de f es igual a la dimensién de la variedad
generada por {f(vy),..., f(v,)}. Pero las columnas de la matriz M (f) representan a estos
n vectores, luego esta dimensién es igual al rango de M(f), como querfamos demostrar.
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Por otra parte, el rango de f es la dimensién de f(V'), y sabemos que f es inyectiva si y sélo
si esta dimensién es igual a la de V. Es decir, si y sélo si rg(M(f)) = n. Esto demuestra la
segunda propiedad.

Demostramos la tercera como sigue: f serda sobreyectiva si y sélo si los vectores
{f(v1),..., f(v,)} generan un espacio de dimensién m (la dimensién de V’). Pero esto
pasa si y sélo si en las columnas de V' hay m vectores linealmente independientes. Es decir,

si rg(M(f)) = m.

Para demostrar la cuarta condicién, recordemos que V' 'y V' sélo pueden ser isomorfos (y
lo son) si tienen la misma dimensién. Por tanto, supondremos que dimV = dim V' = n,
luego M (f) serd una matriz cuadrada. Hay que demostrar que f es un isomorfismo si y
sélo si M(f) es no singular. Pero por las dos propiedades anteriores, f es isomorfismo, es
decir, f es biyectiva, si y sélo si rg(M(f)) = n, esto es, si y sélo si M(f) es no singular.

Una consecuencia evidente de este resultado es la siguiente:

= Si n < m, entonces f podria ser inyectiva, pero nunca podria ser sobreyectiva.
= Sin > m, entonces f podria ser sobreyectiva, pero nunca podria ser inyectiva.

= Si n =m, entonces f es inyectiva si y solo si es sobreyectiva.

En este tltimo caso, sabemos que f admite una funcién inversa f~!, que es también una
aplicacién lineal. Por supuesto, la matriz de f~! es la inversa de la matriz de f:

Proposicién 4.18 Sean V' y V' dos espacios vectoriales isomorfos, de dimension finita.

Sea f € Hom(V, V') un isomorfismo, y sea M(f) su matriz asociada (respecto de dos bases
fijadas). Entonces la matriz de f~' es: M(f~') = M(f)™'.

DEMOSTRACION: Sabemos que si f es un isomorfismo, entonces M (f) es no singular, y por
tanto existe su matriz inversa M (f)~!. Pero si f(v) = M(f)v, entonces v = M(f)~' f(v),
para cualquier v € V. Es decir, f~!(v') = M(f)~'v/, para cualquier v € V. Esto quiere
decir que la matriz de f~' es M(f)™'.

Si estudiamos aplicaciones lineales usando matrices, también podemos calcular los elemen-
tos principales de una aplicacién, como su nicleo o su imagen.
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Proposicién 4.19 Sea f € Hom(V,V'). Fijemos dos bases de V. y V', y sea M(f) la
matriz de f respecto de estas dos bases. Sea x un vector que representa las coordenadas de
un elemento cualquiera de V. Entonces:

1. Las columnas de M(f) son un sistema de generadores de Im(f).

2. M(f)x =0 son unas ecuaciones implicitas de ker(f).

DEMOSTRACION: Las dos propiedades son una aplicacién directa de las definiciones.

Algo andlogo podemos hacer para las variedades lineales de V' y V:

Proposicién 4.20 Sea f € Hom(V, V') y M(f) la matriz de f, como antes. Sean L y
L' variedades lineales cualesquiera de V' y V', respectivamente. Supongamos que A es una
matriz cuyas columnas forman un sistema de generadores de L, y que Bx' = 0 son unas
ecuaciones implicitas de L'. Entonces:

1. Las columnas de M(f)A forman un sistema de generadores de f(L).

2. BM(f)x=0 son unas ecuaciones implicitas de f~'(L).

DEMOSTRACION: Las dos propiedades son consecuencia de la férmula x' = M(f)x, que
relaciona las coordenadas de un vector v € V' con las del vector f(v) € V. 5

4.7. Primer teorema de isomorfia.

Una de las aplicaciones mas importantes de la relacion entre las aplicaciones lineales y las
matrices, es el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales. Recordemos que un sistema
lineal puede escribirse de forma matricial:

Ax = b.

Pero ahora sabemos que toda matriz A puede verse como la matriz de una aplicacion
lineal, es decir, podemos considerar que A = M(f), para una cierta aplicacién lineal f.
Pero entonces el sistema anterior se lee:

f(x) =b.
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Como x es el vector incognita, resolver el sistema consiste en encontrar los vectores cuya
imagen por f sea b. Es decir, la solucién del sistema es exactamente la variedad lineal afin
f/~1(b). Con este razonamiento tan sencillo, hemos demostrado un resultado importante:

Teorema 4.21 El conjunto de soluciones de un sistema lineal es una variedad lineal afin.

Pero podemos decir todavia més. Sabemos que f~!(b) es igual a v + ker(f), donde v es
cualquier vector tal que f(v) = b. Es decir, si conocemos una sola solucién, v, del sistema,
entonces obtenemos todas las soluciones suméandole los elementos de ker(f). Sabemos que
un vector vy pertenece a ker(f) si y sélo si M(f)vy = 0. En nuestro caso, Avy = 0.
iPero este es el sistema homogéneo asociado al sistema de partida! (es decir, el que resulta
al hacer cero todos los términos independientes). En efecto, las soluciones del sistema
homogéneo Ax = 0 forman la variedad lineal ker(f). Por tanto, hemos demostrado el
siguiente resultado.

Teorema 4.22 Consideremos un sistema de ecuaciones lineales completo, Ax = b, y su
sistema homogéneo asociado Ax = 0. Supongamos que conocemos una solucion particular v
del sistema completo, y la variedad lineal L de soluciones del sistema homogéneo. Entonces
la solucion general del sistema completo es la variedad lineal afin v + L.

Por tanto, cuando tengamos un sistema compatible indeterminado con matriz de coeficien-
tes A € M,,«n, N0 s6lo sabemos que tiene infinitas soluciones, sino que éstas forman una
variedad lineal afin, cuya variedad de direccién (ker(f)) tiene dimensién n — rg(A).

Terminaremos esta seccién con un teorema importante, llamado primer teorema de iso-
morfia, que puede dar una idea mas precisa de cémo son las aplicaciones lineales, sus
nicleos y sus iméagenes. Recordemos que si L es una variedad lineal de una espacio vec-
torial V| entonces podemos considerar el espacio cociente V/L. Si tenemos una aplicacién
f € Hom(V, V'), su ntcleo, ker(f) es una variedad lineal de V| por tanto, podremos con-
siderar el espacio cociente V/ker(f). En teorema es el siguiente:

Teorema 4.23 (Primer teorema de isomorfia) Dada f € Hom(V,V’), el espacio
cociente V/ker(f) es isomorfo a Im(f). Un isomorfismo entre estos dos espacios es el
siguiente:

v V/ker(f) — Im(f),
definido por (v +ker(f)) = f(v).
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DEMOSTRACION: Primero hay que demostrar que ¢ estd bien definida, es decir, que si
vy + ker(f) = vy + ker(f), entonces f(vy) = f(vy). Pero vy + ker(f) = vy + ker(f) si y
sélo si v — vy € ker(f), es decir, f(vy —vqe) = f(v1) — f(v2) = 0, como queriamos probar.

Después, se demuestra de forma directa que ¢ es una aplicacion lineal. Por ltimo, para
demostrar que es isomorfismo sélo hay que probar que es inyectiva y sobreyectiva, lo cual
también se hace de forma directa.

4.8. Cambio de base. Matrices equivalentes.

Hasta ahora hemos relacionado las aplicaciones lineales y las matrices, fijando una base en
el espacio de partida, y otra en el espacio de llegada. Pero esta eleccion no es, evidente-
mente, inica: una misma aplicacién lineal puede estar representada por distintas matrices,
dependiendo de las bases respecto de las que estén definidas.

Recordemos que si V' es un espacio vectorial de dimension n, y consideramos dos bases By
y By de V, se define la matriz del cambio de base como la matriz Ap, p, € M, x,, donde las
columnas de Ap, p, representan los elementos de B; respecto de la base B,. Esta matriz
transforma coordenadas respecto de By en coordenadas respecto de By, por multiplicacién
a izquierda:

(AB1,Bz )VBl = Vp,.

Ahora consideremos una aplicacién lineal f € Hom(V, V'), donde V' tiene dimensién n y
V' tiene dimension m. Si fijamos una base By de V' y una base B] de V', obtendremos una
matriz M(f) = M(f)p, ;- Pero si hubiéramos fijado otra base By de V, y también otra
base By de V', habrfamos obtenido otra matriz para f, que llamaremos M(f)p, B, Nos
interesa saber cudl es la relacién entre estas dos matrices. Como cabe esperar, podremos
pasar de una a otra multiplicando por las matrices de cambio de base:

Proposicién 4.24 Con las notaciones anteriores, se tiene:

M(f)B,,By = (Ap; By) (M(f)B,,8) (AByBy)-

DEMOSTRACION: Respecto a las bases By y Bj tenemos, para cualquier vector v € V,

(M(f)Bl,Bg) VB, = f(V)Bg,
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Veamos que la matriz del enunciado transforma cualquier vector v, en su imagen f(v)gy,
y asi habremos demostrado que es igual a la matriz M(f)g, p;. Se tiene:

A
r ™~

(Ap;.By) (M(f)By.8;) (AByBy) VB, = (A By) (M(f)ByBy) VB, = (AByBy) f(V)By = f(V)BY,
~—

luego el resultado es cierto. 4

Esto nos lleva a la siguiente definicion:

Matrices equivalentes: Dos matrices A, B € M,,, se dicen equivalentes si
existen dos matrices invertibles P € M,,«m v @ € M,,,, tales que

PAQ = B.

Proposicion 4.25 Sean V y V' dos espacios vectoriales de dimensiones respectivas m y
n sobre un cuerpo K. Dos matrices A, B € M,x,,(K) son equivalentes si y sélo si son las
matrices de una misma aplicacion lineal f € Hom(V, V'), respecto de distintas bases.

DEMOSTRACION: Supongamos que las matrices son equivalentes. Entonces existen ma-
trices invertibles P y @ tales que PAQ = B. Fijemos una base B; de V y una base Bj
de V'. entonces la matriz A representa a una aplicacién lineal f € Hom(V,V’). Sea B, la
base de V' cuyos elementos son las columnas de la matriz @), y sea B) la base de V' suyos
elementos son las columnas de la matriz P~!. Sabemos que By y B son bases porque Py
@ son invertibles. Entonces P = Ap/ g v Q = Ap, p,. Por tanto, la proposicién anterior
nos dice que PAQ, es decir B, es la matriz M(f)p, p,. Por tanto A y B son dos matrices
que representan a la misma aplicacion lineal f.

Reciprocamente, supongamos que A = M(f)p, B, y B = M(f)p,,p, para una cierta apli-
cacién lineal f, y unas bases By, B, de V, y B{, B} de V'. Para probar que A y B son
equivalentes basta tomar las matrices de cambio de base: P = Ap; p; v Q = Ap, ;- O

Veamos que la palabra equivalente no ha sido escogida al azar:

Proposiciéon 4.26 La equivalencia de matrices es una relacion de equivalencia.
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DEMOSTRACION: Las propiedades simétrica, reflexiva y transitiva se demuestran de forma
directa. o

Nos podemos preguntar ahora si habrd muchas clases de equivalencias de matrices, es
decir, si podremos encontrar muchas matrices m X n que no sean equivalentes dos a dos.
La respuesta es que no, ya que la clase de equivalencia de una matriz sélo depende de su
rango:

Proposicién 4.27 Toda matriz A € M« de rango r es equivalente a la matriz C,., que

tiene la forma:
I, 0]
Cr = ( O] O )

donde I, es la matriz identidad de orden r, y O denota a matrices nulas de las dimensiones
requeridas.

DEMOSTRACION: Comencemos con una matriz A de rango r. Haciendo transformaciones
elementales de filas, obtenemos su reducida por filas, A, y una matriz invertible P tal que
A" = PA. Como A tiene rango r, A" tendréd r filas distintas de cero. Ahora aplicamos a
A’ transformaciones elementales de columnas, y la transformamos en A”, su escalonada
por columnas, obteniendo una matriz invertible Q) tal que A” = A'QQ = PAQ. Pero la
escalonada por columnas de A" debe tener sélo r columnas distintas de cero, y como sélo
tiene r filas distintas de cero, en esas primeras 7 filas deben estar todos los pivotes. Es decir,
A" = C,, luego C, = PAQ), y asi Ay C, son equivalentes, como queriamos demostrar.

Corolario 4.28 Dos matrices de las mismas dimensiones son equivalentes si y solo si
tienen el mismo rango.

4.9. Endomorfismos. Matrices semejantes.

Para la definiciéon de equivalencia de matrices, hemos considerado dos espacios vectoriales
V' y V', y las aplicaciones lineales entre ellos. Un caso particular importante se da cuando
V =V’ es decir, cuando estudiamos endomorfismos de V. Si estudiamos este caso igual
que el caso general, estamos permitiendo que una aplicacién f € End(V') tome vectores de
V' respecto de una base, y los envie a vectores de V' respecto de otra base.

Pero normalmente, cuando trabajamos en un espacio V fijo, se supone que fijamos una
base B, y que tanto el vector v como su imagen f(v) deben estar representados respecto
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de la misma base. En este caso, el cambio de base de V' cambiard la matriz M(f) de la
siguiente manera:

Proposicién 4.29 Sea V' un espacio vectorial de dimension n. Sea f € End(V). Si By y
By son dos bases de V', y las matrices de f con respecto a estas bases son, respectivamente,
M(f)p, y M(f)p,, entonces se tiene:

M(f)Bz = ABl,B2 M(f>31 ABz,Bl'

DEMOSTRACION: Esta es la férmula ya conocida para el cambio de bases en las aplicaciones
lineales entre dos espacios, si nos damos cuenta de que M (f)p, = M(f)g,.5, ¥ M(f)B, =
M(f)Bz,Bz - O

_4-1 4 g A
Recordemos que Ap, p, = Ap, p,- Esto nos da lugar a la siguiente definicién:

Matrices semejantes: Dos matrices cuadradas A, B € M,y, se dicen
semejantes si existe una matriz invertible P tal que

P'AP = B.

Las matrices semejantes son a los endomorfismos lo que las matrices equivalentes eran a
los homomorfismos:

Proposicion 4.30 Sea V' un espacio vectorial de dimension n sobre un cuerpo K. Dos
matrices A, B € Mx,(K) son semejantes si y solo si son las matrices de una misma
aplicacion lineal f € End(V'), respecto de distintas bases.

DEMOSTRACION: La demostracién es ansloga al resultado correspondiente para matrices
equivalentes. 4

Proposicién 4.31 La semejanza de matrices es una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION: Directa. 5
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En el caso de matrices equivalentes, vimos que el rango de una matriz determinaba su
clase de equivalencia. Para matrices semejantes no es tan facil. Sin embargo, tenemos un
invariante para matrices semejantes que ya conocemos:

Proposicién 4.32 Si dos matrices A, B € M,«, son semejantes, entonces se tiene
det(A) = det(B).

DEMOSTRACION: Si A y B son semejantes, existe una matriz invertible P tal que B =
P~1'AP. Entonces:

det(B) = det(P 'AP) = det(P ") det(A) det(P) det(A) det(P) = det(A).

~ det(P)

Hemos demostrado entonces que la siguiente definicién tiene sentido:

Determinante de un endomorfismo: Sea V' un espacio vectorial de dimension
finita, y sea f € End(V). Se define el determinante de f, denotado det f, como
el determinante de la matriz M(f) respecto de cualquier base de V.

4.10. El espacio vectorial Hom(V, V').

Llevamos todo este tema estudiando las propiedades de las aplicaciones lineales entre es-
pacios vectoriales. Hemos visto, sobre todo, que si los espacios V' y V' son de dimensiones
finitas, n y m, entonces las aplicaciones de Hom(V, V') se pueden identificar con las matrices

de M,,xn.

Pero en M,,,«,, hay mas estructura que la de un simple conjunto. Sabemos que dos matrices
de M, xn se pueden sumar, y una matriz se puede multiplicar por un escalar. Ademas,
vimos que estas dos operaciones dotan a M,,, de estructura de espacio vectorial. Pues
bien, la correspondencia entre Hom(V, V') yv M,,x, llega hasta ese punto: Hom(V, V")
también tiene estructura de espacio vectorial, y este espacio es isomorfo a M, xp,.
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Operaciones con aplicaciones lineales: Sean V' y V' dos espacios vectoriales
sobre un cuerpo K,y sea Hom(V, V') el conjunto de las aplicaciones lineales de V'
en V'. Dadas f,g € Hom(V, V') y a € K, se definen las siguientes operaciones:

= Suma de aplicaciones: La aplicacién f + g estd definida por
(f +9)(v) = f(v) + g(v).
= Producto de aplicacion por escalar: La aplicacién af esta definida por

(@f)(v) = af(v).

Proposicién 4.33 Si f,g € Hom(V, V') y a € K, las aplicaciones f + g y af definidas
arriba son aplicaciones lineales.

DEMOSTRACION: Directa. 5

Teorema 4.34 Con las operaciones anteriores, Hom(V, V') tiene estructura de espacio
vectorial. 'Y si V. y V' tienen dimensiones respectivas n y m, entonces Hom(V, V') es
isomorfo a M,xn.-

DEMOSTRACION: Se comprueba de forma directa que Hom(V, V') es espacio vectorial.
Para ver que es isomorfo a M,,x,, se prueba directamente que la aplicacion

M : Hom(V, V') — M,xn, que a cada aplicaciéon f le asocia su matriz correspondiente
M (f) respecto de dos bases fijadas de V' y V', es un isomorfismo.

Veamos ademads que estos dos espacios son de tipo finito.

Proposicién 4.35 FEl espacio vectorial M,x,(K) tiene dimension mn.

DEMOSTRACION: Para demostrar este resultado daremos una base de M., «,. Dado i €
{1,...,m}yje{l,...,n}, definimos la matriz £;; como aquella cuyas entradas son todas
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nulas salvo un 1 en la posicién (7, j). Veamos que B = {E;;; i=1,....m, j=1,...,n}
es una base de M, .

En primer lugar, dada una matriz cualquiera A € M., «,, cuyas entradas denotaremos por
a;j, se puede escribir claramente como combinacién lineal de las matrices de B:

A= Z Z aijEij.

i=1 j=1

Por tanto B es sistema de generadores de M,,x,. Para ver que B es un sistema libre,
recordemos que la matriz nula, O, es el elemento neutro de la suma de matrices. Si tenemos

una combinacién lineal:
m n
E E aij By = O,

i=1 j=1

en el primer término de la igualdad tenemos la matriz cuya entrada (i, j) es a;j, y en el
segundo término la matriz nula. Esto implica que cada «;; es nulo, luego B es un sistema de
generadores libre, es decir, una base de M,,,. Como en B hay exactamente mn elementos,
se obtiene el resultado.

Corolario 4.36 SiV y V' son dos espacios vectoriales sobre K, con dimensiones respec-
tivas m y n, el espacio vectorial Hom(V, V') tiene dimensidn mn.

DEMOSTRACION: Esto es consecuencia del resultado anterior, ya que Hom(V,V’) es iso-
morfo a M,,xn. O

Nota: En realidad hay més estructura en comun entre Hom(V, V') y M, xn, ya que hemos
visto que la composicién de aplicaciones equivale al producto de matrices. Pero dos matrices
s6lo se pueden multiplicar si tienen las dimensiones adecuadas. Si queremos multiplicar sin
problemas, podemos restringirnos a los endomorfismos de un espacio V' de dimension n, ya
que sus matrices asociadas son cuadradas. Esto nos dice que End(V') y M,,«,, son anillos
isomorfos. Pero la definicién de anillo se dara en otra asignatura.
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Tema 5. Endomorfismos

5.1. Autovalores y autovectores.

En este tema seguiremos con el estudio de las aplicaciones lineales, pero en el caso en el
que el espacio de partida es el mismo que el de llegada. Es decir, estudiaremos mas a fondo
los endomorfismos de un espacio vectorial V. Para simplificar el estudio, supondremos de
ahora en adelante que V es de dimensién finita, n, y por tanto los endomorfismos de n se
representan por matrices n X n.

Recordemos que dos matrices A, B € M,,«,, representan al mismo endomorfismo (respecto
de distintas bases de V'), si y sélo si son semejantes, esto es, si existe una matriz invertible P
tal que P~'AP = B. En ese caso, la matriz P es la matriz del cambio de base. Recordemos
también que podemos saber si dos matrices son equivalentes simplemente mirando sus
rangos, pero no conocemos (por ahora) ningin criterio para comprobar si dos matrices son
semejantes. En este tema veremos el siguiente criterio: dos matrices son semejantes si y
sOlo si tienen la misma forma candnica.

La idea es la siguiente: nos interesa saber si, dado un endomorfismo f € End(V), hay
alguna base de V respecto de la cual la matriz M (f) resulte ser lo mas simple posible, y
que ademas nos dé informacion sobre el comportamiento de f.

Vamos ya a adelantar algo: si la matriz de un endomorfismo f, respecto de una cierta base,
es diagonal, entonces el endomorfismo actiia de una forma muy simple: Si los elementos de la
diagonal son dy, ds, ..., d,, entonces f transforma el vector de coordenadas (z1,...,z,) en
el vector (dyx1,dsxs, ..., d,z,). En otras palabras, si B = (eq,...,e,) es una base de V tal
que M(f)p es diagonal, entonces f transforma el espacio V' “expandiendo o contrayendo”
cada vector, en la direccién de cada e;, por un factor d;. Por tanto, si la matriz M (f) es
diagonal, sabemos perfectamente como actia f, y es muy sencillo y efectivo hacer calculos
con f respecto de la base B.

Nos interesara, por tanto, si tenemos un endomorfismo cualquiera dado por una matriz
n X n, saber si existe un cambio de base que la transforme en diagonal. Para eso definimos
los autovalores y autovectores:

Autovalores y autovectores de un endomorfismo: Sea f € End(V). Se dice
que un vector no nulo v € V es un autovector de f si f(v) es un multiplo de v.
Es decir, v es autovector si f(v) = Av para un cierto escalar A. En este caso, A se
llama autovalor de f, y se dice que v es un autovector asociado al autovalor .
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Anélogamente se definen los mismos conceptos para matrices:

Autovalores y autovectores de una matriz: Sea A € M, ,. Se dice que un
vector no nulo v € V es un autovector de A si Av es un multiplo de v. Es decir,
v es autovector si Av = Av para un cierto escalar \. En este caso, A se llama
autovalor de A, y se dice que v es un autovector asociado al autovalor \.

Ejemplo 5.1 Sea f € End(R?) dado por la matriz diagonal:

20 0
M(f)=104 0
00—3

Entonces el vector (1,0,0) es un autovector asociado al autovalor 2, ya que
f(1,0,0) = (2,0,0). Andlogamente, (0,1,0) es un autovector asociado al auto-
valor 4, y (0,0,1) es un autovector asociado al autovalor —3.

En este ejemplo vemos algo interesante: cuando la matriz es diagonal, los autovectores son
precisamente los elementos de la base de V' respecto de la cual la matriz esta escrita, y los
autovalores correspondientes son los elementos de la diagonal. Esto nos servira mas adelante
para diagonalizar la matriz. Pero antes veamos como se pueden calcular los autovalores y
autovectores de un endomorfismo o, analogamente, de una matriz, en el caso general.

A partir de ahora, I denotara a la matriz identidad de orden n. Se tiene:

Proposicién 5.2 Dada una matriz A € My,xn, los autovalores de A (o del endomorfismo
que representa) son las soluciones de la ecuacion dada por

det(A — ) =0.

DEMOSTRACION: Un escalar A es un autovalor si y sélo si existe un autovector v tal que
Av = A\v. Pero Iv = v, luego esta expresion se puede transformar como sigue:

Av=JXv & Av=XANv & Av-Alv=0 & (A-X)v=0.

Pero esto tultimo es un sistema lineal homogéneo, cuya matriz de coeficientes es A — A\l €
M, «n. Entonces A serd un autovalor si y solo si este sistema tiene solucién no trivial. Como
es un sistema homogéneo, tendra soluciéon no trivial si y sélo si su matriz de coeficientes
tiene rango menor que n, es decir, si y sélo si det(A — AI) = 0. o
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Por tanto, si tenemos

11 Q12 - A1p

Q21 Q22 - - A2p
A=1 . . ,

Ap1 Ap2 *° QApp

entonces para hallar los autovalores de A hay que resolver:

an — A ajg - Q1n
az; Qg — A - Q2p,
A=A =]| . , "o =0
an1 an2 s Qpp — /\

Observemos que, al desarrollar este determinante, obtenemos un polinomio de grado n, en
la variable \. Las raices de la ecuacién que resulta al igualar este polinomio a cero, son los
autovalores de A.

Polinomio y ecuacidon caracteristica: Dada una matriz A € M,,y,,, llamamos
polinomio caracteristico de A al polinomio |A — AI|. Y llamamos ecuacién
caracteristica de A a la ecuacién |A — \I| = 0.

Por supuesto, el método para calcular los autovectores asociados a un autovalor fijado, A,
consiste en resolver el sistema lineal

(A = /\OI)X = 0.

Cualquier soluciéon de este sistema serd un autovector asociado a \g. Por tanto, los au-
tovectores asociados a un autovalor \g forman una variedad lineal de V', concretamente
ker(A — \oI), cuya dimensién es exactamente n — rg(A — A\ol).

Subespacio propio: Dada una matriz A, y un autovalor A de A, llamamos
subespacio propio asociado a A, al subespacio Vj(\) C V formado por los
autovectores de A asociados a A. Es decir, si llamamos f a la aplicacién lineal
determinada por A, y ¢ a la aplicacion lineal f — \id, determinada por A — AI,
entonces:

Vi(A) = ker(g).

Si el autovalor A al que nos referimos esta claro por el contexto, a veces escribiremos V; en
vez de Vi(A).
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Podriamos preguntarnos qué relacién hay entre los subespacios Vi(\), para diferentes va-
lores de A. La respuesta la da el siguiente resultado:

Proposicién 5.3 Dada una matriz A € Myxn, y m autovalores distintos, A1, ..., A\, de
A, los espacios Vi(A1), ..., Vi(A\y) son independientes. Es decir,

Vi) + - 4+ Vi) = Vi) @ -+ & Vi(An).

DEMOSTRACION: Supongamos que el resultado no es cierto. Existirdn entonces unos vec-
tores vi € Vi(A\1), ..., Vi € Vi(An), no todos nulos, tales que vy + -+ + v, = 0.

Veamos que esto es imposible por inducciéon en m. Si m = 1, tendriamos v; = 0, pero esto
es imposible porque v; es un autovector. Supongamos que m > 1, y que el resultado es
cierto para m — 1. Multiplicando por A la suma de estos vectores, se tiene:

A(V1+V2—|—"‘+Vm>20 = )\1V1+/\2V2+"‘+)\me:0.

Pero por otro lado, alguno de los autovalores debe ser no nulo (supongamos que es A,).
Multiplicamos entonces la suma inicial por \,,, y tenemos:

A Vi + Amvo + -+ AV, = 0.
Restando estas dos expresiones, concluimos:
()\1 — )\m)vl + (/\2 — )\m)Vg + - (>\m—1 = )\m)Vm—l +0=0.

Pero los m — 1 vectores de esta expresion son no nulos, luego esto es imposible por hipdtesis
de induccion.

Corolario 5.4 Una matriz A € M, «, no puede tener mas de n autovalores distintos.

DEMOSTRACION: Como la suma de sus espacios propios es directa, la dimensién de la
suma de todos los espacios propios es la suma de las dimensiones de cada espacio. Como
esta suma no puede ser mayor que n (la dimensién de V'), se concluye que no puede haber
mas de n espacios propios, luego no puede haber mas de n autovalores.

Hemos definido entonces los autovalores y autovectores de una matriz, o de un endomor-
fismo de V. Una propiedad importante es que los autovalores de una matriz no cambian
si cambiamos de base. Ademas, las dimensiones de los subespacios propios también se
mantienen. Es decir:
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Proposicién 5.5 Si dos matrices A, B € M, son semejantes, sus polinomios carac-
teristicos coinciden, y los subespacios propios correspondientes a cada autovalor tienen la
misma dimension.

DEMOSTRACION: Sabemos que P~*AP = B para una cierta matriz P. Entonces se tiene:
P Y A-X)P=(P'A- AP HP =P 'AP - AP 'P=DB -\l

Por tanto,

|B—X|=|P'(A—X)P|=|P7!|A— \||P|=|A—- )|,
es decir, los polinomios caracteristicos de A y B (y por tanto sus autovalores) coinciden.

Por otra parte, si fijamos un autovalor A de A y B, la dimensién del subespacio propio
correspondiente viene determinada por el rango de la matriz A — AI, o B — A\I, en cada
caso. Pero hemos visto que

B\ =P 24 = XD P

donde P es una matriz no singular. Por tanto los rangos de A — Al y de B — AI coinciden.
O

5.2. Multiplicidad algebraica y geométrica. Diagonalizacion.

Volvamos al problema de inicio. Estamos intentando saber, dada una matriz A, si existe
una matriz semejante que sea diagonal. Vimos que si D era una matriz diagonal, entonces
existen n autovectores linealmente independientes (los de la base canénica). Esto quiere
decir que, si D es diagonal, la suma de las dimensiones de todos los subespacios propios
debe ser n. Como estas dimensiones son invariantes por semejanza, esta misma propiedad
la deben satisfacer todas las matrices diagonalizables. Es una condicién necesaria para que
A sea diagonalizable. Veremos que también es una condicién suficiente. Para definirla con
mas propiedad, comenzaremos definiendo las multiplicidades de los autovalores:
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Multiplicidad algebraica y geométrica de un autovalor: Sea A € M, (v
f el endomorfismo que representa). Sea Ao un autovalor de A.

Se define la multiplicidad algebraica de Ay como el nimero de veces que apa-
rece \og como raiz de la ecuacién caracteristica de A. Es decir, la multiplicidad
algebraica de \g es m si el polinomio caracteristico de A se puede escribir:

[ A= A= (A= 2)"p(N),

donde p(A) es un polinomio que no tiene a Ay como raiz.

Se define la multiplicidad geométrica de Ay como la dimensién del subespacio
propio Vi (\g). Es decir, dim(ker(g)), donde g es la aplicacién lineal determinada
por la matriz A — \gI. Dicho de otra forma, la multiplicidad geométrica de A\ es
n—rg(A — Aol).

Proposicién 5.6 Sea \g un autovalor de un matriz A € M, ,. Sea m su multiplicidad
algebraica y sea g su multiplicidad geométrica. Entonces 1 < g < m.

DEMOSTRACION: La desigualdad 1 < ¢ es muy sencilla de demostrar: si \g es un au-
tovalor, esto significa que tiene algin autovector asociado, es decir, que la dimensién
g = dim(V;(\g)) debe ser al menos 1.

Por otro lado, sea By = {e1, ..., e,} una base de Vi()g). Por el teorema de la base incom-
pleta, podemos completar By hasta una base B de V. Podemos entonces cambiar de base,
y escribir la matriz A respecto de la base B. Esto quiere decir que tenemos una matriz
A’ semejante a A, que representa al mismo endomorfismo (f) que A, pero respecto de la
base B. Ahora bien, sabemos que f(e;) = Ape;, para i = 1,...,g. También sabemos que
las columnas de A’ representan f(e;) para ¢ = 1,...,n. Por tanto, se tiene:

;oo Aol | M
o= (2517):

para unas ciertas submatrices M y N. Pero entonces el polinomio caracteristico de A, que
coincide (al ser semejantes) con el polinomio caracteristico de A, es de la forma:

A Ag| = ( (Yo Zomg N%I ) — (o = NN — M| = (Ao — Np(N),

para un cierto polinomio p(A) que podra, o no, contener a Ay como raiz. Por tanto, la
multiplicidad algebraica de Ay es al menos ¢, como querfamos demostrar.
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En esta demostraciéon hemos visto como se puede diagonalizar un trozo de matriz: simple-
mente tomando autovectores como elementos de la base. Esto es exactamente lo que hay
que hacer en el caso general. Por tanto, el resultado que buscdbamos es el siguiente:

Teorema 5.7 Una matriz A € M, «, es diagonalizable, es decir, existe P invertible tal
que P7YAP es diagonal, si y sélo si A admite n autovectores linealmente independientes.
Es decir, si la multiplicidad algebraica de cada autovalor coincide con su multiplicidad
geométrica, y la suma de todas las multiplicidades es igual a n.

DEMOSTRACION: Si D es una matriz diagonal, entonces los vectores e; = (0,...,0, (i)
,0,...,0) son autovectores de D. Por tanto D admite n autovectores linealmente indepen-
dientes. Esto es equivalente a g; + - -+ + g4 = dim(Vi(A1)) + - - - + dim(Vi(Ag)) = n, donde
A1, - - ., Ag son los autovalores de D. Pero g; < m; (donde m; es la multiplicidad algebraica
de \;, para ¢ = 1,...,d), y la suma de todas las multiplicidades algebraicas nunca puede
ser mayor que n (que es el grado del polinomio caracteristico). Por tanto, se tiene:

n=gitotgn <mite+my <o,

es decir,
Nn=gi+:+gp=m1+ - +my=mn,

y por tanto g; = m; para todo i =1,...,d.

Ahora bien, si A es diagonalizable, entonces P~*AP = D. Hemos demostrado que si dos
matrices son semejantes, entonces sus polinomios caracteristicos, y las dimensiones de sus
subespacios propios, coinciden. Por tanto, las multiplicidades algebraicas y geométricas de
los autovalores de A y D coinciden. Si estas multiplicidades son m; y ¢g;, parai =1,...,d,
se tiene g; = m; vy g1+ -+ gg = mq1 + -+ + mg = n. Como podemos tomar g; vectores
linealmente independientes de cada Vi();), y todos estos subespacios son independientes,
concluimos que A admite n autovectores linealmente independientes.

Reciprocamente, si A admite n autovectores linealmente independientes, basta formar una
nueva base B con estos n autovectores, y tomar P como la matriz del cambio de base.
La matriz resultante: P~'AP es diagonal, y los elementos de la diagonal principal son los
autovalores de A.

Algunas observaciones sencillas, que nos pueden ayudar a determinar si una matriz es
diagonalizable, son las siguientes:

Proposicion 5.8 Sea A € M,,x,,. Sean \i,..., g sus autovalores, y sean g; y m; las
multiplicidades geométrica y algebraica, respectivamente, de X;. Se tiene:
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1. Sid=mn, es decir, si A tiene n autovalores distintos, entonces A es diagonalizable.

2. Si gi < m; para un valor de i, entonces A no es diagonalizable.

DEMOSTRACION: La primera propiedad se tiene ya que 1 < g; para todo i. Por tanto, si
n =d, tenemos n < g1 + -+ g, < n, por tanto ¢g; +---+ g, = n, y A es diagonalizable.
La segunda propiedad es consecuencia directa del resultado anterior.

5.3. Forma canédnica de Jordan. Subespacios propios generaliza-
dos.

Continuamos en esta seccién estudiando los endomorfismos de un espacio vectorial V' de
dimensién n, o andlogamente, las matrices de M., (K). Vimos en la seccién anterior
que si una matriz A € M., «, admite n autovectores linealmente independientes, entonces
podemos formar una base con esos autovectores, y al representar A respecto de esta nueva
base, obtenemos una matriz diagonal, D, semejante a A, donde los elementos de la diagonal
principal son los autovalores de A.

Pero no todas las matrices son diagonalizables. En el caso en que sélo existan m < n auto-
vectores linealmente independientes, vamos a buscar otros n — m vectores, que completen
los autovectores hasta una base de V, tales que al cambiar de base la matriz se convierta
en otra lo més simple posible. Veremos en esta seccion el caso en que A tenga exactamente
n autovalores (contando multiplicidades). Es decir, si A tiene p autovalores, de multiplici-
dades algebraicas my,...,m,, y se tiene m; + --- + m, = n, entonces existird una matriz
J, semejante a A, que se llama forma candnica de Jordan, y que es suficientemente simple,
aunque no sea diagonal.

Nota: Normalmente, en los ejemplos que usamos, el cuerpo K es igual a Q, R o C.
De estos tres cuerpos, C es el mas aconsejable, ya que es un cuerpo algebraicamente
cerrado. Esto quiere decir que todo polinomio de grado n en C tiene exactamente n raices
(contando multiplicidades). Por tanto, si consideramos K = C, toda matriz admite una
forma canonica de Jordan, ya que su ecuacion caracteristica tendra n raices. Sin embargo,
esto no ocurre para Q y R.

Vamos a definir ya cémo son las matrices de Jordan. Comenzamos con una pieza basica
para construir estas matrices:
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Bloque de Jordan: Dado un escalar A € K, llamamos bloque de Jordan de
orden m asociado a A, a la matriz m x m siguiente:

Al
A1
J(\) = 5
Al
A

Es decir, para todo i, la entrada (i,7) es A, y la entrada (i,7 4+ 1) es 1. Todas las
demas entradas son nulas.

Usando estos bloques de Jordan, podemos definir una matriz de Jordan:

Matriz de Jordan: Diremos que una matriz J € M,, es una matriz de
Jordan, si existen unos bloques de Jordan, J(\;),...,J()\.) (no necesariamente
del mismo tamano), tales que J es diagonal por bloques, de la siguiente forma:

J (A1)

J(X2)

[700)

donde todas las entradas de J fuera de los bloques referidos son nulas.

Observemos que si J es una matriz de Jordan, entonces las tinicas entradas que pueden ser
no nulas son aquellas de la forma (i,7) o (7,7 + 1), y estas tltimas s6lo pueden tomar los
valores 1 o 0. Por tanto, una matriz de Jordan es “casi” una matriz diagonal.

Queremos demostrar, entonces, que toda matriz A € M,,«,, que tenga n autovalores (con-
tando multiplicidades), es semejante a una matriz de Jordan. Supongamos que A tiene p
autovalores distintos, Aq,..., A,, con multiplicidades geométricas g, ..., gy, y multiplici-
dades algebraicas my, ..., m,. Sabemos, por la seccién anterior, que existen g; +--- + g,
autovectores linealmente independientes. Si este niimero es igual a n, entonces la matriz es
diagonalizable, y como toda matriz diagonal es de Jordan (con bloques de orden 1), este
caso ya esta probado. Vamos a suponer entonces que existe algin autovalor A\; con g; < m;.
Necesitariamos entonces m; — g; vectores mas, asociados a \;, para intentar completar una
base que contenga a los autovectores.
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La idea es la siguiente. Los autovectores asociados a \; son aquellos v € V tales que
(A — NI)v = 0. Es decir, son las preimédgenes de 0 por la aplicacién g asociada a la
matriz A — ;1. Si no tenemos suficientes autovectores independientes, consideraremos las
preimégenes por g de los autovectores. Si atin no tenemos suficientes, consideraremos las
preimagenes por g de estos tltimos, y asi sucesivamente hasta que obtengamos m; vectores
linealmente independientes. Estos seran los vectores que usaremos para completar la base
de autovectores.

Subespacios propios generalizados: Sea A € M,,»,,, y sea A un autovalor de
A. Consideremos la aplicacién lineal g determinada por la matriz A—\I. Entonces,
para todo ¢ > 1, llamamos subespacios propios generalizados asociados a A,
a los subespacios:

V; = ker(g").

Es decir: ‘
Vi={veV| (A-=X)'v=0}

Algunas propiedades importantes de estos subespacios son las siguientes:

Proposicion 5.9 Con las notaciones anteriores, donde f y g son las aplicaciones lineales
representadas por A y A — X\l respectivamente, se tiene:

1. f(Vi) C Vi para todo i > 1.
2. g(V;) C Viy para todoi > 2,y  ¢g(V1) = {0}.
S VicV,CcVsCVycC---

4. Sea s el menor niumero tal que Vs = Vi . Entonces Vs =V, para cualquier t > s.

DEMOSTRACION: La primera propiedad se demuestra observando que las matrices A y
A — A\ conmutan:

A(A—= M) = A* - NA = (A—-\)A.

Por tanto, las matrices A y (A — A\I) también conmutan. Pero entonces, dado un vector
v € V, es decir, un vector tal que (A—\I)*v = 0, tendremos, (A—X)'Av = A(A — X\I)'v =
A0 = 0. Por tanto Av, es decir, f(v), pertenece a ker(g'). Hemos demostrado entonces
que f(V;) C Vi, o dicho de otra forma, que V; es un subespacio invariante para f.
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La segunda propiedad se obtiene directamente a partir de la definicion. Si v € V; para
i > 2, es decir si g(v) = 0, entonces g1 (g(v)) = 0, por lo que g(v) € V;_;. Por otra parte
g(V1) = {0} también por definicién.

Probemos entonces la tercera propiedad. Si v € V;, entonces g'(v) = 0. Aplicando ¢ de
nuevo, se tiene g"*1(v) = 0, por lo que v € V;;;. Por tanto V; C V;;; para todo i > 1,
como queriamos demostrar.

Por 1ltimo, veamos que la cuarta propiedad es cierta, es decir, que la cadena ascendente de
subespacios V) C Vo C V5 C --- se estabiliza en cuanto aparece una repeticién. En primer
lugar, debe existir un s tal que Vy = V.1, ya que todos estos espacios estan contenidos
en V, que tiene dimensién finita, y con cada inclusién estricta aumenta la dimensién del
subespacio correspondiente. Por tanto, como maximo s = n. Sea entonces s el minimo
entero tal que V, = V,,;. Esto quiere decir que si v/ es un vector tal que ¢5(v') = 0,
entonces g°(v') = 0. Sea entonces v € V;, con t > s. Se tiene

gv)=0 = g (¢ (v) =0
Como t — s — 1 > 0, podemos considerar el vector v/ = ¢g"~*~1(v). Tenemos entonces
g =0 = ¢¥)=0 = gV)=g(""(v)) =0

Luego V; = V,_1, para todo t > s. Por induccién, concluimos que V; = V; para todo t > s.
J

Sea A € M,,«n, y sea A un autovalor de A. Sean V;, para ¢ > 1, los subespacios
propios generalizados asociados a A, y sea s el menor entero tal que Vy, = V4.
Entonces V; se llama subespacio propio generalizado maximal asociado a A,
y lo denotamos V4.

5.4. Calculo de la base de Jordan.

La importancia del espacio V.., es que vamos a poder obtener de él los vectores que
buscamos, para obtener una base de V' que contenga a los autovectores. Ademas, al cambiar
a esta nueva base, la matriz A se transformard en una matriz de Jordan. El resultado que
necesitamos es el siguiente.

Proposicion 5.10 Con las notaciones anteriores, existe una base B de Vi, tal que, para
todo v € B, o bien g(v) = 0 (es decir, v.€ Vi es un autovector asociado a ), o bien
g(v) € B.
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Nota: El enunciado quiere decir que existe una base de V. cuyos vectores se pueden
distribuir formando una “escalera”, como en el siguiente ejemplo:

V§4) Vg4)
g g
V§3) V§3) v®
g g g
V§2) V§2) VéQ)
g g g
Vi V2 V3 Vy ‘ Vs ‘
g g g ig ig
0 0 0 0 0

DEMOSTRACION: Comenzaremos por definir una base conveniente de V; = Vi(\). En
este subespacio propio, formado por los autovectores asociados a A, puede que haya au-
tovectores que pertenezcan a Im(g). También puede haber autovectores contenidos en
Im(g?),Im(g?%),...,Im(¢g*"!). No necesitamos ir mds alld, ya que Im(g*) N V; = {0}. En
efecto, si un vector v pertenece a Im(g®) N V4, es decir, si existe u tal que ¢°(u) = v € V,
entonces ¢*T'(u) = g(v) = 0. Pero en ese caso, como V,,; = Vi, se tiene g°(u) = 0, es
decir, v = 0.

Por tanto, tenemos una sucesion ascendente de subespacios de V;:
{0} ¢ (Im(¢>")NVy) € (Im(g**)NV4) C--- C (Im(g)NVi) C Vi.

Denotaremos las dimensiones de estos subespacios ps, ps_1, - - - , D1, respectivamente. (En la
“escalera” anterior, p; es el nimero de columnas de tamano mayor o igual a 7, por tanto,
ps =2, p3 = 3, po = 3, p1 = 5. Observemos que p; es precisamente el tamano de la fila 7,
si contamos las filas comenzando por abajo.) Tendremos entonces p; < ps_1 < --+ < py.
Consideremos entonces una base B, de Im(g*~!) N V4. La podemos ampliar a una base
Bs_1 de Im(g*~%) N V4, y asf sucesivamente, hasta una base By = {vy,...,v, } de V] (que
corresponde a la fila inferior de la “escalera”).

Vamos ahora a ampliar la base B, formada por autovectores, usando los vectores de
Vo, Vs, ..., Vs. Lo haremos de la siguiente manera: calcularemos el primer vector de cada
“columna de la escalera”, y le aplicaremos g repetidas veces, hasta completar la “colum-
na”. Esto se puede hacer, ya que dado v; € B cuya “columna” tenga tamano r, es decir,
vi € Im(g"1), debe existir un vector v\’ tal que ¢"'(v\")) = v;. Este vector puede
ser cualquier solucién del sistema (A — AI)""'x = v;. Una vez hallado VET), se calculan
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(r=1) (r-2) 2)

v, ,V ,...,v; ', aplicando g repetidas veces. Es decir, v, (19 = gj(vir)). Esto “relle-

na’ la columna 7 de la “escalera”.

Hemos construido entonces un sistema de vectores B C V., que satisface las condiciones
del enunciado. Es decir, para todo v € B, o bien g(v) = 0 o bien g(v) € B. Queda por
demostrar todavia que B es una base de V4.

Para ello, llamemos T; al conjunto formado por los vectores de la “fila” i de la “escalera”.
Es decir, T} = By = {vi,...,vp, } vy T; = {Vf)7 o ,VZ(,?} parai=2,...,s. Observemos que
B =TyU---UT;. Vamos a probar por induccién en j, que el 71 U---UTj es base de Vj, y
con esto habremos probado que B es base de V, = V™%,

Para j = 1, tenemos 7} = Bj, que es base de V;. Podemos entonces suponer que
T'U---UTj_; es base de V;_;, y probaremos el resultado para j. Primero veamos que
Ty U -+ UTj sistema de generadores: Dado un vector v € Vj, sabemos que ¢/~ '(v) €
Im(¢’~") N V3. Como sabemos que B; es una base de este subespacio, podemos escribir
¢’~1(v) como combinacién lineal de los vectores de B;. Tendremos:

FHV) = v+ -+ ap vy,

Consideremos ahora el vector v/ = a1V§J ) PP ozpjvf,(fj). Este vector es combinacion

lineal de los vectores de Tj, pero ademas, como gj_l(vfnj)) = v, para todo r, se tiene
¢ Hv') = ¢ "}(v). Es decir, ¢ !(v — v') = 0. Pero entonces v — v/ € V;_;, y podemos
escribir este vector como combinacién lineal de los vectores de 77 U - -- U Tj_;. Por tanto,
v = (v —v') 4+ V' se puede escribir como combinacién lineal de los vectores de T3 U - - - UT},

luego este sistema genera Vj, como queriamos demostrar.

Ahora veamos que T} U --- U Tj es linealmente independiente. Supongamos que tenemos
una combinacion

J
Z (agr)vgr) 4+ OZZ():)VI(;)> — 0,

r=1

(1)

donde hemos escrito v, = v; por comodidad. Aplicando g a toda la igualdad, y recordando

que g(vgl)) = 0 para todo i, queda

J
5 (a4 a0 <o
r=2

Pero esta es una combinacion lineal de elementos de 77 U --- U Tj_;, que es un sistema

linealmente independiente por hipdtesis de induccion. Por tanto, los coeficientes ay) =0
para todo r > 1. Nos queda entonces la igualdad

ol M v =0
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pero como los vectores implicados son los de la base By, todos los coeficientes deben ser
nulos, y por tanto, 71 U --- U T} es linealmente independiente, como querfamos demostrar.

Hemos probado, por tanto, que B es una base de V,,,, que satisface las condiciones del
enunciado, lo que termina la demostraciéon. 4

Calculo de la forma de la “escalera”: A la hora de calcular la base B de
Vinaz, comenzamos calculando las matrices de g, g, ¢°, ..., es decir, si llamamos
G = A — )M, calculamos G, G?, G3, . . ., hasta obtener G* tal que rg(G®) = n —m,
donde m = dim(Vn4:) (como veremos mds adelante, m es la multiplicidad del
autovalor estudiado). En ese momento ya sabemos que el niimero de filas de
la escalera es s.

Miés atin, como hemos demostrado que Ty U- - -UT; es base de V}, y V; = ker(¢’) =
n—rg(G7), se tiene que el nimero de vectores en las j filas inferiores de la escalera
es precisamente n — rg(G?). Por tanto, el tamano de la fila j (contando las filas
desde abajo) es rg(G'~!) — rg(GY). Esto nos da la forma exacta de la escalera.

Nota: El célculo de la base B, de Im(g*~!)NV4, con la que comienza el cdlculo de la primera
fila de la escalera, puede simplificarse mucho en el caso siguiente: Si f tiene sélo un autovalor
de multiplicidad n, entonces G* = 0, y por tanto el tamano de la fila s es rg(G*™!), que es
igual a dim(Im(g*')). Como el tamaiio de la fila s también es igual a dim(Im(g*~') NV}),
esto implica que Im(g°~') NV, = Im(g° '), y los vectores que necesitamos (vectores de By)
los podemos tomar simplemente del conjunto de columnas de la matriz G571

5.5. Base de Jordan y forma candnica de Jordan.

La base B de Vju:(\;) construida en la proposicién anterior, llamada base de Jordan,

es muy importante para hallar la forma candnica de Jordan de una matriz. Pero ne-

cesitamos ordenar sus vectores de la siguiente manera: para cada autovector v;, sea
2) (r)

Sy, = {vj,vj sV } el sistema formado por la columna j de la escalera, leida de

abajo a arriba. Entonces tenemos:

B=Sy,US,,U---US

Vpl .

Esta es la base de V™" que usaremos para transformar la matriz A en una matriz de
Jordan.
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Proposicién 5.11 Sea f un endomorfismo de V', sea \; un autovalor de f, v un autovector
asociado a N;, y Sy = {v,v® ... v} el sistema de vectores definido anteriormente.
Entonces se tiene f(Sy) C (Sy), y la matriz de la restriccion Jiisyy TESPECtO de la base Sy

es un bloque de Jordan J(\;).

DEMOSTRACION: Por simplificar la notacién, llamaremos J a la matriz del endomorfismo
f1is,,- Recordemos que Sy = {v,v®® ... ,vW} para un cierto r, y que las columnas de .J
seran las coordenadas, respecto de esta base, de las imagenes por f de los elementos de la
base.

Apliquemos f a cada elemento de S,. En primer lugar, como v es un autovector, se tiene
f(v) = \jv. Por tanto, f(v) € (Sy), v la primera columna de J serd (\;,0,...,0). Ahora,
para todo r > 1, tendremos g(v(") = v("=Y  es decir, f(v(") — \;v(") = v~ Por tanto,
f(v™) = v 1 \v") luego f(v) € (S,), y la columna correspondiente de la matriz

(r—1) ()
J sera (0,...,0, 1 ,X;,0...,0). Por tanto, tendremos

A 1
A 1

como queriamos demostrar.

Corolario 5.12 Con las condiciones anteriores, f(Vimaz) C Vinaz, ¥ la matriz de Tl
respecto de la base B = Sy, U---U SVP1 es una matriz de Jordan.

DEMOSTRACION:  Basta aplicar el resultado anterior a cada uno de los sistemas Sy,
y obtendremos que la matriz M(f|, ) es diagonal por bloques de Jordan, todos ellos
asociados al autovalor \;.

Corolario 5.13 Con las condiciones anteriores, si \; tiene multiplicidad algebraica m;,
entonces dim(V,,0) = my.

DEMOSTRACION: Llamemos d a la dimensién de V},,., y consideremos la base B de Vj,4z
definida anteriormente. Ampliemos B hasta una base B’ de todo V, y llamemos M a la
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matriz de f respecto de la base B’. Ya sabemos como son las d primeras columnas de M,
luego esta matriz sera de la forma:
J|P
M =
(60).

donde J es una matriz de Jordan formada por bloques asociados a \;, y O es la matriz
nula. Como J es una matriz triangular superior, y los elementos de su diagonal principal
son todos iguales a \;, se tiene:

M =M = (0~ NQ — M|
Por tanto, d < m;, y se tendrd la igualdad si \; no es raiz de |Q — \|.

Supongamos entonces que \; es raiz de |@ — M|, es decir, que \; es autovalor de la matriz

Q € M@—a)x(n—a)- En ese caso, la matriz ) admitird un autovector v = (vgy1,...,vn)
asociado a A;, es decir, tal que Qv = A\ v = (A\jvgi1, -+, A\iUn)-

Consideremos entonces el vector v/ = (0,...,0,v441,...,v,). Claramente v/ ¢ V4. Si le
aplicamos f, obtendremos el vector f(v') = (wy, ..., wq, \iVqi1, - - -, \iUy ), para unas ciertas
coordenadas wy, ..., wy. Pero entonces

gV =f(V) = v = MV — AV = (wy, ..., wg,0,...,0).

Esto es, como las d primeras coordenadas corresponden a los vectores de la base B, hemos
demostrado que ¢g(v') € Vjaz, para un vector v/ ¢ V... Pero esto es imposible, ya que si
g(v') € V; para un cierto j, entonces v’ € Vji1 C V,,4,. Por tanto, la matriz () no puede
tener a \; como autovalor, luego d = m;, como queriamos probar.

Ahora s6lo nos queda demostrar el siguiente resultado, para ver que la matriz de f se puede
transformar en una matriz de Jordan:

Proposicién 5.14 Sea f un endomorfismo de V' que admite n autovalores, contando mul-
tiplicidades. Sean Ay, ..., A, los autovalores (distintos) de f, y sean Vipaz(A1), - .., Vinaa(Ap)
sus espacios propios generalizados mazimales. Entonces V= Vi00(A1) @ -+ - @ Vipaz(Ap)-

DEMOSTRACION:  Gracias al resultado anterior, sabemos que dim(V,,u.(A1)) + -+ +
dim(Vipez(Ap)) = mq + -+ + m, = n. Por tanto, lo Gnico que tenemos que probar es
que la suma V,,00(A1) + - - - + Vi (Ap) es directa.

Procedamos por induccion, probando que la suma Va0, (A1) +- + -+ Vipas (Ai) es directa. Para
1 = 1, no hay nada que probar. Supongamos que ¢ > 1, y que el resultado es cierto para
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i— 1. Tenemos que demostrar que si vi+---+v; =0, con v; € V,,00(\;) para j =1,...,74,
entonces v; = 0 para todo j.

Sea s tal que Viu:(N;) = Vi(\), v sea g = f — \jid. Sabemos que ¢°(v) = 0 para todo
V € Vinae(Ai). Entonces aplicamos ¢° a la suma anterior y obtenemos:

GFvi+-Fviea+v) =0 (vi)+ -+ 9 (Vie1) (Vi) = ¢°(vi) + -+ ¢°(vie1) = 0.

Ahora veamos que para todo j # 4, si un vector v pertenece a V;.();) pero no pertenece a
Vi—1(A;), entonces ¢°(v) satisface la misma propiedad. En efecto, se tiene:

gv) = f(v) = Av=Ff(V) = Nv+ v = Av=(f—-Nid)(v) + (N; — \)V.
Como v € V,(})), tendremos (f — M\;id)(v) € V,_1(};). Y como A\; — A; # 0, entonces

(Aj — Aj)v es un multiplo no nulo de v, luego pertenece a V;(A;)\V;_1(};). Por tanto,
la suma de los dos vectores, es decir, g(v) pertenece a V,.(A\;)\V,—1(A;). Pero esto impli-
ca que, si volvemos a aplicar g, volveremos a obtener un vector de V.(A\;)\V,_1(};). Y
asi sucesivamente, hasta llegar a ¢°(v) € V;.(X;)\V,_1(};), como querfamos probar.

Supongamos entonces que algun vector v; de la suma anterior es no nulo. Tendremos v; €
Vi(A)\Vi21();) para un cierto r > 0, luego tendriamos ¢°(v;) € V;.(A;)\V;_1(};), es decir,
g°(v;) # 0. Pero sabemos que ¢°(vy)+- - -+¢°(vi—1) = 0, donde ¢°(v;) € V0 (A) para todo
[, por la propiedad que acabamos de probar. La hipotesis de induccién nos dice entonces

que ¢°(v;) = 0, para todo [ = 1,...,7 — 1, lo que lleva a una contradiccién con ¢°(v;) #
0. Por tanto, necesariamente vi = --- = v;_; = 0. La suma inicial quedara entonces:
O+ ---+0+v;=0,luego vi = --- = v, = v; = 0, lo que demuestra el resultado.

5.6. Teorema de Jordan.

Reuniendo todos los resultados anteriores, obtenemos por fin el teorema que buscdbamos:

Teorema 5.15 Sea V' un espacio vectorial de dimension n, y sea f € End(V'). Si f admite
n autovalores (contando multiplicidades), entonces existe una base de V' respecto de la cual
la matriz de f es una matriz de Jordan.

DEMOSTRACION: Si Ay, ..., ), son los autovalores (distintos) de f, consideramos los sub-
espacios propios generalizados maximales V,q,(A1), ..., Vinaz(Ap), y construimos las bases
By, ..., B, de cada uno de ellos, como anteriormente. Por el resultado anterior, el sistema
B = By U---U B, es una base de V, y la matriz de f respecto de B estd formada por
bloques de Jordan, luego es una matriz de Jordan. 4
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Nota: De los resultados anteriores también podemos deducir cuantos bloques de Jordan
tendra la matriz, y qué dimensiones tendran. En efecto, sea A\; un autovalor de f, con
Vinaz(Ni) = Vi(\i). Recordemos que p; = dim(Im(¢?~!) N Vj,) es el tamano de la fila j
en la “escalera” correspondiente a A;. Si v es un autovector de la base B, que pertenece
a Im(¢g’~!), pero no pertenece a Im(g’) (es decir, cuya columna correspondiente en la
“escalera” tiene tamano j) entonces el sistema S, consta de j vectores, y da lugar a un
bloque de Jordan J(J\;) de tamano j. Dicho de otra forma, cada columna de la “escalera”
de tamano j da lugar a un bloque de Jordan de tamano j.

Por tanto, asociados al autovalor \; habra p; —ps bloques de tamano 1, habra p, —p3 bloques
de tamano 2, etc. En general, para j = 1,..., k, habrd p; — p;;1 bloques de tamano j. En
otras palabras, hay tantos bloques de orden 7 como columnas de la escalera de tamano j.

Forma canénica de Jordan: Dado f € End(V'), hemos demostrado que la
matriz M(f) es semejante a una matriz J de Jordan. A esta matriz J se le llama
forma canénica de Jordan de f.

Proposicién 5.16 La forma candnica de Jordan de un endomorfismo [ es unica salvo
permutacion de los bloques de Jordan.

DEMOSTRACION: Sea J una forma canénica de Jordan de f. Sabemos que J es la ma-
triz de f respecto de una cierta base B = {uj,...,u,}, y sus columnas corresponden a
f(uy),..., f(u,). Entonces, dado un bloque de Jordan J();) de J, su primera columna
corresponde a un autovector de f, su segunda columna corresponde a un vector de V5(\;),
y asi sucesivamente: su columna j corresponde a un vector de V;(\;).

Por tanto, a la vista de la matriz J podemos deducir los siguientes datos sobre f: El
numero de bloques de Jordan es igual al niimero de autovalores de f. El niimero de bloques
asociados a A; es igual a la dimensién de Vi()\;). De estos bloques, el nimero de ellos de
tamafio menor o igual a j es igual a dim(V;();)) — dim(V;_1();)). Como estas dimensiones
no dependen de la base respecto de la cual f esta representada, se sigue que cualquier otra
forma de Jordan de f tiene exactamente los mismos bloques, aunque tal vez cambiados de
orden (esto equivale a una reordenacién de los elementos de la base).

Gracias a lo estudiado en este tema, tenemos un método para determinar si dos matrices
n X n son semejantes, es decir, si son matrices de un mismo endomorfismo de V' respecto
de dos bases distintas. Pero recordemos que este resultado sélo es vélido para matrices con
n autovalores (contando multiplicidades). O mas generalmente, es vélido para todas las
matrices sobre un cuerpo algebraicamente cerrado (digamos C).



ALGEBRA LINEAL JUAN GONZALEZ-MENESES 127

Teorema 5.17 (Teorema de Jordan) Dos matrices cuadradas sobre un cuerpo alge-

braicamente cerrado son semejantes si y solo si tienen la misma forma candnica de Jordan
(salvo permutacion de sus bloques).
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Tema 6. Espacios vectoriales euclideos

6.1. Formas bilineales.

Terminaremos esta asignatura con un tema que tiene mucho que ver con la asignatura
de Geometria. Se trata de otra forma distinta de usar las matrices, los vectores, y las
aplicaciones entre espacios vectoriales. Terminaremos definiendo, de manera muy general,
lo que es un producto escalary sus principales propiedades.

Cuando estudiamos las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales, vimos que podian
representarse mediante una matriz, y asi el vector f(v) era igual al vector Av. Pues bien,
hay otro tipo de aplicaciones entre espacios vectoriales, en los que se pueden usar matrices:
dados dos vectores u, v, de un espacio vectorial V' (de dimensién n) sobre K, y una matriz
A € M,un(K), podemos definir el escalar u‘Av. Es decir:

ail iz - Qip U1

ag1 Q22 -+ Qop V2
uw Av = (uyug -+ uy)

Ap1 Ap2 **° App Unp,

Esto se puede considerar como una aplicacion del espacio vectorial V' x V' en el cuerpo K,
que podemos denotar f. Asi, tendremos una aplicacién f: V x V — K.

Proposicién 6.1 Dada una matriz A € M, (K), la aplicacion f : V xV — K, definida
por f(u,v) = u' Av, satisface las siguientes propiedades, para todo u,v,w € V, y todo
ae K:

1 flatv,w) = flu,w)+ f(v,w).
2. flau,v) = af(u,v).
3. flu,v+w) = f(u,v)+ f(u,w).
4. f(a,av) = af(u,v).

DEMOSTRACION: Directa. o

Aplicacién bilineal: Si una aplicacion f : V x V — K satisface las cuatro
propiedades anteriores, se llama aplicacién bilineal, o forma bilineal sobre V.
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La correspondencia entre aplicaciones bilineales y matrices es una correspondencia biunivo-
ca:

Proposicion 6.2 Sea V' un espacio vectorial sobre K de dimension n, y sea B una base
de V. Dada una aplicacion bilineal f sobre V', existe una unica matriz A € My xn(K), tal
que f(u,v) =u'Av, donde los vectores u,v € V estdn expresados con respecto a B.

DEMOSTRACION: Si B = {ey,...,e,}, la matriz A viene dada por: a;; = f(e;,e;). Es
decir,

fler,e1) f(er,e) -+ f(er,en)

flez,e1) flez,€2) -+ fles,€,)

A - . . .
f(env el) f(em e2) e f(em en)

Se demuestra de forma directa que f(u,v) = u’Av, y la unicidad se tiene ya que la matriz
estd definida de forma univoca a partir de f. o

Como ya hemos dicho, este tipo de funciones se usaran, entre otras cosas, para definir
productos escalares entre dos vectores. Pero antes veremos céomo afecta a la matriz de f
un cambio de la base de V.

Proposicién 6.3 Sea f una aplicacion bilineal sobre V.. Sean B y B’ dos bases de V', y
sean A y A' las matrices de f respecto de las bases B y B'. Si Mp' p es la matriz del cambio
de base, entonces A" = Mp, s AMp p.

DEMOSTRACION: Sabemos que para todo v € V, se tiene vg = Mp pvp. Por tanto,
f(u,v) = uzAvp = (up My, ) A(Mp pvp). Pero por otro lado, f(u,v) = upA'vp, de
donde se deduce la igualdad propuesta.

Al igual que dos matrices que definian el mismo endomorfismo de V' se decian semejantes,
existe un término para denotar a las matrices que definen una misma aplicacion bilineal:

Matrices congruentes: Se dice que dos matrices A, A" € My, (K) son
congruentes, si existe una matriz no singular P tal que A’ = P'AP.

Por el resultado anterior, se tiene que dos matrices son congruentes si y solo si son las
matrices de una misma aplicacién bilineal, respecto de bases distintas.
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De entre todas las posibles aplicaciones (o formas) bilineales, nos interesan especialmente
un tipo concreto:

Formas bilineales simétricas: Una forma bilineal f : V x V — K se dice
simétrica si f(u,v) = f(v,u), para todo u,v € V.

Es muy facil ver si una aplicacién bilineal es simétrica, simplemente observando su matriz:

Proposicién 6.4 Sea A € M, «,(K) la matriz de una forma bilineal, respecto de una base
cualquiera de V. Entonces [ es simétrica si y solo si A es una matriz simétrica.

DEMOSTRACION: Directa. o

6.2. Ortogonalidad.

Al igual que hicimos con las aplicaciones lineales, vamos a intentar encontrar una base de
V respecto de la cual la matriz de una aplicacion bilineal sea lo més sencilla posible: A
ser posible, diagonal. Nos centraremos en las aplicaciones bilineales simétricas. Primero
definiremos la ortogonalidad respecto de una forma bilineal:

Vectores ortogonales: Sea f : V' xV — K una forma bilineal simétrica. Diremos
que dos vectores u y v son ortogonales respecto de f, si f(u,v) =0.

Nota: Observemos que dos vectores ortogonales no tienen por qué ser perpendiculares. Esto
ocurrird si la matriz de f es la matriz identidad. En este caso, f(u,v) = u’ v es el producto
escalar usual de los vectores u y v. En este caso particular, ortogonal y perpendicular son
palabras equivalentes.

Recordemos ahora que las entradas de la matriz de f son los elementos f(v;,v;), donde
{v1,..., vy} son los elementos de la base de V' que hayamos fijado. Por tanto, si queremos
que la matriz de f sea diagonal, es necesario que f(v;,v;) =0, para todo i # j. Es decir,
que los elementos de la base sean ortogonales dos a dos.
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Base ortogonal: Dada una aplicacion bilineal f, diremos que una base B de V
es ortogonal si sus vectores son ortogonales dos a dos, respecto de f. Es decir,
si f(u,v) =0, para cualesquiera u,v € B, u # v.

Afortunadamente, toda aplicacion bilineal simétrica es diagonalizable, es decir, para toda
aplicacion bilineal f existe una base de V' que es ortogonal. Para probar esto, definiremos
primero la variedad ortogonal a una variedad lineal.

Variedad ortogonal: Sea [ una variedad lineal de un espacio vectorial V', y
fijemos una forma bilineal simétrica f sobre V. Se define la variedad ortogonal
a L, que denotamos L+, como el conjunto de los vectores ortogonales a todos los
de L. Es decir:

LA i i— i%iu < AP

Proposicién 6.5 En las condiciones anteriores, fijemos una base B de V. Supongamos
que L = (uy,...,u,), donde las coordenadas de u; respecto de B son w; = (U1, ..., Uin), Y
sea A la matriz de f respecto de B. Entonces L* viene definida por las siquientes ecuaciones
implicitas:

U1 U2~ Uln € 0
U21 U2 **° Un T2 0
A o
Upr1 Up2 ** Urnp Ln 0
Es decir,
¢
ujA T 0
T
ut A T 0

T

Corolario 6.6 Con las condiciones anteriores, si dim(L) = r entonces dim(Lt) > n —r.

DEMOSTRACION: Por el resultado anterior sabemos que L+ viene definida por r ecuaciones
implicitas, que no necesariamente seran independientes. Si hay m ecuaciones independientes
(m <), entonces dim(LY) =n—m>n—1r. 4

Veamos ahora que hay un caso particular (e importante) en el que dim(L) = r y dim(Lt) =
n — r. Mas ain, en este caso particular las dos variedades van a ser complementarias.
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Proposicién 6.7 Con las condiciones anteriores, sea L = (uy,...,u,) tal que los vectores
u; son linealmente independientes, ortogonales entre si (es decir, f(w;,u;) =0 para i # j)
y no son ortogonales a si mismos (es decir, f(u;,w;) = b; # 0 para todo i). Entonces
V=L¢L".

DEMOSTRACION: En primer lugar, veamos que L N L+ = {0}. En efecto, todo vector
v € L se puede escribir v = a;u; + - - - a,u,. Si también tuviéramos v € L+, entonces para
todo ¢ = 1,...,r tendriamos f(u;,v) = 0, donde f(u;,v) = f(u;,vqu; + -+ + q,u,) =
ay f(u;,uy) + -+ + @, f(u;,u,). Como los vectores uy, ..., u, son ortogonales entre si, nos
queda f(u;,v) = «a;f(u;,w;) = a;b; = 0. Pero como b; # 0, esto implica necesariamente
a; = 0 para todo 7, es decir, v = 0. Por tanto, L N L+ = {0}.

Sabemos entonces que la suma L + L+ es directa. Ahora sélo hay que demostrar que
dim(L)+dim(L*) = n. Sabemos que dim(L) = 7, luego queda probar que dim(L*) = n—r.
Para ello hay que probar que las r ecuaciones que definen L+ son independientes, es decir,
que los vectores u{A,ubA, ... ulA son linealmente independientes. Vamos a demostrarlo
por induccién en r. Si r = 1 el resultado es cierto, puesto que u} A no es un vector nulo (si
lo fuera, tendriamos 0 = u} Au; = f(uy,u;) = b; # 0, una contradiccién).

Supongamos entonces que los vectores uj A, ubA, ... u! | A son independientes. Para de-
mostrar que al anadir u’ A siguen siendo independientes consideremos el sistema:

UIiA T 0
ugA Hi) i

: , 0
utA T b7’

T

Este sistema es compatible, puesto que el vector u, es una solucién. En efecto:

ut A ul Au, 0
ub A ul Au, :

: = z "o
u’ A u’ Au, br

Esto quiere decir, segin el Teorema de Rouché-Forbenius, que el rango de la matriz de
coeficientes coincide con el rango de la ampliada. La matriz ampliada es:

ut A 0

A - : :
u‘’_ A |0

ul A by
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Las r primeras filas son linealmente independientes por hipdtesis de induccién, y la dltima
fila es independiente de las anteriores ya que b, # 0. Por tanto, el rango de la matriz
ampliada es r, luego el rango de la matriz de coeficientes también es r. Es decir, las filas
de la matriz de coeficientes, u{ 4, ..., uf A son linealmente independientes, como querfamos
demostrar.

6.3. Diagonalizacién de formas bilineales simétricas.

Ya podemos demostrar que toda forma bilineal simétrica admite una base ortogonal, es
decir, es diagonalizable.

Teorema 6.8 Dada una aplicacion bilineal simétrica f: V x V — K, existe una base B
de V' ortogonal respecto de f. Por tanto, la matriz de [ respecto de B serd diagonal.

DEMOSTRACION: Demostraremos el resultado dando un método para encontrar una base
ortogonal para f. Buscamos primero un vector u; tal que f(uy,u;) = by # 0. Si no existe,
significa que f es la aplicacién nula, por la siguiente razén. Si consideramos cualquier
base de V, {ey,...,e,} tendremos f(e;,e;) = 0. Pero también 0 = f(e; +e;,e; +€;) =
fei,e;)+2f(ei,e;)+ f(e;,e;) = f(e;, e;) para todo ¢ # j. Por tanto, la matriz de f es la
matriz nula. Podemos tomar entonces cualquier base, y serd una base ortogonal.

Supongamos entonces que existe u; € V tal que f(uy,u;) = 0. Tomaremos u; como el
primer vector de la base que buscamos. Los demés vectores deben ser, por tanto, ortogonales
a u;. Consideramos entonces L; = (u;), y buscaremos el resto de los vectores en Lf.
Observemos que, por el resultado anterior, dim(Li) = n — 1.

Busquemos ahora un vector uy € Li tal que f(us,uy) # 0. Si no existe, entonces podemos

usar el razonamiento anterior para demostrar que, tomando cualquier base {va,...,v,} de
Li, se tiene f(v;,v;) = 0 para cualquier 7, j. Como ademés V = L; @& Li, tendremos que
{uy,vq,...,v,.} es base de V| y que la matriz de f respecto de esta base serd

by 0--- 0

00---0

00---0

Si por el contrario existe un vector uy € Li tal que f(us,uy) = by # 0, tomamos uy como
segundo elemento de la base buscada, consideramos Ly = (uy,uy) y seguimos buscando
vectores en Ly .
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Seguimos este proceso. Mientras tengamos {uy, - ,u,}, tales que u; € (uy,... ,ui,l)i, y
f(u;, ;) = b; # 0 parai = 1,...,r, definimos L, = (uy,...,u,) y buscamos u,;; € L
tal que f(u,+1,u,41) = b-o1 # 0. Si existe, continuamos el proceso. Si no existe, tomamos
una base cualquiera B’ de L}, y tendremos que B = {uy,...,u,} U B’ serd una base de V

tal que la matriz de f respecto de B es de la forma

by

0
En cualquier caso, el proceso termina como maximo en n pasos, y se obtiene una base
ortogonal para f. 5

Nota: En el proceso anterior, no estd claro cémo podemos estar seguros de si en L:*
existe un vector v tal que f(v,v) # 0. Una forma de saberlo es la siguiente: Tomamos
cualquier base B’ = {v,;1,...,v,} de L+, y comprobamos los valores f(v;, v;) y los valores
f(vi + vj,v; + v;). Si hay alguno no nulo, ya hemos encontrado el vector deseado. Si
todos son nulos, entonces tendremos f(v;,v;) = 0 para todo i,j € {r +1,...,n}, usando
el mismo razonamiento que en la demostracion del resultado anterior. Por tanto, para
cualquier vector v = a1 V,y1 + -V, € Lﬁ, tendremos

flv,v) = Z Z aa; f(vi,v;) = 0.

i=r+1 j=r+1

Por tanto, en este caso todos los vectores de L:- son ortogonales a sf mismos. Hemos visto
entonces que, para encontrar un vector de L que no sea ortogonal a si mismo, basta
buscarlo entre los vectores v; o los vectores v; + v;, donde {v,11,...,v,} es una base
cualquiera de L.

6.4. Teorema de Sylvester.

Una vez que sabemos que toda matriz de una forma bilineal simétrica es diagonalizable,
podemos intentar simplificarla todavia mas. Pero para eso necesitamos conocer cudl es el
cuerpo K. Trabajaremos con los dos casos mas usuales, C y R.

Si K = C, entonces todo elemento o € C admite una raiz cuadrada (ya que la ecuacién
2? —a = 0 admite solucién en C). Llamaremos y/a a cualquiera de las dos raices cuadradas
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de a. Supongamos entonces que tenemos una matriz A de una forma bilineal simétrica f.
Ya hemos demostrado que, respecto de una cierta base B = {uy,...,u,}, la matriz de f
es diagonal, es decir, A es congruente a una matriz de la forma

donde d;; = f(u;,u;). Supongamos que diy,...,d,, son no nulos, y que d,41,41 = -+ =
dnn, = 0 (esto es siempre posible si reordenamos la base B de manera que los vec-
tores ortogonales a si mismos sean los ultimos). Entonces podemos considerar la base
B = {\/%, S, \/%, U, 41, -.,U,}. Observemos que esta base sigue siendo ortogonal, pero
ademas ahora se tiene, para todoi=1,...,r,

u; u; 1 dzz
— i) = — =1,
! (mi/ m) o e e

mientras que para todo ¢ > r, f(u;, u;) = d;; = 0. Por tanto, la matriz de f respecto de B’
es de la forma:

1

0

El nimero de unos de esta matriz, r, coincide con el nimero de elementos distintos de
cero de cualquier matriz diagonal congruente con A. Ademads, este nimero coincide con el
rango de A. Por tanto, lo llamaremos rango de la aplicacion bilineal f asociada a A. Y lo
denotaremos rg(f).

Por otra parte, si K = R, no todo elemento de R admite una raiz cuadrada. Solo los
elementos positivos. Por tanto, si los elementos diq,...,dss son positivos, los elementos
dst1,5+1,---,dy son negativos, y los elementos d, 41,41, ..., d,, son nulos, entonces con-
sideramos la base B’ = {2 . . 6 2
LR RRRER: miby

oy —— W,4q,...,u,}. En este caso
V/ ldrr|

der1st1]
tendremos, para 1 < i <'s,

u; u; 1 di;
= - ;) = — =1,
/ (\/d_ mi) g, T =4

paras+1 <7<,
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y para i > r, f(u;,u;) = d;; = 0. Por tanto, si K = R, la matriz de f respecto de B’ queda

de la forma:
1

0

En este caso, el niimero de unos de esta diagonal, s, que coincide con el nimero de elementos
positivos en cualquier diagonal congruente con A, se llama signatura de A, o de f, y se
denota sig(A) o sig(f). Al igual que antes, el nimero de elementos distintos de cero es el
rango de f, denotado rg(f), que coincide con rg(A).

De este razonamiento se deduce el siguiente resultado:

Teorema 6.9 (Teorema de Sylvester) Sean A, B € M, (K).
Si K = C, entonces A y B son congruentes si y solo si rg(A) = rg(B).
Si K =R, entonces A y B son congruentes si y sélo si rg(A) = rg(B) y sig(A) = sig(B).

DEMOSTRACION: El caso K = C es evidente: Dos matrices congruentes deben tener el
mismo rango, ya que se pasa de la una a la otra multiplicandolas por matrices no singulares.
Ademsds, como toda matriz sobre C es congruente a una que sélo tenga unos y ceros en su
diagonal, donde el ntimero de unos es el rango de la matriz, se obtiene el resultado.

Para el caso K = R, debemos probar que la signatura de una matriz estd bien definida. Es
decir, que una matriz A sélo puede ser congruente a una tnica matriz diagonal cuyos ele-
mentos sean 1,...,1,—1,...,—1,0,...,0. Supongamos que A es congruente a dos matrices
D y D' de esta forma, con p = sig(D) y p’ = sig(D’). Debemos probar que p = p'.

Sabemos que las matrices D y D’ representan a la misma aplicacién bilineal, f, respecto
de dos bases distintas, B = {vy,...,v,}y B’ ={v],...,v,,}. Consideremos las variedades
lineales: Ly = (v1,...,Vp), ¥ Lo = (v, y,...,V,). Usando la matriz D, sabemos que para
todo vector no nulo v € L;, de coordenadas (ai,...,a,,0,...,0)p, se tiene f(v,v) =
ai+ -+ ag > 0. Por otra parte, usando la matriz D’, sabemos que para todo vector
v € Ly de coordenadas (0, ...,0,ay1,...,a,)p, se tiene f(v,v) = —a},, —-- —a; <0,
donde r es el rango de A. Por tanto, L; N Ly = {0}, ya que si tuviéramos un vector no nulo
v € L1 N Ly, tendriamos f(v,v) > 0 y al mismo tiempo f(v,v) <0, lo cual es imposible.
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Por tanto, si L1 N Ly = {0}, por la férmula de la dimensién se tiene:
p+ (n—p') =dim(L;) + dim(Ly) = dim(L; + Ly) < dim(V) = n.

Es decir, p — p’ < 0. Pero si ahora invertimos los papeles de p y p’, y hacemos un razona-
miento andlogo, obtendremos p’ — p < 0. En definitiva, p —p’ = 0, con lo que p = p/, y la
signatura de A esta bien definida. Esto implica que la matriz diagonal formada por unos,
menos unos, y ceros, congruente a A es tnica, lo que demuestra el teorema. 4

6.5. Espacios vectoriales euclideos.

Terminaremos esta asignatura aplicando lo aprendido sobre aplicaciones bilineales simétri-
cas, para definir un producto escalar en un espacio vectorial. Esto nos va a permitir genera-
lizar, a espacios vectoriales abstractos, conceptos bien conocidos de los espacios vectoriales
R? o0 R?, como son los d4ngulos entre vectores o la longitud de un vector.

Eso si, para que todo funcione debidamente, el cuerpo de escalares con el que trataremos
sera R. Es decir, a partir de ahora K = R. Recordemos que el producto escalar en R?
o R? es una aplicacién que a dos vectores u y v les hace corresponder un escalar (en
este caso un numero real), que se suele denotar u - v. Las propiedades principales de
este producto escalar, que nos van a servir para definir el producto escalar en un espacio
vectorial cualquiera, son la siguientes:

Producto escalar: Sea V un espacio vectorial sobre R. Una aplicacion
(+): VxV — R, queasocia al par (u, v) el escalar u-v es un producto escalar
si para todo u,v,w € V y todo o € R se tiene:

l.u-v=v-u
2. (u+v) - w=u-w+v-w.
3. (au)-v=a(u-v).

4. u-u>0siu#0.

Observemos que si una aplicacion satisface las tres primeras propiedades, entonces es una
forma bilineal simétrica sobre V. La cuarta propiedad tiene también nombre propio:
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Forma bilineal definida positiva: Una forma bilineal f: V x V — R se dice
definida positiva si f(u,u) > 0 para todou € V, u # 0.

Por tanto, tenemos una forma equivalente para definir un producto escalar sobre V:

Producto escalar: Sea V' un espacio vectorial sobre R. Un producto escalar
sobre V' es una forma bilineal simétrica definida positiva.

Ejemplo 6.10 En R", si consideramos la matriz identidad I, esta define una forma
bilineal simétrica (ya que la matriz I es simétrica). Ademds, para todo vector v =
(v1,...,v,) € R™, si aplicamos la forma asociada a I al par de vectores (v,v), obtene-
mos viIv = v} + .- +0v2. Este nimero es siempre mayor que cero si v # 0. Por tanto, la
forma bilineal determinada por la matriz I es un producto escalar. De hecho, es el produc-
to escalar usual, que a dos vectores u = (uy,...,u,) y v = (v1,...,v,) asocia el escalar
ULV + UV + -+ - + Uy Uy

El producto escalar definido en este ejemplo se usa en R"™ para determinar el angulo entre
dos vectores, o el tamano (o médulo) de un vector. De hecho, se tienen las conocidas
féormulas:

1. Médulo de un vector: |v|= /v V.

2. Férmula del coseno: Si « es el angulo que forman u y v, se tiene:

Estas dos ecuaciones se pueden usar, por tanto, para definir el moédulo de un vector, o el
angulo entre dos vectores en un espacio vectorial abstracto V', donde hayamos definido un
producto escalar. Es por eso que se tiene la siguiente definicién:

Un espacio vectorial euclideo, (V,-) es un espacio vectorial V' sobre R, dotado
de un producto escalar ( - ).

Algunas propiedades importantes de un espacio vectorial euclideo son las siguientes:
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Proposicién 6.11 Sea (V,-) un espacio vectorial euclideo. Para todo w,v € V vy todo
a € R, se tiene:

1.v=0 & |v|=0.
2. lav| = |a||v|.
3. Desigualdad de Cauchy-Schwartz: |u-v| < |u] |v].

4. Desigualdad triangular: |u + v| < |u| + |v|.

DEMOSTRACION: Las dos primeras propiedades se demuestran de forma directa. Para
probar la desigualdad de Cauchy-Schwartz, como se trata de nimeros reales positivos,
probaremos que sus cuadrados satisfacen la desigualdad. Es decir, probaremos que (u-v)? <
u? v2, donde el cuadrado de un vector v significa v - v, es decir, |v|?. Hay que distinguir
dos casos. En primer lugar, si u y v son linealmente dependientes, es decir, si u = av,
entonces se tiene:

(u-v)?=((av) -v)? = (a(v-v)? = (v -v)? = a®v?v? = (av)V? = u’v2,

Sin embargo, si u y v son linealmente independientes, entonces u + av # 0 para todo
a € R. Por tanto, (u+ av)? > 0, con lo que tendremos:

(u+ av)? =u®+2a(u-v) + a’v? > 0,

para todo niimero real «. Esto quiere decir que, si consideramos la expresion anterior como
una ecuacion de segundo grado con incégnita «a, esta ecuacion no tiene solucién real. Por
tanto, el discriminante de esta ecuacién debe ser menor que cero, es decir:

4(u-v)? —4u*v? <0 = (u-v)?<u’vi

Por 1ltimo, debemos demostrar la desigualdad triangular. Como los mddulos |u + v|, |u]
y |v| son numeros reales positivos, sélo hay que demostrar que sus cuadrados satisfacen la
desigualdad. Se tiene:

(lu+v])y>=+v)iE=v+2u-v+v:=|uf£2u-v|+|v}? < |juf* +2u-v|+|v
Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene:
a4 20 v] + V2 < Juf? 4 2ful[v] + [v]2 = (Ju] + V)2

Por tanto, (Ju+ v|)? < (Ju] + |v|)?, luego |u+ v| < |u| + |v|, como querfamos probar.
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Recordemos ahora que toda forma bilineal simétrica sobre R se puede diagonalizar, de
manera que su matriz, respecto de una base adecuada, sea de la forma:

1

0

Pero si la forma bilineal es un producto escalar, es decir, si es definida positiva, entonces se
tiene D = I, ya que si hubiera algin —1 o algtin 0 en la diagonal de la matriz, tendriamos
algun elemento de la base, v, tal que v-v = —1 o v-v = 0, lo que contradice que f sea
definida positiva. Por tanto, todo producto escalar se puede considerar, respecto de una
base adecuada, como el producto escalar usual de R™. Este tipo de bases tienen un nombre
especifico:

Bases ortogonales y ortonormales: Sea (V, -) un espacio vectorial euclideo. Se
dice que una base B = {vy,...,v,} de V es ortogonal si v; - v; = 0 para todo
i # j. Se dird ademas que es una base ortonormal si v; - v; = 1, para todo 1.

Dicho de otra manera, una base es ortogonal si todos sus vectores son perpendiculares
entre si (el producto escalar es cero), y serd ortonormal si todos los vectores, ademas de ser
perpendiculares entre si, tienen médulo 1. Por cierto, los vectores que tienen médulo 1 se
llaman unitarios, luego una base ortonormal es una base de vectores unitarios mutuamente
ortogonales. Con estas definiciones, y con la diagonalizacién que conocemos de cualquier
producto escalar, se tiene:

Proposicién 6.12 Todo espacio vectorial euclideo (V,-) admite una base ortonormal.

DEMOSTRACION: Sélo hay que diagonalizar la matriz del producto escalar, como en la
seccién anterior, para obtener la matriz identidad. La matriz de paso nos dara una base
ortonormal, ya que las entradas de la matriz I son exactamente los productos escalares de
los vectores de la base. o
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6.6. Variedades ortogonales. Método de Gram-Schmidt.

Hemos visto cémo, en un espacio vectorial euclideo V', podemos obtener una base ortonor-
mal. Pero existen muchas bases ortogonales posibles, y puede que nos interese encontrar
alguna en particular. Méas concretamente, si tenemos una variedad lineal L en V', nos puede
interesar encontrar una base ortonormal de L, para completarla hasta una base ortonor-
mal de V. En esta tltima seccién veremos que esto es siempre posible, y ademés usando
este método obtendremos la variedad lineal ortogonal a L, es decir, la variedad L+ que
definimos anteriormente. Con las notaciones del producto escalar, la definicion queda:

Variedad ortogonal: Sea L una variedad lineal de un espacio vectorial euclideo
(V,-). Se define la variedad ortogonal a L, que denotamos L*, como el conjunto
de los vectores ortogonales a todos los de L. Es decir:

LY ={v| u-v=0,vVuclL}.

Ejemplo 6.13 En R3 con el producto vectorial usual, si L es un plano que pasa por el
origen, L* serd la recta perpendicular a L que pasa por el origen.

A continuacién estudiaremos un método para obtener una base ortonormal de cualquier
variedad L, y también una base ortonormal de L*. Se trata del método de Gram-Schmidt.
Comenzamos viendo un resultado que usaremos repetidamente en el método:

Proposiciéon 6.14 Sea L una variedad lineal de un espacio vectorial euclideo, y suponga-

mos que B = {vq,..., v} es una base ortogonal de L. Entonces dado v ¢ L, existe un

vector v' tal que {v1,...,vk,V'} es una base ortogonal de (vy,..., Vg, V).

DEMOSTRACION: Simplemente tomamos v/ = v+a;vi+agva+- - -+avy, donde aq, . . ., ay

son unos escalares apropiados tales que v’'-v; = 0 para todo i = 1,..., k. Mas concretamen-

te, a; = — . Se demuestra directamente que con estos datos el resultado se verifica.
V; - V;

O

Teorema 6.15 (Método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt) Dada una va-
riedad lineal L de un espacio vectorial euclideo (V,-), existe una base ortonormal
B =A{v1,...,vi} de L. Ademds, By se puede completar hasta una base ortonormal
B={vy,...,v,} de V, donde {Vii1,..., v} es una base ortonormal de L*.
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DEMOSTRACION: Probaremos la existencia de By, por induccién en k = dim(L). Si k = 1,
entonces admite una base formada por un sélo vector, u;. Dividiendo este vector por su

. u; .
modulo, obtenemos el vector v; = ﬁ, que es unitario, luego By, = {v}.
u;

Si k > 1, y suponemos el resultado cierto para variedades lineales de dimension k£ — 1,
consideremos una base {uy,...,u;} de L. La variedad lineal generada por {uy,...,ux_1}
admite, por tanto, una base ortonormal {vy,...,v;_;}. Esta base serd, en particular, or-
togonal, luego podemos aplicar el resultado anterior a esta base y a u, y obtendremos un
vector uj, tal que {vy,...,vg_1,u}} es una base ortogonal de L. Si ahora dividimos uj, por

Uy

su moédulo, obtenemos el vector unitario v, = , tal que By, = {vy,...,Vy} es una base

!/
, ]
ortonormal de L, como queriamos demostrar.

La forma de ampliar la base By a una base ortonormal de todo V' es exactamente la
misma: ampliamos By a una base cualquiera de V', {vy,..., Vg, Ugs1,..., Uy}, ¥ vamos
transformando progresivamente cada u; por un vector unitario v;, que sera ortogonal a
todos los anteriores. De esta forma llegaremos a una base ortonormal B de V.

Por tltimo, los vectores {vj1, ..., V,} forman una base ortonormal de L*, por lo siguiente:
son ortonormales, y linealmente independientes ya que pertenecen a una base ortonormal de
V: Son vectores de L ya que cada uno de ellos es ortogonal a todos los v;, coni = 1, ..., k;
Finalmente, sabemos que dim(L1) = n — k, luego son sistema de generadores. Por tanto,
forman una base ortonormal de L+, como queriamos probar.

La forma més eficaz de usar el método de Gram-Schmidt, para transformar una base
cualquiera B = {uy,...,u,} de V en una base ortonormal es la siguiente:

1. Llamamos u} = u;.
2. Si ya hemos sustituido uy, ..., a1 por uj,...,u;_,, sustituimos u, por
/ / /
U, = Ug + Qg + -+ Qg -1,

/
Uy - U, : .
donde ay; = —,—IJ, para todo j < k. Cuando k& = n, habremos conseguido una
3
base ortogonal B’ = {u},...,u }.

3. Dividimos cada vector de B’ por su médulo, y conseguiremos una base ortonormal
{vi,...,vp,} de V.

Ademas, usando este método, el sistema {uy,...,u;} genera el mismo subespacio que el
sistema ortonormal {vy,...,vi}, paratodo k =1,... n.
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Terminaremos este tema, y por tanto esta asignatura, dando un criterio para determinar
cudndo una matriz simétrica determina un producto escalar (es decir, determina una apli-
cacién bilineal definida positiva), sin tener que diagonalizarla. Tomemos por tanto una

matriz A € M., (R). Para todo k = 1,...,n, vamos a denotar A a la matriz menor de
A formada por las filas 1, ...,k y las columnas 1, ..., k. Es decir,
Q11 * - A1k
Ay = :
Ag1 - Ak

Entonces se tiene:

Proposicién 6.16 Una matriz simétrica A € M, «n(R) define un producto escalar si y
solo si |Ayy| > 0 para todo k=1,...,n.

DEMOSTRACION: Supongamos que A define un producto escalar. En ese caso tendremos
P'AP = I, donde P es el cambio de base usado en el método de Gram-Schmidt. Por tanto,
P es una matriz triangular superior, no singular. Si llamamos Q = P~!, entonces QQ también
seré triangular superior, no singular, y tendremos A = Q'7Q = Q'Q. Por tanto, A ser4 el
producto de una matriz triangular inferior por una triangular superior. Si analizamos el
producto Q'Q), vemos que el menor Ay, para todo k, es precisamente A,y = ka)Q(k). Y

su determinante serd: [A )| = |Q(||Qu) | = |Qw)? > 0.

Reciprocamente, supongamos que |Awy| > 0 para todo & = 1,...,n, y llamemos f a la
forma bilineal definida por A. Vamos a construir una base ortogonal {u,...,u,} tal que
f(u;,u;) > 0 para todo i, por lo que A define un producto escalar.

En concreto, si llamamos (A;);r al adjunto del elemento (j, k) de la matriz A, vamos a
definir los vectores:

w; = ((Ag))is (A@)2i- -, (A@))i, 0,...,0).
Observemos que la tltima coordenada no nula de este vector es (Ay))iu = |Au-1)| > 0.

Por tanto, los vectores {uy,...,u,} forman una base de V', puesto que forman una matriz
triangular cuya diagonal esté formada por elementos no nulos.

Tenemos que demostrar entonces que los vectores {uy, ..., u,} son ortogonales entre si, y
que f(u;,u;) > 0. Para ello, observemos que

wA=(0,...,0,[Ap],0,...,0).

Esto es debido a que, si j = i, el producto de u} por la columna j de A es igual al desarrollo
del determinante de A(;) por la columna ¢. Pero si j # i, este producto es el desarrollo del
determinante de una matriz con dos columnas iguales, luego es nulo.
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Esto implica que ufAu; = 0 para todo j < i, luego la base es ortogonal. Pero ademds
ujAu; = |Ag)||AG-1)|, que por hipétesis es un nimero real positivo. Por tanto, {uy, ..., u,}
satisface las propiedades requeridas, y A define un producto escalar.



