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Presentacion

Los materiales de este libro han sido desarrollados para el curso
introductorio de algebra lineal, dirigido a estudiantes de ingenieria
y otras carreras de la Universidad de Costa Rica. En ellos se
resume la experiencia de impartir el curso durante seis anos.

Nuestro propésito ha sido dotar a los estudiantes de un folleto
con los temas basicos de la teoria del algebra lineal que, resalte los
aspectos geométricos del tema, no oculte algunas demostraciones
fundamentales que permiten reconocer las vinculaciones entre dis-
tintos conceptos y muestre algunas de sus aplicaciones. El libro
incluye ademas listas abundantes de ejercicios que privilegian la
aplicacion de conceptos sobre los aspectos puramente algoritmicos.

Esta nueva edicién presenta algunos cambios respecto a la an-
terior. Todos los capitulos fueron revisados, se mejoraron los
graficos y en algunos se agregaron nuevos ejercicios. El capitulo de
regresion lineal se reformulé completamente, haciendo una mejor
exposicién del tema. Por otra parte, el libro incluye ahora, una
nueva presentacion en formato PDF con hypertexto, que permite
ser distribuido por medios electrénicos y que constituye un nuevo
recurso para que los profesores hagan sus exposiciones con ayuda
de ... o equipos similares.

Agradecemos a los colegas de la cdtedra de dlgebra lineal sus
observaciones sobre errores en la edicién anterior y las sugerencias
para mejorar el material.
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Capitulo 1

Sistemas de ecuaciones
lineales

Comenzamos el estudio de los temas del algebra lineal con el
método de reduccién gaussiana para resolver sistemas de ecua-
ciones lineales. Su introduccién se hard de manera operativa y
senalando los principales resultados que caracterizan la solucién
de un sistema. No nos ocuparemos de las demostraciones, pero si
enfatizamos en la lectura de la informacion que provee la forma
escalonada de la matriz aumentada del sistema. Se espera que la
experiencia adquirida al conocer dicho método se convierta en una
base concreta que permita abordar de mejor manera el estudio de
las matrices, sus operaciones y otros conceptos mas complejos co-
mo la invertibilidad de matrices y la independencia lineal. En la
tltima seccién se incluyen algunos ejemplos de redes elementales
con el fin de ilustrar una forma de modelacién mediante sistemas
de ecuaciones lineales.

1.1 Sistemas con dos incégnitas

Los sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas tienen la
particularidad de que los puntos (x1,x2) que satisfacen cada e-
cuacién pueden ser visualizados como los puntos de una recta,
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es decir, cada ecuacién del sistema es la ecuacién de una recta.
Por eso, el sistema y su solucién tienen una interpretacion grafica
como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1 Sea el siguiente sistema de 3 ecuaciones lineales en
dos incognitas:

I + ro = 3
—2x1+22 = 0
—x1+x2 = 1

Para resolver este sistema por el método gréafico se dibujan en
un mismo sistema de coordenadas, las tres rectas asociadas con
las tres ecuaciones, como se ve en la siguiente figura.

—221+22=0

Un punto (a,b) es un punto solucién del sistema solo si satisface
cada ecuacién, o lo que es lo mismo, solo si es un punto de cada
una de las rectas (cada recta pasa por (a,b)). En nuestro ejemplo
este punto es (1,2).

Cuando se tiene un sistema de m ecuaciones lineales distintas,
con dos incégnitas, se tendrian las siguientes posibilidades:

1. Hay dos ecuaciones correspondientes a rectas paralelas co-
mo se ilustra en la siguiente figura. En este caso no puede
haber un mismo punto que pertenezca a todas las rectas y
decimos que el conjunto solucién del sistema es: S = (). El
grafico siguiente ilustra esta situacion, para el caso de tres
ecuaciones.
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2. No hay rectas paralelas pero tampoco hay un punto en que
concurran todas las rectas, como lo muestra el grifico. En
este caso la solucién del sistema también es el conjunto vacio:

S =0.

3. Todas las rectas concurren en exactamente un punto. En
este caso la solucién es el punto de concurrencia, S = {(a,b)},
como en el grafico siguiente, para el caso de 4 ecuaciones.

4. Todas las ecuaciones corresponden a la misma recta, en cuyo
caso todos los puntos de la recta son solucion del sistema.
Esto se ilustra con el siguiente sistema:
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—2x14+2x9=0

A 561—562/2:0
41‘1—221?2 = 0
72114’1’2 = 0
xl_x2/2 =0 4r1 — 229 =0

Y

El conjunto solucién es: S = {(z1,x2)|ze = 221 }.

Para sistemas de ecuaciones lineales con tres incégnitas, cada
ecuacién en el sistema es la ecuacién de un plano. De modo que
también en este caso podemos dar un significado geométrico a la
solucién. Sin embargo, a falta de un mejor conocimiento sobre
las ecuaciones de planos en IR?, posponemos su discusién hasta el
capitulo [6]

Un sistema de ecuaciones lineales se interpreta también como
una formulacién matemé&tica de un conjunto de restricciones, una
por cada ecuacion. Esto se comprende mejor si las variables tienen
un significado fisico como se ilustra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.2 En un acuarium hay dos especies de peces A y B
que se alimentan con dos clases de alimentos. En la tabla siguien-
te se indican el consumo promedio diario de alimento de ambas
especies y la cantidad de alimento disponible por clase (columna
cuatro), en gramos.

Especies
Alimentos | A | B | Total
clase 1 2 1 25
clase 2 4 3 55

El problema a resolver consiste en calcular la cantidad méxima
de peces de cada especie que pueden vivir en el acuarium.

Sean x4 y xp las cantidades maximas de peces de las especies
A y B respectivamente, que pueden coexistir en el acuarium. El
problema es entonces calcular x4 y xp. Las restricciones del pro-
blema son :
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2x 4 + xp = cantidad de alimento de la clase 1, consumida diaria-
mente por la totalidad de los peces. Es decir : 224 + x5 = 25.

4x 4 + 3xp = cantidad de alimento de la clase 2, consumida dia-
riamente por la totalidad de los peces. Es decir : 4z 4 +3zp = 55.

La solucion al problema planteado se encuentra resolviendo el
siguiente sistema de ecuaciones lineales 2 x 2 :

2c4 + 2B 25
4rp, + 3xp = 55

De la primera ecuacién se obtiene xp = 25 — 2z 4. Esta expre-
sién se sustituye en la segunda ecuacién: 44 +3(25 —2x4) = 55
y despejando x4, se tiene: x4 = 10. Luego

x5 =25— 214 = 25— 2(10) = 5.

Por lo tanto pueden coexistir diariamente 10 peces de la especie
Ay 5 de la especie B.

1.2 Sistemas n X m

Se dice que un conjunto de ecuaciones, cada una de las cuales
restringe los valores que pueden asumir m variables o incégnitas
T1,...,Tm, representan un sistema de ecuaciones, cuando nos
interesamos por los n-étuplos (x1,xa,...,%,) que satisfacen si-
multdneamente todas las ecuaciones. Una ecuacion en las varia-
bles z1, ..., T, es lineal si es de la forma:

a1x1 + asxo + -+ ATy = b

donde ay, as, ...,a, y b son ntimeros reales dados. En general,
escribimos un sistema de ecuaciones lineales como:
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Definicién 1.1 (Sistema de ecuaciones lineales n x m )

Un sistema de n ecuaciones lineales y m incognitas xi,...,Tm,
se escribe en la forma:

a1 + a2 + 0+ AT, = b
a1 + apry + -+ amTm = b2
an1T1 + ap22 + 0+ AT, = by

donde los niumeros a;; y b; son conocidos. El simbolo a;; denota
el coeficiente en la ecuacion i asociado a la variable j.

En adelante usaremos la expresion “sistema n x m” para refe-
rirnos a un sistema de n ecuaciones lineales con m incégnitas.

Ejemplo 1.3 El siguiente es un sistema 3 x 4, en las incognitas
T1, T2, T3y T4:

29 + —4x3 + zy = 10
—2x1 + 509 + —1223 + -6z, = 10
Xr1 + 711‘2 + 3583 + 31’4 = 1

Definicién 1.2 (Solucién de un sistema n x m)

Dado un sistema de n ecuaciones lineales con m incdgnitas, se
dice que el m-étuplo (x1,2,...,Ty) es una solucion del sistema,
si satisface cada una de las n ecuaciones. Y al conjunto S de
todas las soluciones del sistema, se le llama conjunto solucion del
sistema.

Ejemplo 1.4 Verifique que (—1,4,0,2) es una solucién del sis-
tema en el ejemplo

Claramente se tiene que:

24) + —4(0) + (2) = 10
-2(-1) + 5(4) + -—12(0) + —6(2) = 10
(-1 + -14) + 300 + 32 = 1

S ={(-1,4,0,2)} serd el conjunto solucién del sistema? Si
es asi, la solucién anterior seria la unica solucién. Sin embargo,
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todavia no hemos planteado los resultados necesarios para poder
responder.

1.2.1 Sustitucién hacia atras

Algunos sistemas de ecuaciones lineales tienen una forma especial
que permite resolverlos facilmente. El método para hacerlo es
conocido como “sustitucién hacia atrds” y se introduce con el
siguiente ejemplo:

T, 4+ —lzy + r3 + 3ry = —
To + —2x3 + 214

r3 + —lxy

ry =

I
RO DO

Dada la forma de este sistema, de la dltima ecuacién se obtiene el
valor para la variable x4:

$4:2

Este valor se sustituye en las restantes ecuaciones, lo que permite,
a partir de la ecuacion 3, determinar el valor de la variable x3:

De nuevo el valor de la variable x3 se sustituye en las restantes
ecuaciones y se obtiene de la ecuacién 2 que:

2y —24)+2(2) =4 = 2,=8

Finalmente, conociendo los valores de x4, x3 y 2, de la ecuacién
1 se tiene que:

1 —18)+4+312)=-1 = =z, =-3
Asi (21,9, x3,24) = (—3,8,4,2) es una solucién del sistema.

Al reconocer la forma de aquellos sistemas que se resuelven
facilmente, para resolver un sistema cualquiera, el método de re-
duccién gaussiana se ocupa de transformarlo en uno de este tipo.
Sin embargo, claramente, esta transformacién debe hacerse de for-
ma que no se cambie el conjunto solucion.
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1.2.2 Operaciones elementales

Tres tipos de operaciones sobre las ecuaciones de un sistema, lla-
madas operaciones elementales, permiten transformar un sis-
tema a otros, sin modificar el conjunto solucién:

a) Multiplicar una ecuacién por un numero real distinto de
cero, esto es, multiplicar a ambos lados de la igualdad por
un mismo numero.

b) Multiplicar una ecuacién por un ndmero real y sumarla a
otra ecuacién.

¢) Intercambiar de posicién dos ecuaciones cualesquiera.

Parece bastante claro que aplicando operaciones del tipo a) y
¢), a un sistema dado, se obtengan otros sistemas con el mismo
conjunto solucién. Lo mismo ocurre si se aplican operaciones del
tipo b), aunque en este caso la justificacién tal vez no sea tan e-
vidente. En todo caso, demostrar que las operaciones elementales
no cambian el conjunto soluciéon de un sistema es un ejercicio im-
portante, que se pospone hasta disponer del producto de matrices.

1.2.3 Sistemas equivalentes y reduccién gaus-
siana

Definicién 1.3 (Sistemas equivalentes)

Dos sistemas de ecuaciones lineales con m incognitas son equiva-
lentes si tienen el mismo conjunto solucion.

De esta definicién se tiene que si un sistema de ecuaciones
lineales es el resultado de aplicarle operaciones elementales a otro,
ambos sistemas son equivalentes.

El método de reduccién gaussiana permite resolver sistemas de
ecuaciones lineales, explotando la idea de equivalencia. Es decir,
transformando el sistema mediante operaciones elementales, hasta
obtener uno cuya forma permite resolverlo mediante “sustitucién
hacia atras”. El siguiente ejemplo, ilustra la idea.
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Ejemplo 1.5 Aplicando la siguiente secuencia de operaciones e-
lementales al sistema del ejemplo [I.3] se obtienen los siguientes
sistemas equivalentes:

Intercambiando de posicién las ecuaciones 1 y 3 se obtiene:

1, + —lxgy + 3rs + 3ry = 1
—2x1 + 509 + —12z3 + -6z, = 10
2y + —4dxzg3 + g = 10

Multiplicando la primera ecuacién por 2 y suméndola a la se-
gunda:

T, 4+ —lzy + 3rs + 3xy4 = 1
3ras + —06x3 = 12
200 + —4dxs + x4 = 10
Multiplicando por % la segunda ecuacién tenemos:
r1 + —lxg + 3r3 + 3xy = 1
T2 + 72133 = 4
21’2 =+ —4(E3 + Ty = 10

Multiplicando la segunda ecuacién por (-2) y sumédndola a la
tercera, nos da:

ry + —lxs + 3rs + 3x4 = 1
T2 + —2x3 =
Ty = 2

Este tltimo sistema es equivalente al inicial —tiene el mis-
mo conjunto solucién— y su solucién se puede obtener mediante
sustitucion hacia atras, en la siguiente forma:

e de la 1dltima ecuacion se tiene que x4 = 2

e de la segunda ecuacion: zo — 2x3 =4 = x5 = 4 4 2z3.
Observe que en este caso no se conoce el valor de x3, por lo
tanto el valor de x5 se hace depender del de x3.

e Y de la primera ecuacién:

£L’17(4+2$3)+3$3+3(2):1 — $1+$3+2:1
= 1 =-1-—1z3.
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En resumen

r, = —1- I3
i) = 4 + 2173
Ty = 2

Se observa que tanto el valor de x; como el de z2 dependen de
T3, esto es, se puede dar un valor arbitrario a x3, lo cual se indica
asignadole cualquier nimero t, x3 = t. Asi, x1 = —1—t, zo = 442t
y en todos los casos 4 = 2. Luego se dice que la solucién del
sistema depende de un parametro t y es dada por:

S = {($1,$2,$3,$4) = (—1 —t,4+ 2t,t,2)|t € ]R}

1.3 Solucidon de sistemas representados
como matrices

La aplicacion del método de reduccion gaussiana para resolver un
sistema, resulta mas sencillo con el empleo de matrices.

1.3.1 Matriz del sistema y matriz aumentada

En un sistema n x m:

a;1x1 + appry + -+ AmTm = by
Ty + axnr2 + -+ GmTn = b
aAp1T1 + Ap2T2 + -+ ApmTm = bn

se puede distinguir el siguiente arreglo rectangular de nimeros a;;
que se conocerda como matriz del sistema y se denotard como
A= (aij):

aix  aiz - Gim

a1 Q22 - G2m
A =

apl Ap2 **° Qpm

Una matriz A como esta, se dice que es una matriz n X m, es
decir, con n filas y m columnas.
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Si a la matriz del sistema se agregan los valores b; como una
dltima columna, el nuevo arreglo se denomina matriz aumenta-
da del sistema, el cual se suele denotar como (Alb):

a1 a2 - Aim | b1

a1 G2 - Gom | b2
(Alb) =

an1 An2 o Opm bn

Ejemplo 1.6 En el ejemplo [[.3] el sistema 3 x 4 dado:

20y + —4x3 + zey = 10
72261 + 51‘2 + 712.%3 + 761‘4 = 10
X1 —+ 711’2 + 3.%3 + 31’4 = 1

tiene como matrices del sistema y aumentada:

Matriz del sistema Matriz aumentada
0 2 -4 1 0 2 —4 1|10
-2 5-12 -6 -2 5-12-6110
1-1 3 3 1-1 3 3| 1

1.3.2 Operaciones elementales sobre las filas de
una matriz

Cuando los sistemas se representan como matrices aumentadas,
las operaciones elementales sobre ecuaciones se denotan en la si-
guiente forma:

Notacion:

afi Multiplicar (ecuacién) fila ¢ por la constante no nula a.

af; + f; Multiplicar la (ecuacién) fila ¢ por un nimero real a
y sumarla a la (ecuacién) fila j.

fis Intercambiar las (ecuaciones) filas i y j.

Cuando estas operaciones se escriben sobre una flecha, por

afi + fa

ejemplo , se indica que la matriz (sistema) a la derecha
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es equivalente al anterior, por la aplicacion de la operacion elemen-
tal indicada.

Ejemplo 1.7 El procedimiento de reduccién gaussiana aplicado
en el ejemplo (|1.5)) se resume en la siguiente forma:

0 2 -4 1|10 1-1 3 3
-2 5-12-6|10 hi f3 -2 5-12-6|10
1-1 3 3| 1 0 2 -4 1|10

-1 3 31 )
il oo 3 <6 0|12 il
0 2 —4 1]10
1-1 3 3] 1 1 -1 3 31
0 1 20| 4| PPTE o 1 5 0l
0 2 —4 1|10 0 0 0 12

La ultima matriz tiene la forma especial que se busca al aplicar
el método de reduccion gaussiana, es decir, representa un sistema
con la forma requerida para resolverlo por sustitucién hacia atras,
como fue hecho en el ejemplo

En general, para aplicar el método de reducciéon gaussiana es
necesario tener claro, cudl es esa forma general de la matriz au-
mentada que se busca y que permite terminar de resolverlo medi-
ante sustitucién hacia atras.

1.3.3 Matriz escalonada

Para precisar las ideas sobre la forma especial de los sistemas
que pueden resolverse por el método de sustituciéon hacia atras,
se utiliza el concepto de matriz escalonada. Asi se dird que un
sistema con esta forma especial tiene como matriz aumentada una
matriz en la forma escalonada.



1.3 Solucién de sistemas representados como matrices 13

Definicién 1.4 (Matriz escalonada)

Sea A una matrizn xm. A es escalonada si es nula o si satisface
las tres condiciones siguientes:

i. El primer elemento no nulo de cada fila, si existe, es un 1.

7. Elprimer 1 de la sequnda fila y sucesivas estd a la derecha
del primer 1 de la fila anterior.

115. Si tiene filas nulas —compuestas solo de ceros— estas apare-
cen en la parte inferior de la matriz, abajo de las filas no
nulas.

Ejemplo 1.8 Las matrices (A|b) y (B|c) siguientes, tienen la for-
ma escalonada:

Matriz (A|b) Matriz (B|c)

1 -1 3 5 5 1 -1 0 3 1
0 1 -2 0 4

0 1 01 1
0 0 1 1|-2

0 01 0|-3

0o 00 ol 1 0O 0 0 1] 4
0O 0 0 0] O

La matrices escalonadas, ademads de caracterizar los sistemas
que pueden ser resueltos por sustitucion hacia atrds, permiten
reconocer facilmente los sistemas que tienen solucién de los que no
la tienen. Por ejemplo, si consideramos los sistemas de ecuaciones
que representan las matrices aumentadas (A|b) y (B|c) anteriores,
observamos:

Sistema con matriz aumentada (A|b). El sistema correspon-
diente a esta matriz no tiene solucién, porque hay una ecua-
cién inconsistente:

Observe que la tltima ecuacién es:
Ox1 + 0x2 + 0z3 4+ 0y =1

y claramente, no existen valores x1, x2, X3y T4 que
multiplicados por cero y sumados puedan dar 1.

Una ecuacién de este tipo la llamaremos inconsistente y bas-
ta con que un sistema tenga una ecuacién inconsistente, para
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que no tenga solucién. Claramente no puede existir una
solucién que satisfaga todas las ecuaciones.

Sistema con matriz aumentada (B|c). Este sistema tiene solu-
cién puesto que no tiene ecuaciones inconsistentes y se de-
termina por “sustitucién hacia atras”:

e de la ultima fila (ecuacién) no nula se tiene que x4 = 4.
e de la tercera ecuacion: x3 +4 = -2 = x3 = —6.
e de la segunda ecuacién: zo —2(—6) =4 = zo = —8.

e Finalmente, de la primera ecuacién se obtiene que:
1 —1(-8)4+3(4) =1 = =z, =-19.
En conclusién, el sistema tiene una tinica solucién:

(mlaman37I4) = (_19? _87 _6?4)

La ultima ecuacion de este sistema, la que corresponde a la
fila de ceros, es una ecuacion superflua:

Ox1 +0x2 + 0x3 4+ 0xy =0

Observe que cualesquiera valores x1,z2, 3, ¥ T4 la satis-
facen, de manera que no constituye ninguna restriccion. Si
se omite se obtiene un sistema con el mismo conjunto solu-
cion.

Un sistema de ecuaciones puede contener ecuaciones super-
fluas o redundantes, en el sentido de que las restricciones que
establecen ya estan contempladas en las otras ecuaciones. De esta
manera no aportan informacién adicional para resolver el sistema.
Caracterizar dichas situaciones es uno de los objetivos mas impor-
tantes al estudiar los sistemas de ecuaciones lineales, para esto,
en el capitulo siguiente se utilizara la idea de dependencia e in-
dependencia lineal de las filas de la matriz aumentada. En esta
etapa nos conformamos con observar, en cada ejemplo y ejercicio
que se resuelva, que las ecuaciones redundantes se convierten en
filas nulas, cuando se obtiene la forma escalonada de la matriz
aumentada del sistema.
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1.3.4 Reduccion gaussiana y matriz escalonada

Al hacer operaciones elementales para resolver un cierto sistema,
por reduccién gaussiana, se busca darle la forma escalonada a la
matriz aumentada. En el siguiente ejemplo se verifica que para
lograr este propdsito no hay una secuencia inica de operaciones e-
lementales a realizar. Y atin mas, el resultado final de la secuencia
de operaciones elementales (la forma escalonada), no siempre serd
la misma. Es decir, una matriz aumentada puede tener varias for-
mas escalonadas (equivalentes), que representan el mismo sistema
de ecuaciones.

Ejemplo 1.9 Resolver el siguiente sistema 4 x 4, mediante reduc-
cién gaussiana:

201 + -6z + 1223 + 16xy = 70
Ty + —2x9 + 6xs + 6ry = 26
—1z; + 3ra + —-3x3 + —Txy = -30
4$2 + 3173 + *6%4 = —-26

Solucion: la siguiente secuencia de operaciones elementales trans-
forman la matriz aumentada en una forma escalonada:

2-6 12 16| 70 1-3 6 8| 35
1-2 6 6| 26 3h1 1-2 6 6| 26
—1 3-3-7|-30 — | -1 3-3-7]-30
0 4 3-6|-26 0 4 3-6|—26
1-3 6 8| 35
_fffff“' 0 1 0-2| —9 | —4fs+ f4
13 0 0 3 1 5 —
_
0 4 3-6|-26
1-3 6 8| 35 1-3 6 8| 35
01 0-2|-9 *({jgff‘* 01 0-2] -9
003 1| 5 3 0 0 11/3|5/3
_
00 3 2|10 000 1| 5
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f17f2

Pero también, si se inicia con la operacion elemental

para obtener el primer 1, en la posicién (1,1) y se continta con las

=2f1+ f2 fi+f3 f2, f3 2fa+ f3

operaciones , , , ,

—4f2, f4 1/6f3 9fs, fa

)

, se obtiene finalmente otra

forma escalonada:

1-2 6 6| 26
0 1 3-1| -4
0 0 11/3|5/3
0 0 0 1 5
Sin embargo, observe que las operaciones elementales —3/s +_f2>

—fa+ fi

y sobre esta ultima matriz la reducen a la anterior
_

forma escalonada, es decir, ambas formas escalonadas representan
sistemas 4 x 4 con la misma solucién.

Por otra parte, la solucién del sistema se obtiene por sustitu-
cién hacia atras:

de la ultima ecuacion: x4 = 5

de la tercera ecuacién: x3 +5/3 =5/3 = x5 = 0.

de la segunda ecuacién: xo +3(0) —1(5) = —4 = a2 =1

finalmente: 27 — 2(—4) +6(0) + 6(5) =26 — 1 = —2.

Resumiendo, la tnica solucién es (-2, 1,0, 5).

1.3.5 Reduccion de Gauss-Jordan

Cuando se resuelve un sistema de ecuaciones por reduccién gaus-
siana, el proceso que corresponde a la sustitucion hacia atras,
también puede ser realizado haciendo més operaciones elemen-
tales, hasta obtener un sistema equivalente cuya solucién resulta
evidente.
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En este caso, la forma que debemos buscar en la matriz aumen-
tada del sistema es la denominada forma escalonada reducida,
definida a continuacién y el método de solucion de sistemas resul-
tante se conoce como método de Gauss-Jordan.

Definicién 1.5 (Matriz escalonada reducida)

Una matriz A, n x m, es escalonada reducida si es escalonada y
ademds todo elemento en una columna, arriba del primer uno de
cualquier fila, es cero.

Es decir, la forma escalonada reducida se obtiene de una forma
escalonada, haciendo cero los elementos de la matriz arriba de los
primeros unos de cada fila.

Ejemplo 1.10 La matriz A siguiente tiene la forma escalonada
reducida, sin embargo la matriz B no es escalonada reducida:

Matriz A Matriz B
101 0 5 1 0 0 3 1
01 0 0 O
01 1 0 1
0 01 10
0 0 01 =3
000 0 0 0 0 0 01
0 0 0 0O

Ejemplo 1.11 Escriba todas las formas escalonadas y escalona-
das reducidas, de una matriz 2 x 2.

Solucion: Todas las formas escalonadas son:
0 0 1 b 1 a 0 1
(50) (0 7)(08)r(5o)enarer

Todas las formas escalonadas reducidas son:

0 0 10 0 1 1 a
(00) Lo 1) (0 0) Lo 5)marer

Ejemplo 1.12 Resolver el sistema del ejemplo por el método
de Gauss-Jordan.
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Solucién: Hay que determinar la forma escalonada reducida de la
matriz aumentada del sistema. Una secuencia de operaciones ele-
mentales para lograr este objetivo, es dada por las que se hicieron
en el ejemplo para obtener la forma escalonada, a las que se
deben agregar las siguientes:

1-3 6 8| 35 106 2| 8

01 0-2|-9 3fa+f1 |0 1 0-2]| -9

0 0 11/3|5/3 — |0 0 11/3|5/3

000 1| 5 000 1| 5
100 0| —2

6fs+fi [0 1 02| -9 (_12{703)?;]03

—— [0 0 11/3|5/3 4Tz
000 1| 5

100 0|-2 1 = -2

0010 0 1| s = 1

001 0| 0 3 = 0

000 1] 5 x, = b

Asi, la solucién unica del sistema es:

($1,$2,£B3,1’4) = (_27 13 O» 5)

1.4 Matrices equivalentes y rango

Para caracterizar los sistemas de ecuaciones lineales que tienen
solucién y aquellos que no la tienen se introducira la nocién de
rango de una matriz, lo cual requerirda ampliar un poco la notacién
de sistemas.

1.4.1 Escritura matricial de sistemas

Llamaremos “vector fila” a cualquier n-tuplo

(a17a27"' 7a’n)7
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compuesto por n nimeros reales. Y cuando este n-tuplo se escribe
ay
a2

como una columna;: . | se dird que es un “vector columna’.

Qn

Un vector fila y un vector columna, siempre que tengan el
mismo numero de componentes, pueden ser multiplicados en la
siguiente forma:

b1
by
(a1,a2,...,a,) | . | =a1by + agbs + ...+ anby,

b,
Por ejemplo:
4
(2.-1.3.5) | & | =204~ 12) +30) +-5(-1) = 1
-1

Con esta operacién, una ecuacién como 2x1 + 3xzo — bxy = 10
puede ser escrita en la forma:

T
T2
(2,3,0,-5) =10.
x3
T4
Asi, un sistema de ecuaciones n X m
anrr + a2 + o A+ AT, = b
ary + azprz + -+ AT, = bo
ap1x1 + ap2Z2 + -+ ApmTm = bn
se puede expresar como:
a1 a2 - Aim z1 by
a21 Qa2 - A2m €2 by

Gp1  Ap2 - Qpm L bm
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lo que se simplifica escribiendo simplemente
Az = b,
donde A = (a;;) es la matriz n x m de coeficientes del sistema,

b1 X

bm Un

son el vector de constantes en las ecuaciones a la derecha del igual
y el vector de incégnitas del sistema, respectivamente.

Esta forma de escritura Az = b se conocerd como escritura
matricial del sistema. Y en ella cada ecuacion i del sistema
se representa como: el producto del vector fila 7 de la matriz A
multiplicado por el vector columna z igual a la componente 7 del
vector b.

Ejemplo 1.13 El siguiente sistema 4 x 3, en las incégnitas x1, xs
Yy x3:

I — 23;‘3 = 2
—2rxr1 4+ 29 + bdrz = -1
—x1 + x2 + 3x3 = 1
To + r3 = 3

se escribe en su forma matricial como:

1 0 -2 2
—2 1 5 | (") |1
-1 1 3 2=

01 1 s 3

Si Ax = b es un sistema de ecuaciones n X m, la matriz A es
la matriz del sistema y (A|b) su matriz aumentada.

1.4.2 Equivalencia de matrices

Ahora nos ocuparemos de las matrices de los sistemas de ecua-
ciones lineales como objetos que existen independientemente de
estos. Asi una matriz n X m es un arreglo rectangular de niimeros
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reales con n filas y m columnas. Y a estos objetos (matrices) les
aplicaremos la nocién de equivalencia, heredada de los sistemas.

Definicién 1.6 (Matrices equivalentes)

Sean A, B matrices n x m, se dice que la matriz A es equivalente
por filas a B (o simplemente equivalente), si B se obtiene de A
por aplicacion de operaciones elementales de renglon. Se escribe
A — B.

Aunque la idea de equivalencia en matrices es la misma que
en sistemas, presenta una pequena diferencia. Dos sistemas de
ecuaciones lineales en m variables pueden ser equivalentes, ain
cuando tengan distinta cantidad de ecuaciones. Sin embargo, dos
matrices aumentadas no son equivalentes si tienen un nimero de
filas (ecuaciones) distinto, atin cuando representen sistemas equi-
valentes. Aunque es claro, en este caso, que agregando filas nulas
a la que tenga menos filas, se pueden transformar en matrices
equivalentes.

Ejemplo 1.14 Consideremos la matriz aumentada del sistema
en el ejemplo|1.13] que denominamos B y apliquemos operaciones
elementales hasta obtener una matriz escalonada C"

1 0 -2 2 10 -2 2
2f1+ f2
s_| 21 5 -1 Pt 01 1 3
-l -1 1 3 1 L3 01 1 3
01 1 3 01 1 3
10 -2 2
—fa+ fo
ha 01 13| _,
2T Lo 0 0 0 |7
—
00 00

Asi se tiene que B es equivalente a C. Y también es cierto que B
es equivalente a:

, y también a

o O O
e =)
i )
W W w N
OO O
— o~ O
— O = N
WO W
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Ahora se precisard el concepto de rango de una matriz, para
lo cual se requiere del siguiente resultado fundamental.

Teorema 1.7 Si A es una matriz mxn entonces existe una unica

matriz B con la forma escalonada reducida que es equivalente a
A.

No proponemos una demostracién de este resultado, més bien,
observemos con el siguiente ejemplo, que para el caso de matrices
escalonadas, el resultado es falso.

. (2 -2 3 4
Ejemplo 1.15 SeaA-(2 10 3>

Calcule dos matrices escalonadas, equivalentes a A.

Solucion:

2 =2 3 4\ fiufo (2 1 0 3\ —fitf
2 103) — 2 -2 3 4 —
_lf
2 10 3 211%0% B
0 -3 3 1 01 -1 -+ )77

1
—3/2

Las matrices By y By son escalonadas, A — By, A — By y
By # Bs.
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1.4.3 Rango de una matriz

Como cada matriz es equivalente a una tnica matriz en la forma
escalonada reducida, se puede definir el rango como:

Definicién 1.8 (Rango de A)

Sea A una matriz n xm, se llama rango de A y se denota Rng(A)
al numero de filas no nulas de la matriz en la forma escalonada
reducida equivalente a A.

Asi para determinar el rango de una matriz A es necesario
calcular su forma escalonada reducida, sin embargo, observe que
cualquier matriz escalonada equivalente a A tiene el mismo niimero
de filas no nulas que la escalonada reducida. Esto porque la
escalonada reducida se obtiene de la escalonada aplicando mas
operaciones, las cuales no modifican el nimero de filas no nulas.

Ejemplo 1.16 En el ejemplo se observé que las matrices B
y C son equivalentes,

10 —2 2 10 —2 2
2 1 5 -1 01 1 3
B=t 11 3 1|1 7loo0o o00][~C¢
01 1 3 00 00

Y como C' es escalonada reducida (es suficiente con que sea esca-
lonada) y tiene dos filas no nulas, entonces

Rng(B) = 2.

Recordemos que la matriz B es la matriz aumentada del sistema,
4 x 3 en el ejemplo Entonces el rango de B informa que el
sistema se puede reducir a uno de dos ecuaciones sin perder infor-
macidn, o sea que las restantes 4 — Rng (B) = 2 son ecuaciones
superfluas.
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1.5 Caracterizacion de los sistemas, por
su solucién

Seguidamente se darad una caracterizacién de los sistemas de ecua-
ciones lineales con solucién unica, infinito niimero de soluciones o
sin solucién, basados en las caracteristicas de la matriz del sistema
vy la matriz aumentada, ambas en una forma escalonada, que se
resumen en la nocién de rango.

1.5.1 Sistemas que no tienen solucién

El problema de decidir si un sistema de ecuaciones lineales tiene
solucién o no, es el problema de reconocer si tiene ecuaciones in-
consistentes o no. Y esto se reconoce facilmente cuando el sistema
tiene la forma escalonada y se observa al menos una ecuacion de
la forma:

0x1 4+ 022+ ---4+0x, =1

como en el ejemplo matriz (A|b).

También resulta facil de reconocer que hay ecuaciones incon-
sistentes, en un sistema en su forma inicial, cuando dos de ellas
tienen iguales coeficientes asociados a las mismas variables y la
constante a la derecha es distinta, por ejemplo, las ecuaciones 2 y
4 del sistema siguiente:

X1 + S5rs + —lzy = 1
201 + —lzo + dr3 + Ty = 3
3r1 + lzs + —2z3 + 3rvy, = -1
211 —+ — 1.’£2 + 5:]]3 —+ T4 = 6

Obtenga la forma escalonada de este sistema y verifique que en
esta forma escalonada aparece una ecuacién inconsistente, o sea,
el sistema no tiene solucién.

Sin embargo, en términos del sistema inicial hay otros tipos
de dependencia entre las ecuaciones que las pueden hacer incon-
sistentes. Este es un problema dificil que se relaciona con los
conceptos de rango e independencia lineal, que se estudiard mas
adelante. Pero en todos los casos, cuando esto ocurre, la forma
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escalonada del sistema hara evidente la existencia de al menos una
ecuacion inconsistente con la forma vista.

Finalmente observemos que en un sistema de ecuaciones linea-
les Ax = b, la presencia de al menos una ecuacién inconsistente,
en la forma escalonada de la matriz aumentada del sistema hara
que el rango de A y el rango de (A|b) sean distintos. Por ejemplo,
en un sistema 4 X 4, la forma escalonada de la matriz (A[b) de un
sistema inconsistente puede ser:

(Alb)

SO O
O O O *
O O = %
S O ¥ ¥
O = X% *

donde el simbolo * representa cualquier numero real. En este caso
la ecuacién que representa la tercer fila de la matriz anterior es
inconsistente y hace que Rng(A) # Rng (A|b). Especificamente,

2 = Rng(A) < Rng (A|b) = 3.
Y en general podemos reconocer que:

Rng (A) < Rng(Alb) <= Ax = b tiene ecuaciones inconsistentes.

1.5.2 Sistemas con solucién

Un sistema Az = b con solucién se dice que es consistente y, na-
turalmente, es un sistema que no tiene ecuaciones inconsistentes.
La ausencia de ecuaciones inconsistentes se refleja en que:

la forma escalonada de la matriz del sistema A y la
forma escalonada de la matriz aumentada (A|b) tienen
el mismo numero de filas no nulas.

Y esto es equivalente a establecer que:

Rng (4) = Rng (A[b)

Por ejemplo, los siguientes esquemas de matrices, que utilizan
un * para indicar que en esa posicién puede aparecer cualquier
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nimero real, corresponden a matrices aumentadas de sistemas
consistentes.

1 % * *|x% 0 1 % %%
0 0 1 x| 0 0 1 x|
0 0 0 1]+« 0 0 0 0]0
0 0 0 0]0 0 0 0 0]0

En el sistema asociado a matriz de la izquierda
Rng (A) = 3 = Rng (A]b).
Y para el de la derecha

Rng (A) = 2 = Rng (A]b).

Sistemas con solucién tnica

Un sistema n x m, Ax = b, tiene solucién tnica, si ademas de la
condicién anterior, el sistema en la forma escalonada tiene tantas
ecuaciones no superfluas, como variables. O lo que es lo mismo:

e cn cada columna de la forma escalonada de la matriz del
sistema, hay un primer uno de alguna fila.

e 0, el nimero de filas no nulas en la matriz del sistema en su

forma escalonada es igual a m, el nimero de variables del
sistema.

e o, Rng(A) = Rng (A]b) =m.

Los siguientes esquemas de matrices corresponden a sistemas con
solucion unica.

1 *x * x| x%
1 *x % x| =%

0 1 % x|
0 1 * *|=x

0 0 1 x|
0 0 1 x|
00 0 1|x 0 0 0 1]=x

0 0 0 0f0
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Sistemas con infinito niimero de soluciones

Finalmente, un sistema n xm, Az = b, tiene un nimero infinito de
soluciones si ademas de tener solucion, el niimero de filas no nulas
de la forma escalonada de la matriz del sistema es menor que m,
el nimero de variables (o columnas de la matriz del sistema). Lo
que es equivalente a establecer que:

Rng (A) = Rng (4]b) < m.

Esto significa que hay columnas, en la forma escalonada de la ma-
triz del sistema, que no contienen algin primer uno. El ntimero
de estas columnas corresponde al niimero de parametros con que se
describe el conjunto solucién del sistema y es igual a m — Rng (A).

Por ejemplo, para los sistemas de ecuaciones Ax = b cuyas
matrices aumentadas, en la forma escalonada reducida, son:

1 -1 0 0]-1 010 113
0 0 1 0| O 0 01 =2|2
0 0 01 2 000 0|0
0 0 0 0| O 000 0|0

se tiene, en el primer caso, que
Rng (A) =3 = Rng (4]b) < 4.

luego el sistema tiene infinitas soluciones que dependen de 4 —
Rng (A) = 1 pardmetro. A partir del sistema que representa la
forma escalonada reducida, obtenemos su conjunto solucién:

1 = —1+4+=z
1 — T2 = -1 ! . T
T2 = X2
xIs = 0 = x _ 0
T4 = 2 xd _ 2
4 =

A la variable x5 se asigna un valor arbitrario ¢t € IR, decimos que
es un parametro, de manera que el conjunto solucién del sistema
es:

S={(-1+4+1¢1t,0,2)|t € R}.

Para el sistema representado por la matriz de la derecha,

Rng (A) =2 = Rng (A|b) < 4.
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luego tiene infinitas soluciones que dependen de 4 — Rng (A) = 2
parametros. La solucién es dada por:

I = I
X2 + Ty = 3 T2 = 3 — T4
{ T3 — 24 = 2 :>$3 = 2 + 214
Ty = Ty

De manera que asignando a x; un valor arbitrario t, y a x4 otro
valor arbitrario s, se obtiene el conjunto solucién del sistema:

S={(t,3—s,242s,9)|t,s € IR}.

El siguiente teorema resume, los anteriores resultados.

Teorema 1.9 Si Az = b es un sistema de ecuaciones lineales
nx m y (Ab) su matriz aumentada, entonces

a) Si Rng(A) < Rng(A|b) el sistema no tiene solucion (el
sistema es inconsistente).

b) Si Rng(A) = Rng(A|b) el sistema es consistente (tiene
solucidon), en este caso:

i) Si Rng(A) = Rng(A|b) = m el sistema tiene solucidn
dnica.

it) Si Rng(A) = Rng(A|b) < m el sistema tiene infinitas
soluciones que dependen de (m— Rng(A)) pardmetros.

Algunos casos particulares, de las caracterizaciones de los sis-
temas de ecuaciones lineales dadas, merecen especial atencién.

1.5.3 Sistemas homogéneos

Si las constantes a la derecha del igual en todas las ecuaciones
son cero, se dice que el sistema es homogéneo, es decir, Az = b se
llama homogéneo si b = 0 es el vector columna de ceros. En este
caso, se tiene que

Rng (4) = Rng (A|0)
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porque ninguna operacién elemental sobre las filas de (A|0), puede
cambiar los ceros que forman la ltima columna de (A4|0). Asi, en
un sistema homogéneo no pueden existir ecuaciones inconsistentes.

Ademaés se reconoce facilmente que x1 = 20 = ... 2,, = 0, es
una solucién, por lo tanto los sistema homogéneos siempre tienen
solucién.

Teorema 1.10 Todo sistema homogéneo Ax =0, n X m, es con-
sistente:

a) x = 0p,, el vector columna de m ceros, es una solucidén del
sistema.

b) Si Rng(A) =m entonces el sistema tiene como unica solu-
cion al vector nulo: © = 0,,.

¢) Si Rng(A) < m entonces el sistema tiene infinitas solu-
ciones que dependen de m — Rng(A) pardmetros.

Demostracion: Se deduce directamente del teorema anterior,
observando que Rng (A|0) = Rng(A), puesto que las operaciones
que transforman (A|0) a su forma escalonada reducida, no alteran
la dltima columna de ceros.

1.5.4 Sistemas con menos ecuaciones que varia-
bles

Si hay menos ecuaciones que incégnitas el namero de filas no nulas,
de la matriz aumentada en su forma escalonada, serd necesaria-
mente inferior al nimero de variables, luego un sistema de este
tipo no puede tener solucién unica.

Si ademds un sistema con menos ecuaciones que variables es
homogéneo, entonces tiene un nimero infinito de soluciones, nece-
sariamente.
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1.5.5 Sistemas n xn

Un sistema Az = b, n X n (con tantas ecuaciones como variables)
tiene solucién unica solamente si al calcular la forma escalonada
reducida de su matriz aumentada se obtiene:

a1 @12 o+ Gip | b1 1 0 0
a1 @G22 - Gy | bo .. 0 1

_
an1 An2 o Qpp bn 0 0 1 *

O sea, la forma escalonada reducida de A debe ser una matriz
n X n, con unos en la diagonal y ceros en las restantes entradas,
que llamamos matriz identidad y se denota como I,,.

Teorema 1.11 Un sistema n X n, Ax = b, tiene solucién unica
si y solo si A es equivalente a la matriz identidad n X n.

1.6 Interpretacion del rango de una ma-
triz

Consideremos una matriz A cualquiera n X m, y el sistema ho-
mogéneo Ax = 0. Observemos que:

1. Cada ecuaciéon que produzca un primer uno, en la forma
escalonada de la matriz del sistema, es una ecuacién que
aporta informacién para resolver el sistema Ax = 0, que no
estd contemplada en las otras ecuaciones.

2. En tanto que una ecuaciéon que termine como una fila de
ceros en la escalonada reducida equivalente a A, es una
ecuacion que puede omitirse del sistema Ar = 0 sin que
se pierda nada, es una ecuacion redundante o superflua.

3. Por otra parte Rng(A) es el nimero de filas no nulas de
la escalonada reducida equivalente a A, o sea, el numero de
primeros 1 de cualquier matriz escalonada equivalente A.
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Asi, el Rng(A) informa del nimero de ecuaciones que real-
mente aportan informacién para resolver el sistema homogéneo
Az =0, o en otros términos, El Rng (A) es:

e ¢l maximo nimero de ecuaciones del sistema Az = 0 que no
incluyen ecuaciones redundantes.

e y el minimo nuimero de ecuaciones que se deben preservar
en el sistema Az = 0 para obtener un sistema equivalente.

Mas adelante, con la introduccién de los conceptos de combi-
nacién lineal e independencia lineal, seccién [2.7] se relaciona la
idea de redundancia con el concepto de dependencia lineal y el
de ecuaciones sin redundancia con el de independencia lineal, mo-
mento en que el concepto de rango adquirird mayor riqueza de
interpretaciones. Por ahora, el siguiente teorema resume algunas
proposiciones equivalentes y aplicables a matrices cuadradas con
rango completo.

Teorema 1.12 Si A es una matriz n X n, las siguientes proposi-
ciones son equivalentes.

i) Rng(A)=n.
ii) A es equivalente a la identidad.
iit) Az = 0 tiene solucidn dnica.

iv) Ax = b tiene solucion dnica Vb € IR".

Demostracién:  Se demostrard que i) = i) = iii) =
1) y i) = iv) = ii), lo que es suficiente para establecer las
equivalencias.

ii) =1) Si A es equivalente a I,,, la identidad es su forma
escalonada reducida, por lo que Rng(4) = n.

i) ==iii) Si Rng(A) = n, entonces Rng (A|0) = Rng(A) =n,
lo que significa que Az = 0 tiene solucién unica, teorema [1.10

i) =iv) Si Rng(A) = n, entonces la escalonada reducida
equivalente a (A|b) es de la forma (I,]z), que tiene n filas no nulas,
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luego Rng (AJb) = Rng (A) = n, lo que significa que Az = b tiene
solucién unica Vb € IR".

iv) =ii) Se pospone para la siguiente seccién, a fin de dispo-
ner de las matrices elementales, que facilitan la escritura de esta
demostracién.

ili) =ii) Si Az = 0, tiene solucién tnica, la forma escalonada
reducida de (A]0) es (I,,|0), (en caso contrario esta forma escalo-
nada reducida tendria al menos una fila de ceros, lo que conduciria
a infinitas soluciones). Luego A es equivalente a la identidad.

1.7 Redes y sistemas de ecuaciones li-
neales

Se usaran las redes para representar fenémenos tales como el flujo
de vehiculos, el flujo de una corriente eléctrica, modelos de trans-
porte, etc. De tal modo que el objeto matematico red interesa
en tanto que una herramienta de ayuda en la resolucién de pro-
blemas sencillos que involucran sistemas de ecuaciones lineales y
programacion lineal. Naturalmente queda fuera del objetivo de
estas notas el estudio de las propiedades matematicas de las redes
y nos limitamos a dar una descripcion, mas grafica, de lo que lla-
maremos red. Una red es un conjunto de puntos llamados nodos,
conectados de alguna manera por medio de lineas llamadas arcos.

Figura 1.1: Red con cinco nodos y siete aristas.
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Como se ve en la Figura los nodos se representan con
circulos o puntos. Las flechas son usadas para indicar, en ciertos
casos, el sentido del “flujo” que se representa.

1.7.1 Redes de flujos

El ejemplo mas intuitivo y sencillo es el de redes de carreteras,
donde el flujo se refiere a la cantidad de vehiculos que circulan por
la via. En el caso de redes que representan flujos supondremos en
esta seccion que la cantidad que llega a un nodo es igual a la que
sale:

r=y+z

Figura 1.2: Flujo que entra al nodo es igual al que sale.

Ejemplo 1.17 La siguiente red representa el flujo vehicular por
un sector de la ciudad donde, los nodos son las intersecciones y los
arcos, las carreteras. Las flechas indican el sentido del movimiento
de los vehiculos.

400 _ 7 x (7600
Y z w
3 4

300 o/ ¢ 2/ 100

Figura 1.3: Flujo vehicular por un sector de la ciudad.

Las cantidades de vehiculos que circulan por la red entre dos
nodos consecutivos se indican con las letras z, y, z, w y t las cuales
son las variables del problema. En tales condiciones:
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i) Formule un sistema de ecuaciones lineales cuya solucién aporte
todas las opciones posibles de flujo vehicular.

ii) Si el flujo vehicular entre el nodo 1 y 2 es 550 y entre el nodo
2 y 4 es 50, entonces calcule los otros flujos.

Solucion

i) De acuerdo con la red el sistema es :

r —y = 400 nodo 1
T +z —w = 600 mnodo 2
+y +z 4+t = 300 nodo 3
+w +t = 100 nodo 4

La matriz aumentada del sistema es

1 -1 0 O 0 400
1 0 1 -1 0 600
0 1 10 1 300
0 0 0 1 1 100

Haciendo operaciones elementales sobre esta matriz se obtiene la
solucién: S = {(700 — z — ¢,300 — z — ¢, 2,100 — t,t) |z, w € IR} .

ii) Como x = 550 entonces y = 150. Ademds w = 100 — ¢ = 50
entonces t = 50. Por otra parte y =300 — z —t = 300 — z —
50 = 150 por lo que z = 100.

1.7.2 Redes eléctricas

Considérese un modelo simple de circuito eléctrico que consta so-
lo de resistencias (bombillas eléctricas, electrodomésticos, ...) y
fuerza electromotriz o baterfas. A través de la red (o circuito)
fluye la corriente eléctrica en el sentido que indican las flechas.
Los nodos representan puntos de la red donde se redirecciona y
distribuye la corriente. Los generadores se simbolizan con dos
rayas verticales una mas corta que la otra. La corriente entra por
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la raya corta y sale por la raya larga. El otro simbolo que aparece
en la Figura[T.4] es el de las resistencias.

Figura 1.4: Red eléctrica con dos nodos, tres
resistencias y dos generadores.

La fuerza electromotriz se mide en wvoltios, la corriente en am-
perios y la resistencia en ohmios. El movimiento de la corriente
en el circuito se rige por las conocidas leyes de Kirchhoff, a saber:

a) La corriente que fluye hacia un nodo es igual a la que sale.

b) En una trayectoria cerrada la fuerza electromotriz es igual
a la suma de las caidas de voltaje.

Una trayectoria cerrada es una parte de la red donde la co-
rriente sale de un nodo y regresa a él. En la figura anterior se
tienen dos trayectorias cerradas. una sale del nodo 1 y la otra del
nodo 2.

La caida de voltaje F a través de una resistencia es el producto
RI donde I es la corriente y R es la resistencia. Es decir £ = RI.

Ejemplo 1.18 Considere la red siguiente y determine las corrien-
tes I, I e I3
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Ri=1 E1|:I5 I
)

Trayectoria 1

@ Wy ®

Ry =2
Trayectoria 2

VWV | ——

R3=4 E2:8 IS

Figura 1.5: Red eléctrica con dos trayectorias.

Solucion: A partir de la Figura[L.5] vemos que el sistema de ecua-
ciones es:

Il —12 +Ig = 0 Nodo 102
L +21 = 5 Trayectoria 1
+2I;, +4I3 = 8 Trayectoria 2

Resolviendo el sistema se obtiene la solucién: I; = 1 amperio,
I, = 2 amperios e I3 = 1 amperio.

1.8 Ejercicios

1. Considere el sistema 3 x 2:

21‘1 + 31‘2 = 0
41’1 + 612 = 12
—T1 + i) = 2

a) Represente graficamente las tres rectas asociadas al sis-
tema.

b) Del andlisis grafico, ;qué se puede concluir acerca de la
solucién del sistema?

¢) Resuelva el sistema por el método de Gauss.
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2. a) Proponga un ejemplo de un sistema de tres ecuaciones li-
neales en dos variables que corresponda a la ilustracion grafica

de la figura

Figura 1.6:

b) La figura cambia una de las rectas del grafico anterior
trasladandola paralelamente hasta pasar por el origen. Modi-

fique el sistema propuesto en a) para que corresponda a la
ilustracién grafica

Figura 1.7:

¢) En cada caso, s6lo observando los grificos, dé el conjunto
solucién del sistema.

3. Resuelva los siguientes sistemas

20—y = 0
a) ¢ 6z—5y = 0
2v4+4y = 0



38 Sistemas de ecuaciones lineales

b) 20 4+4y = 6
3r+6y = 5
r+5y+1lz = -5

c) 20 +3y+8 = 4
—xr+2y+3z = -9

4. En cada caso, determine el conjunto solucién:

—2x +6y —4z = =28
1 -r +3y —z = -8
: 52-15y+102 = 70
r —3y = 2
3z+9y—3z = 0
9 y+z = 1
’ —2x—by+4z = 4
—2z—6y+3z = 4
-z +y+52z = -—36
3 —2y+4z = -30
’ x—3y = -1
—3z+9y = 3
51’1 —5£E3 = 0
4 3x9 +3x3 — 94 = 3
’ 21 —3x9 —dr3 +1024 = 0
—2x1 +2x3 — x4, = -1
I — 3 + 21’4 = 4
—6x1 + x9 +8x3 —1dxy = —32
5. —4x1 + x5 +6x3 —100y = —21
—XT2 —2$3 = -1
—21‘1 +2I3 - 5I4 = -11
—3z1 + 3x9 4623 —1b24 = 3
xI9 —3.’173 — 3$4 = -9
6. 31‘1 — 3.232 —7%‘3 +15J)4 = —6
—2562 +6$3 + 7:1?4 = 18
*31’1 + 5%2 + x3 7221’4 = —-12

5. En cada caso, dé el conjunto de tripletes (z,y,z) que son
solucion del sistema homogéneo:

—2x 46y —4z = 0

1 -z +3y —=2 = 0
’ 5z—1b6y+10z = 0
r —3y = 0
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—xr 42z = 0
2. 3r —6z = 0
2 —4z = 0
y +5z = 0
3 -2y +4z = 0
' -3y =0
-y 49z = 0

6. Considere el siguiente sistema 2 x 3:

-z +y—52z = =2
3z—3y +z = =8

a) Determine el conjunto solucién.

b) Verifique que si se agrega una ecuacién como
r—y—9z2=-12

que resulta de sumar dos veces la primera ecuacién maéas
la segunda, la informaciéon que se agrega es redundante,
es decir, la nueva restricciéon ya estd contemplada en las
dos primeras.

¢) Por otra parte, explique porqué si se agrega una ecuacién
como

r—y—92=-10

se agrega una inconsistencia. Verifique esto ultimo re-
solviendo el sistema 3 x 3 resultante.

7. Dado el siguiente sistema 2 x 3:

2043y —z =
r—2y+2z = 1

En cada caso, agregue una ecuacién de manera que el sistema
3 x 3 resultante:

a) tenga una Unica solucién.

b) tenga infinitas soluciones.

¢) no tenga solucidn.
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10.

11.

Sistemas de ecuaciones lineales

. Sea el sistema cuya matriz aumentada es:

b
4
2

o e 2
L & O
ok DN

Para cudles valores de a, b el sistema:

a) No tiene solucién  b) Tiene solucién tnica.

¢) Tiene infinitas soluciones dependiendo de:
i) un parametro, ii) dos pardmetros.

. Considere los sistemas homogéneos cuyas matrices son:

1 b 0 b b a?
1 a a b a —a?
-1 —a b b a -1

En cada caso, para cudles valores de a, b el sistema tiene :

a) solucién unica.
b) infinitas soluciones dependiendo de un pardmetro.

¢) infinitas soluciones dependiendo de dos pardmetros.

Considere el sistema de ecuaciones lineales:
—ar —?y+ (ba+4)z = —16
r + oy -+ az = o
—ar + day + daz = A4«

Determine todos los valores del parametro «, si existen, tales
que el sistema:s:

a) No tiene solucién  b) Tiene solucién tnica.
¢) Tiene infinitas soluciones dependiendo de:

i) un pardmetro, ii) dos pardametros.

Considere el sistema de ecuaciones lineales en las variables
1, T3 y T3, que depende del pardmetro k € IR:

kxl —|—I2—|—$3 = 1
$1+k$2+.’£3 ].
X +£U2+k.’£3 = 1
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a) Determine los valores de k para los cuales el sistema:

i) no tiene solucién.
ii) tiene un ntmero infinito de soluciones.
iii) tiene solucién tnica.
b) Para los casos en que hay solucién tnica, determine la
solucion.

12.  a) Decida si la ecuacién

(2 3)(5)

tiene solucién en los siguientes casos:

o2 o= () - )

b) En los casos en que hay solucién comente sobre el nimero
de soluciones.

1
c)ParaA:(3 4

guntas anteriores.

) y los mismos b responda las pre-

13. Determine un vector x tal que Az = b si

2 31 3
A= 1 2 1| yo=|[1
~1 4 0 -2

Similarmente, determine x tal que Ax = 0.

14. Considere el sistema

y+2w = 0
r—z = 1
z+w = 2

a) Escriba el sistema en la forma matricial.

b) Obtenga la solucién del sistema y escribala en la forma
h + u donde u es cualquier vector solucién del sistema
homogéneo y h es un vector solucién fijo, del sistema no
homogéneo.
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15. Un sistema tiene matriz aumentada

1 0 1|«

0 1 2| «

Calcule a y a sabiendo que un vector solucién es (2,1,a).
Luego resuelva el sistema.

16. Considere el sistema cuya matriz aumentada es:

1 2 011
-1 3 al|0
2 1 0|2
-1 -8 a|0

Con «, 3 € IR.

a) ¢Para qué valores de o y [ el sistema es equivalente a
un sistema no homogéneo 3 x 37 ;Para qué valores de «
y 3 el sistema es consistente?

b) Para todos los valores posibles de « y 3 obtenga la solu-
cion del sistema.
17. Sean a,b € IR. Considere los planosﬂ cuyas ecuaciones son:

4z —ay+2+4=0;

20 —y+2—-1=0;
2c —y+2bz+4=0.

Determine los valores de a y b que corresponden a cada uno
de los siguientes casos:

a) La interseccién de los tres planos es vacia.

b) La interseccién de los tres planos es exactamente un pun-
to.

c¢) La interseccién de los tres planos es exactamente una
recta. Es decir, el conjunto solucién depende de un
parametro. En este caso, determine el conjunto solucién.

1LLamamos plano al conjunto de puntos (z,y,2) de IR3, que satisfacen
una ecuacién de la forma ax + by + cz = d, donde a, b, ¢y d son nimeros
reales dados.
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18. Sean A, B matrices equivalentes. Justifique por qué A y B
tienen el mismo rango.

19. En un acueducto fluye agua en miles de metros cibicos por
hora, tal como se muestra en la siguiente red :

600 _ ~ T ~\ Y ~ 500

C
C
C

600 p q 500

a) Resuelva el sistema para el caudal de agua representado
por x? y7 Z7 w’ m7p7 q'

b)Encuentre el patrén de flujo cuando p = g = 0.

20. Sea la red de flujo

200

300

a) Resuelva el sistema correspondiente.

b) Encuentre el flujo cuando z = 100, ¢t = 50 = s.

21. Considere la siguiente red de flujo vehicular de un sector de
la ciudad dependiente de los pardmetros h y k.
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600~ z LN

600 Y k

a) Obtenga una relacién entre h y k para que el sistema cor-
respondiente tenga solucién.

b) Calcule los flujos vehiculares en funcién de h y una variable
libre. Calcule los flujos para valores particulares de h, k y la
variable libre.

¢) Si la cantidad de autos que ingresan al nodo a es 400 y los
que salen del nodo b son 550, calcule los flujos restantes.

22. Encuentre las corrientes I, I5 e I de la red eléctrica siguiente:

= I
T

17 -

Ry =3 B
A4

Trayectoria 1

@ Wy ®

Ry =4

Trayectoria 2

VW |}

Rs =2 EQI: 2 I3
23. Sea el sistema:
x -2z 4+ w = 0
2 +2z—-2w = 4
-z -3y + z2—2w = 1
22 + 3y + w = 1

a) Exprese el sistema en la forma matricial Al = b, donde
l=(z,y,z,w).

b) Calcule una columna I tal que Aly = b.
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¢) Exprese la solucién del sistema en la forma:
S ={lo + d|Ad = 0}.

24. Sean R # 0y H # 0 matrices 2 x 3.

a) Escriba todas las posibles formas escalonadas reducidas
de R. Sugerencia: considere los casos Rng (R) =1y
Rng (R) = 2, por separado.

b) Pruebe que si Ry H son escalonadas reducidas y si los
sistemas Rr = 0 y Hx = 0 tienen igual solucién, en-
tonces R = H. Ayuda: es equivalente probar que si
R # H entonces los sistemas Rx = 0y Hx = 0 tienen
diferente solucién.

¢) Si Ry H son escalonadas, pruebe que el resultado ante-
rior es falso.

25. Si en un tridngulo cualquiera, a, 3 y - son las medidas de los
angulos opuestos a los lados de magnitud a, b y ¢, respecti-
vamente.

a) Muestre que a, b, ¢, a, B y 7 satisfacen el siguiente
sistema de ecuaciones lineales

cr + +az =
cy + bz =
bx + ay =

o Q@ o

donde z = cosa, y =cosf3y z = cos.

Ayuda: por ejemplo, observe del siguiente grafico que
b+d=ccosayd=acos(m —7) = —acosv, de donde
b=ccosa+ acosn.
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b) Muestre que la matriz escalonada reducida equivalente a
la matriz aumentada del anterior sistema, es

1 00 5 2b2c 5
0 1 o] a2=b"+c
a? +2£§Cf o
L B
Observe que a, by ¢ son magnitudes positivas y por lo
tanto no nulas.

¢) Muestre que a, b, ¢, a, 0y v satisfacen
a? = b? + c® — 2bccos o

b? = a? 4 ¢ — 2accos 3
c® =a® 4 b?> —2abcosy



Capitulo

Matrices

Sin duda alguna al lector le resulta familiar los arreglos de datos
en filas y columnas para almacenar informacién de manera orde-
nada. Por ejemplo, los resultados del futbol se presentan de modo
que las filas dan informacién por cada equipo y las columnas lo
hacen sobre los partidos jugados, ganados, empatados, perdidos,
goles a favor, goles en contra y total de puntos. Tal situacién
la observamos en la siguiente matriz compuesta de 12 filas y 7
columnas:

Posiciones de la Primera Divisién en Costa Ricall

’Equipos H PJ‘PG‘PE‘PP‘GF‘GC‘P‘LS‘
1)Alajuelense 25 |17 |5 3 59 | 20 | 60
2)Herediano 25 |14 |7 4 45 |21 | o4

3)Cartaginés 25 |12 |10 |3 27 |17 | 50
4)Saprissa 25 |11 |10 |4 42 | 26 | 48
5)Pérez Zeledén || 25 | 10 | 5 10 |37 |34 |39
6)Carmelita 25 | 8 8 9 26 |27 | 34
7)Belén 24 | 6 11 |7 23 | 21 34
8)Puntarenas 25 | 6 10 |9 23 | 33 | 32
9)Ramonense 25 | 6 6 13 |26 |44 |27
10)San Carlos 25 | 4 9 12 |24 |45 | 25
11)Turrialba 24 | 4 7 13 | 23 | 42 23
12)Goicoechea 25 | 4 6 15 |23 |48 |21

1 Tomado del diario La Nacién, 3 de marzo de 1997.

47
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Otro ejemplo lo obtenemos en la matriz con informacién de la
contaminacion del agua en algunos puntos de muestreo de los rios
que llegan al embalse La Garita. La primera columna es un indice
(entre 0 y 100) que indica la calidad del agua en cada uno de los
9 puntos de muestreo, las restantes columnas son mediciones, en
unidades de concentracién, que sirvieron para calcular el indice de
calidad.

Calidad del aguaﬂ

Indice Sélidos

calidad | DBO | PH | Totales | Fosfatos
Emb. centro 55.0 15.0 | 7.15 172.0 0.54
Emb. orilla 58.0 13.7 | 7.20 | 164.0 0.52
Emb. represa 58.0 30.6 | 7.30 | 180.0 0.68
Emb. salida 59.0 10.0 | 7.15 | 157.0 0.55
Emb. Desfogue 58.0 10.5 | 7.20 | 165.0 0.66
Rio Alajuela 67.0 16.2 | 8.30 | 165.0 0.40
Rio Ciruelas 70.0 6.1 | 835 | 187.0 0.62
Rio Tizate 77.0 1.5 | 835 | 192.0 0.64
Rio Virilla 62.0 15.0 | 8.10 | 295.0 0.92

Un tercer ejemplo de matriz, de nueve filas y cinco columnas, esta
dado por la tabla siguiente que contiene las notas de un grupo de
estudiantes de Algebra Lineal.

’Nombre HPl\P2\P3\Q\E‘
Leonardo || 3.6 | 3.0 | 4.0 | 5.0 | 3.6
Fresia 76 194566075
Alejandro || 55 | 2.2 | 0 3.0 | 2.6
Hernéan 72 54|45 ] 70|58
Michael 82 6.3|43]70]6.3
Karla 8.8 | 45| 6.7 |85 6.7
Norberto 6.3 59|55 |77]6.0
Manuel 7173|7170 72
Erick 53 136|13]20]| 3.3

En las filas se lee la situacién personal de cada estudiante y en
las columnas las notas obtenidas en cada uno de los tres parciales

2Datos del Instituto Costarricense de Electricidad (ICE) 1984.
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y el promedio de los quices. La tltima columna: escolaridad, es el
promedio ponderado con un 32% cada parcial y un 4% el promedio
de quices (redondeado a un decimal).

Una definicién formal de matriz es la siguiente :

Definicién 2.1 (Matriz)

Sean m y n enteros positivos. Un arreglo rectangular en m filas y
n columnas de numeros reales:

a11 @12 - Gln

a21 a2 -+ G2n
A =

Am1 am?2 Tt Amn

se llama matriz de orden (o tamarno) m x n sobre IR.

En forma abreviada se escribe A = (aij)an donde a;; denota
la entrada de A en la fila ¢ y la columna j.

El conjunto de las matrices de orden m x n con entradas reales
se denota con M(m,n,IR). En el caso de matrices cuadradas, es
decir con igual nimero de filas y columnas, se usa la notacién
M(n, IR) y se dice que son de orden n.

Ejemplo 2.1 Si A € M(2,3,IR) es la matriz de dos filas y tres
columnas con entradas reales:

entonces ajo =2 y a3 =6

2.1 Algunos tipos de matrices

Ciertas matrices con formas especiales apareceran muy frecuente-
mente, en los desarrollos siguientes, por lo cual conviene identifi-
carlas con nombres especificos.
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Definicién 2.2 (Matriz Diagonal)

Una matriz D = (dij)nxn se llama matriz diagonal si todos los
elementos fuera de la diagonal son nulos, esto es d;; =0 sii # j.

di1 0 0
D— 0 da
S
0 0 dpn

Ejemplo 2.2 La siguiente es una matriz diagonal, cuyas entradas
son los pesos usados para calcular la Escolaridad en el ejemplo de
la pagina

032 0 0 0

0 032 0 0

b= 0 0 032 0
0 0 0 0.04

Las matrices diagonales con tnicamente unos en la diagonal
jugaran un rol importante, una vez que se haya introducido el
producto matricial, y se llamardn matrices identidad, lo cual se
justifica méas adelante.

Definicién 2.3 (Matriz Identidad )

. 1 1= .
La matriz I,, = (dij)an , con di; = { str=J , es decir,

0 sii#j
1 0 0
o U
-
0 0 1

se denominard matriz identidad de orden n.

Algunas veces, una matriz identidad se denotard con I, sin
hacer referencia a su tamaifo.
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Definicién 2.4 (Matriz Triangular)

Una matriz T = (t;j)nxn se llama matriz triangular inferior (su-
perior) si todos los elementos arriba (abajo) de la diagonal son
cero, esto es t;; =0 sii < j (sii>j). Y sellama triangular si
es triangular inferior o superior.

tn 0O ... 0

t11 t12 tin

T 0 to 12
T to1  too : o T — . n
tnl tn2 cee tnn 0 0 tnn

Un tipo muy importante de matrices tanto por las propiedades
que poseen como por su utilidad, principalmente en Estadistica
y el Analisis de Datos, son las matrices simétricas, caracterizadas
por la simetria de sus entradas respecto a su diagonal.

Definicién 2.5 (Matrices simétricas)

S = (8ij)nxn €S simétrica si su entrada en la fila i y columna j
es igual a la entrada en la fila j columna i, parai,j =1,2,...,n.
Es decir, st s;; = sj; para todo i y j.

Un ejemplo de matriz simétrica es la siguiente:

Ejemplo 2.3 (Matriz de distancia.) Consideramos tres ciudades
C1,C5, C3, cuyas distancias entre ellas, en cientos de kilémetros,
son dadas por las entradas de la matriz D = (d;;)3x3, donde d;;
denota la distancia entre las ciudades C; y Cj.

D =

w = O
ol O =
O ot Ww

Asi: 5 es la distancia entre Cy y C'5 que naturalmente es la misma
que la distancia de C3 a Cs y por ello la matriz resulta simétrica.

Observe que un caso particular de matrices simétricas son las
matrices diagonales.
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Por otra parte, la simetria es una propiedad que se caracteriza
muy apropiadamente mediante la transposicién de matrices.

Definicién 2.6 (Matriz transpuesta)

Sea A € M(m,n, IR), la matriz transpuesta de A se denota por A
y se define como la matriz n X m que se obtiene al escribir las filas
de A como columnas, (o equivalentemente, poner las columnas de
A como filas). Simbdlicamente:

Si A= (aij)mxn entonces A" = (aj;)nxm-

2 3
5 6

1 4
Ejemplo 2.4 Si A = ( 411 > entonces A= | 2 5
3 6

Usando la transposicién de matrices, observe que una matriz
S, n X m, es simétrica si y solo si St = S.

Matrices escalonadas y escalonadas reducidas.

Debemos recordar que en el capitulo anterior, aparecieron las
matrices escalonadas y las escalonadas reducidas, dos tipos
de matrices de gran utilidad en la teoria de sistemas de ecuaciones
lineales.

Vectores columna y vectores fila.

Y para terminar, se hard especial énfasis en las matrices que
constan de una sola fila o una sola columna. Muy frecuentemente,
tales matrices se llamaran también vectores y con ellos se suele
representar muchos tipos de informacién.

Una matriz constituida por una sola columna se escribe como

11 C1
c= : , pero usualmente la denotamos por ¢ =

Cn1 nx1
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Definicién 2.7 (Conjunto de vectores columnas)

Al conjunto de todas las matrices columnas de tamano n x 1 lo
denotamos como IR™ y nos referimos a €l como el espacio vectorial
IR"™ y a sus elementos como vectores.

T
IR" = r; € IR

T

Asi, cuando nos referimos a un vector E| en IR™, se debe pensar
en una matriz de una columna y n filas, a menos que se diga
explicitamente que se trata de un vector fila, en cuyo caso se trata
de la matriz ¢ = (¢11 ¢12 ... ¢1n) que, en forma similar al caso de
las columnas, se denota como:

c=(c1,69,...,¢p)

en este caso, empleando comas para separar sus entradas.

Si I, es la matriz identidad de orden n, sus columnas son vec-
tores de IR™ y se llamardn vectores canonicos de IR™, denotandolos
con ey, €g, ..., e,, respectivamente. I, = (e, ea,...,ey,). Asi, por
ejemplo, para IR* los vectores canénicos son las columnas de las
siguiente matriz identificadas E| por e1,es,e3 y €4.

== (61,62,63,64).

S O O
o o= O
o= O O
— o o o

1 4
Ejemplo 2.5 Las filas de la matriz 5 2 son vectores del
31

3Més adelante se justifican los nombres: vectores y espacio vectorial.

0
o, (O, (1), |0
4Con esta notacién, el vector ey puede ser (1) 611]6 0 [¢) s
0 :
0 :
0

segun sea el espacio a que pertenezca.
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espacio IR?:

1\ /5\ /3 Ly [4
, , y sus columnas | 5], [ 2
4 2 1 3 1

son vectores del espacio IR3.

Ejemplo 2.6 Cuando se trata de matrices de datos como en el
caso de la tabla sobre calidad del agua, en la pagina es usual
referirse a las filas de matriz como “individuos” y a las columnas
como “variables”. Asi, el individuo VIRILLA = (62.0, 15.0, 8.10,
295, 0.92)% es un vector de IR® cuyas entradas son los valores que
las cinco variables: calidad, DBO, PH, Sélidos totales y Fosfato
asumieron en el punto de muestreo: Rio Virilla. Por otro lado
la variable CALIDAD = (55, 58, 58, 59, 58, 67, 70, 77, 62)! es
un vector en IRY cuyas entradas son la calidad del agua (ntimero
entre 0 y 100) en cada uno de los nueve puntos de muestreo.

2.2 Operaciones con matrices y propie-
dades

En esta seccién se definiran las operaciones: suma matricial, mul-
tiplicacién de una matriz por un escalar y producto matricial. La
idea es operar con tablas numéricas de datos en forma similar
a como se opera con los nimeros reales, pero con ciertos cuida-
dos especiales, porque hay propiedades muy importantes de los
ntimeros reales que trasladas a las matrices dejan de ser vélidas.

Definicién 2.8 (Igualdad, suma y producto por escalar)

Sean A,B € M(m,n,IR), o € IR, A = (a;;), B = (b;j). Defini-
mos:

1. A:B<:)aij:bij V’L,]

3. aA = (aa;;)
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Teorema 2.9 Sean A,B,C € M(m,n,R), o, € IR,
A= (aij)a B = (bij), entonces:

1. (A+B)+C=A+(B+0C) (La suma es asociativa)
2. A+ B=B+A (La suma es conmutativa)
3. 0+ A=A (0 matriz con todas sus entradas iguales a cero)
4. —A+A=0 donde —A = (—aij)

5. a(A+ B) =aA+aB

6. (a+PB)A=aA+pA

7. a(B4) = (aB)A

Demostracién: (Asociatividad) se demostrard que para todo 4
y j, la entrada i,j de (A + B) + C es igual a la entrada ¢, j de
A+ (B+C):

((a+0b)+c)i (@a+0b)ij +cij
(@i + bij) + cij
azj + (bij + cij)
aij + (b4 )i
= (a+(b+0))y

Observe que en esta demostracion se denotan las entradas ¢, j de
de A+ B como (a+b),; y las de (A+ B)+C como ((a+b)+c¢);;.

Definicién 2.10 ( Producto de matrices)

Sea A € M(m,n,IR), B € M(n,p,IR). El producto AB es la
matriz C € M(m,p, R), C = (ci;), definida por:

n
Cij = @inbij + aioboj + - + Qinbyj = E @ikbrj
k=1

El diagrama siguiente ilustra que cada entrada c;; de la matriz
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AB se obtiene al operar la fila i de A con la columna j de B:

aip - Gip
bll N blp Ci1 -+ Cip
4251 27 = Cij
bnl . bnp Cml " Cmp
Am1 ** Amn

donde Cij = aﬂblj + aigsz —+ -+ ambnj

Ejemplo 2.7 Sean

1 0 2 4
A:(%ég)sz -1 -2 1 0
3 5 6 1

El producto AB esta bien definido porque A tiene tantas columnas
como filas tiene B: A es 2 x 3y B es 3 x4 por lo tanto AB es

una matriz 2 x 4:
3 2 3 8
AB = ( 1 -1 11 5 )

En el ejemplo anterior se puede reconocer que cada entrada i, j
de la matriz AB se obtiene al operar la fila ¢ de A con la columna
7 de B.

Ahora, si elegimos una columna j de B que se mantiene fija e
1 varia sobre todas las filas de A, el producto de las filas de A por
la columna j de B genera todas las entradas de la columna j de
2
AB. Por ejemplo si Bs es la columna 3de B, Bs = | 1], AB3 es
6
un producto matricial bien definido y

3
ABs = (11)

lo que corresponde a la columna 3 de AB.

En general, si A y B son de orden m X n y n X p, respec-
tivamente, y si B se escribe como B = (B, Bs, ..., B,), donde
By, Bo, ..., B, denotan las p columnas de B entonces

AB = A(By,Ba,...,B,) = (AB1, AB,, ..., AB,).
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De manera similar si A; denota la fila de i de A entonces

Ay A1B

As AsB
AB=| . |B= .

Am AnB

En este ultimo caso, A; es un vector fila, en tanto que en el anterior
Bj es un vector columna.

2.3 Algunas interpretaciones para el pro-
ducto matricial

Inicialmente, la definicién del producto matricial tal vez no re-
sulte natural, sin embargo tiene ricas interpretaciones en distintos
contextos.

Por ejemplo, como se vio en el capitulo anterior, un sistema
de ecuaciones lineales:

a1 4+ ar2 + - 4+ AT, = b
anxi + axry + -+ amT, = by
Am1x1 + GmaTos + 0+ Amn®y = bm

en su forma matricial se escribe como:

a1 a2 - Q1n Z1 by
a21 a2 -+ Q2pn X2 bo
Aml Am2 - Qmn Tn b,

lo que se simplifica como Az = b, con A = (a;;), la matrizmxn de
b1 T1

coeficientes del sistema, b = yx=| : |, los vectores de

bm Un
constantes en las ecuaciones a la derecha del igual y de incégnitas
del sistema, respectivamente.
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También, las operaciones suma vectoriaﬂ y producto de un
escalar por un vector, con la igualdad entre vectores permiten
escribir el sistema en la forma:

a1 a2 a1n by

as as asn by
x| . [t o | TR | =

Am1 Am?2 Amn bm

lo que se conocera como escritura columnar del sistema.

En el siguiente ejemplo se muestra, por otra parte, que el pro-
ducto matricial también permite describir importantes relaciones
en aplicaciones de la matematica, en este caso, en modelos de
comunicaciones o teoria de redes.

Ejemplo 2.8 Consideramos un conjunto de n estaciones entre las
cuales puede o no haber comunicacién. Y convengamos en que la
matriz A = (a;;), se define como:

1 si hay comunicacién de i a j.
a;; = 0 sino hay comunicacién de 7 a j.
0 sii=j.

describiendo asi las posibles comunicaciones directas entre esta-
ciones.

Por ejemplo, la comunicacién entre cuatro estaciones que se
ilustra en el siguiente diagrama, se describe con la matriz A, a la
derecha.

O = = O
—_ -0 o
SO RO
O = O =

5Recuerde que un vector es una matriz n x 1, luego la suma vectorial y
el producto de un escalar por un vector, son las mismas operaciones para
matrices ya definidas
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Si se multiplica A consigo misma se obtiene:

000 1 000 1 0100
e | rozro 101 0| | 1102
1101 1101 1111
0100 0100 101 0

La entrada i, j de A%, a;,

por su columna j:

resulta de multiplicar la fila i de A

2
a; ; = 31015 + Q32025 + -+ Ainlng

Y como cada a;, es 0 o 1, los productos a;par; son iguales a 0 o
a 1, esto es:

s — 1 si hay comunicaciéon de i a k y de k a j.
ROk 0 si no hay comunicaciéon de ¢ a k o de k a j.

Entonces en la suma de a?j, se acumula 1 con las estaciones k que

permiten el enlace de ¢ a k' y de k a j y cero en otro caso, luego

afj es la cantidad de estaciones que permiten un enlace de i a j.
. 2 . . . .’ . .

Luego si aj ; # 0, significa que hay comunicacién de i a j,
usando un intermediario. Y la entrada a? ; = 0, indica que no hay

i,
forma de comunicar ¢ con j, a través de un intermediario. Por

ejemplo, a3, = 2, lo cual significa que hay dos formas de lograr la
comunicacién de la estacion 2 a la 4 usando un intermediario.

2.4 Propiedades del producto matricial

La suma de matrices hereda todas las propiedades de la suma en
los nimeros reales, lo que no ocurre con el producto matricial.
En este caso, hay diferencias sustanciales que se reflejan por su
ausencia en el siguiente teorema.
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Teorema 2.11 (Propiedades del producto) Suponga que en
cada caso, A,B,C,D son matrices de entradas reales con los
tamanos apropiados para que los productos y sumas abajo indi-
cados estén bien definidos, y que X € IR. Entonces el producto
matricial tiene las siguientes propiedades:

1. Asociatividad: A(BC) = (AB)C.
2. Neutros: si A esn xm, I,A= Al, = A.

3. Distributividad del producto respecto a la suma:

AB+C)=AB+AC y (B+C)D=BD+CD.

4. AM(AB) = (AA)B = A(\B).

Demostracién: (Asociatividad) suponga que B y C son de
orden n X p y p X m respectivamente, de donde BC' es de orden
n x m. Como A(BC) esta definido A debe tener orden ¢ X n, por
lo tanto AB estd definido y es de orden g X p, se sigue que (AB)C
también lo estd y es de orden ¢ x m; ademas

n n p
(a(be))iy = Y au(bo)i = > aiky_ brecrs
k=1 =1 =1

n p P n
= g § aikbkrcrj = § aikbkrcrj
k=1r=1 r=1k=1
p n p
= Z Z aitbpr | €rj = Z(ab)ircrj
r=1 \k=1 r=1

= ((ab)c)ij
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Teorema 2.12 La transposicion de matrices tiene las siguientes
propiedades.

i) Si A,B € M(n,m, IR), (A+ B)t = At + B

it) SiAe M(n,m,R) y Be M(m,p,IR) entonces
(AB)! = B'A*.

Demostracién: Ver ejercicio [I5] en la pagina [92]

Es importante reafirmar que en el teorema [2.11] no aparece la
conmutatividad, o sea, el producto de matrices no es conmutativo.
Observe que si A esn xmy B m X pconn # p, el producto AB
estd definido pero BA no se define. Pero atin méas, aunque AB y
BA estdn definidos, en general no se tendrd que AB = BA. Por

ejemplo:
11 1 2\ (46
1 1 3 4) \ 4 6
1 2 1 1\ (3 3
3 4 1 1) \77
Por otra parte, si consideramos sélo las matrices cuadradas de

orden n, el producto matricial tiene un elemento neutro: la matriz
identidad,

Al,=A y I,A=A YA€ M(n, IR)

Observe que en este caso particular, I,, conmuta con toda matriz
A cuadrada de su mismo orden.

La existencia de elemento neutro para el producto matricial,
nos lleva a la pregunta: jcada matriz A € M(n,IR), no nula,
tendra elemento inverso multiplicativo?, es decir, jexistird una
matriz A1 € M(n, R) tal que AA~! = I,,7 Y si existiera, {se
tendra también que A7'A = I,,?

La posible matriz inversa de A se ha denotado como A1,
siguiendo la misma convenciéon con que se denotan los inversos
multiplicativos en IR, pero para buscar respuesta a las pregun-
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tas anteriores, momentaneamente cambiemos la notacién de esta
posible inversa de A a X y ocupémonos del siguiente problema:

dada la matriz A € M (n, IR) buscar una matriz X de
orden n tal que AX = 1.

Si las n columnas de X se denotan con X7, Xs, ..., X, ylas colum-
nas de la matriz identidad I,, como ey, e, ..., e,, entonces AX = I
también se puede escribir en la forma:

A(X13X2,~"7Xn):[: (61,62,...,€n)

o sea,

(AXl,AXQ,...,AXn) = (61,62,...,6n)

Asi, el problema de encontrar X tal que AX = I se puede in-
terpretar como el de encontrar n columnas X;, Xo,..., X, tales
que

AX,=e; parai=12...,n.

Y dicho problema se resuelve, si todos los sistemas AX; = e;
tienen solucién. Ahora, si aplicando operaciones elementales por
fila a A se puede obtener I,, es decir, si A es equivalente a la
identidad, entonces todos estos sistemas tienen solucién y, es-
pecificamente, tienen solucién unica.

Por otra parte, como para resolver cada uno de los sistemas,
Az = e;, hay que reducir la matriz (A|e;) a su forma escalonada re-
ducida y esta tarea demanda exactamente las mismas operaciones
elementales para cada i, entonces si se aplican dichas operaciones
elementales a la siguiente matriz:

(A|€1,€2, .. .,en) = (A|I)

se resuelven simultdneamente los n sistemas AX; = e;, y cada
solucién X; obtenida queda en la columna que ocupaba e;. Es
decir, si A es equivalente a la identidad, al calcular la forma esca-
lonada reducida de (A|I) se obtiene:

(I1X1, X2, ..., X)) = (I1X) = (I|A™H).

Observe entonces que para que exista X tal que AX = I, es
suficiente con que A sea equivalente a la identidad, jserd esta una
condicién necesaria, también?
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Ejemplo 2.9 Para la matriz

1
A= - 1
5

N =N
f el ep}

si existe, determine una matriz X, 3 x 3, tal que AX = 1.

26 1|1 0 0 Y
(A= -1 0 1[0 1 0 v
2 7 50 0 1
10 1[0 10\ 2f+f (-1 0 1|0 1 0
26 1|1 0 0 | 2fi+fs 06 3|1 2 0
2 75/001) —"\ 077021
h 10 -1]0 —1 0
“Thy+
1/6)f, [0 1 L |1 1 ¢ Ll
————\o7 7]0 2 1
10-1| 0-1 0 10-1] 0-1 0
11 (2/7)fs 111
0o 3l ] — (g0 3|23 2
00 Z|=t=t 1 00 1|5 52 2

(=1/2)fs+fo (1 0 0| —-1/3 —23/21  2/7
fs+fi 01 0| 1/3  8/21 —1/7
s 00 1|-1/3 -2/21 2/7

Luego, como resulta que A es equivalente a I3, cada sistema
AX,; = e; tiene solucién tunica —por ejemplo, la solucién de
AXs5 = ey es (—23/21,8/21,—2/21)"— y la matriz buscada, X =
(Xl,XQ,X3), €s

-1/3 —23/21  2/7
X = /3 8/21 —1/7
~-1/3  —2/21  2/7
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2.5 Matrices inversas

En la seccién anterior, observamos que dada una matriz cuadrada
A de orden n, si es equivalente a la identidad se podra encontrar
una matriz X tal que AX = I, pero no sabemos si esta condicién
es necesaria para garantizar la existencia de X. Por otra parte,
como el producto no es conmutativo, si existiera una matriz X tal
que AX = I tampoco es razonable esperar que para tal matriz se
tenga también que XA = 1.

Definicién 2.13 (Matrices inversas)

Sea A € M(n,R). Una matriz B € M(n,IR) se llama inversa
izquierda de A si BA =1, y es inversa derecha de A si AB = 1.
Ahora, cuando AB = I = BA, B se llama una inversa de A y
decimos que A es invertible.

Ya se justificé que, dada una matriz A n X n, si para cada
i = 1,2,...,n hay un vector columna X; que sea solucién del
sistema Ax = e;, entonces

X =(X1,Xo,...,Xp)
es una inversa derecha de A, es decir, AX = 1.

Aplicando este mismo procedimiento a Af, en algunos casos
serd posible encontrar una matriz Y tal que A*Y = I, o lo que es
lo mismo, tal que

YiA=1.

Es decir, Y? es un inversa izquierda de A. Y aunque el principal
problema es conocer las condiciones necesarias para que X y Y
existan, si suponemos que existen, el siguiente teorema muestra
que ambas matrices son la misma.

Teorema 2.14 Si B es una matriz inversa izquierda de A y C
una inversa derecha de A, entonces B = C.
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Demostracion: Sélo se requiere de la asociatividad del producto
matricial. Por hipétesis BA=1y AC =1,
luego B = B(AC) = (BA)C =C.

Entonces la existencia de inversa derecha e inversa izquierda
garantiza la existencia de una matriz inversa, ahora se vera que si
existe una matriz inversa esta debe ser tunica.

Teorema 2.15 Sea A € M(n,IR). Si A es invertible su inversa
es unica.

Demostracion: Nuevamente el resultado deriva de la asociativi-
dad del producto matricial. Si tanto B como C' son matrices
inversas de A entonces: AB=BA=1y AC=CA=1,

luego B = BI = B(AC) = (BA)C =IC = C.

Corolario 2.16 Si A € M(n,IR) es invertible entonces los sis-
temas Ax = e; tienen solucion dnica parai=1,...,n.

Demostracion: Si A es invertible existe B tal que BA =1 =
AB. Como AB = I entonces la columna B; de B es solucién de
Ax = e; para i = 1,...,n, (todos los sistemas son consistentes).
Por otro parte si algtin sistema Az = e; tiene infinitas soluciones,
entonces existen B; y d distintos tales que AB; = e¢; = Ad. Ahora,
sea C' es una matriz igual que B, pero con su columna j cambiada
por d entonces C' es una inversa derecha de A distinta de B. Lo
cual contradice el teorema porque B es inversa izquierda y
C es inversa derecha luego B = C.

Este corolario da una condicién necesaria para la existencia de
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la inversa derecha de A:
Az = e; tiene solucién unica para cadai=1,...,n

lo que significa que la condicién de que A sea equivalente a la
identidad es una condicién necesaria y suficiente para que exista
X tal que AX = I. Por otra parte, si A es equivalente a la identi-
dad, utilizando matrices elementales —las que se introducen en la
siguiente seccion— resulta facil mostrar que A también tiene una
inversa izquierda. Entonces se deduce que una condiciéon nece-
saria y suficiente para la existencia de la inversa de A es que A
sea equivalente a la identidad, lo cual se resume en el siguiente
teorema agregando un nuevo enunciado equivalente.

Teorema 2.17 Si A es una matriz n X n, las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

i) A es invertible.
i1) A es equivalente a la identidad.

i1i) El rango de A es n.

Los anteriores teoremas justifican que para calcular la matriz
inversa de A sea suficiente determinar una inversa derecha, con el
procedimiento ya establecido.

Teorema 2.18 Sea A, B € M(n, R)

i) Si A es invertible, entonces A~ es invertible y

(A=A

it) Si A, B son invertibles, entonces AB es invertible y

(AB)™' =B7tA™%

Demostracién: i) AA'=1=A"1A= A"1A=1=AA"1,
luego (A71)~1 = A.
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ii) (AB)B™'A ' = A(BB71)A™' = AA ' = 1. Luego B~1A~!
es una inversa derecha de AB. Similarmente se puede probar que
B71A7! es una inversa izquierda de AB, luego se tiene que AB
es invertible y (AB)~! = B~tA~1.

Teorema 2.19 Si A € M(n,IR) es invertible, entonces A' es

invertible y
(At)—l _ (A_1>t.

Demostraciéon: Ver ejercicio

2.6 Matrices elementales

Con la introduccion de la matrices elementales de alguna manera
volvemos al tema de sistemas de ecuaciones lineales, aunque esta
vez, interesados en expresar el proceso de aplicar operaciones ele-
mentales a una matriz como un producto de matrices, lo cual sera
un valioso recurso para deducir nuevos resultados y equivalencias.

Cada operacién elemental fila, se puede asociar a una matriz
llamada matriz elemental fila o simplemente matriz elemental, en
la siguiente forma:

Definicién 2.20 (Matriz elemental)

Se llama matriz elemental de orden m a toda matriz que se ob-
tiene aplicando sobre la matriz identidad de orden m, una unica
operacion elemental. Fstas matrices se denotan:

Eafi), E(fi, [;), E(afi+ f;)-

utilizando la operacion elemental que la origina.
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Ejemplo 2.10 Las siguientes son matrices elementales 3 x 3:

IS}

()
o
—
o
o

Eaf)=[0 1 0] y Eaf)=[0 1 0
0 0 1 0 0 a
0 1 0 1 0 0
E(fi,f2)=1 1 0 0 vy E(f2, f3) 0 01
0 0 1 0O 1 0
1 0 0 1 0 0
E(afi + f2) = a 1 0 y E(afs+ f2) = 01 a
0 0 1 0 0 1

2.6.1 Propiedades de las matrices elementales

Las siguientes propiedades de las matrices elementales se com-
prueban directamente haciendo las multiplicaciones matriciales
respectivas.

Teorema 2.21 1. Sea A € M(m,n,IR). Hacer una operacion
elemental fila sobre A, es lo mismo que multiplicar esta ma-
triz por la izquierda con la respectiva matriz elemental de
orden m. Es decir,

E(f)A = B «— 4 i B

E(fufpA = B «— A 1"l p

Eaf,+f)A = B « AYiTlip

2. La matrices elementales son invertibles:
(E(afi))™' = E(Lf;), siempre que a # 0.
(E(fi, [;))~1 = E(fi, [5)-

(E(afi + f;))"' = E(~afi + f;).
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1 0 2
Ejemplo 2.11 Sea A = -2 1 3 y las matrices ele-
0 -1 —4
mentales
0 0 1 1 00
BE(fif)=[0 1 0 |yECH+f)=[21 0
1 0 0 0 0 1

Haciendo las multiplicaciones matriciales comprobamos que

0 —1 —4
E(fl,f3)A == —2 1 3 y
1 0 2
1 0 2
EQfi+f)A=0 1 7
0 —1 —4

que es equivalente a hacer respectivamente las operaciones ele-
mentales que siguen:

0 -1 -4
A f17f3 72 1 3 y
1 0 2
1 0 2
QW2h+b | 1 -
0 -1 —4

La parte 1) del teorema anterior, permite describir el proceso
de aplicar operaciones elementales a una matriz de una manera
bastante compacta que lo traslada al algebra de matrices. Asi la
frase:

“B es el resultado de aplicar operaciones elementales a A”

se escribe también como:

“existen matrices elementales E1,---, E,.,
tales que (E, --- E1)A = B.
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Con esto tenemos, que las tres frases siguientes expresan la misma
idea.

i) B es equivalente a A.

ii) B se obtiene de A por medio de una secuencia de operaciones
elementales.

iii) Existen matrices elementales Ey, - - -, F,., tales que

(E,-- E))A=B.

Ejemplo 2.12 Sea A =

o = O
=N O
=N O
N W o=

a. Calcular una matriz B escalonada y una matriz C' escrita
como producto de matrices elementales 3 x 3, tales que B =

CA.

b. Lo mismo que en a, pero B es escalonada reducida.

Solucion:

a. Es suficiente aplicar operaciones elementales sobre A hasta
obtener una matriz escalonada. En efecto:

00 01 ot 1 2 2 3
A=|1 2 2 3 1’2_> 00 01
01 -1 2 01 -1 2
1 2 2 3
f27f3 01 =1 2 =B
—
00 01
Por lo tanto
C = E(fa, f3)E(f1, f2) =
1 00 01 0 0 10
0 0 1 100 |=]l001
010 00 1 1 00
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b. A partir de la matriz B se obtiene la forma escalonada re-

ducida R:
12 23 10 4 -1
=01 -1 2| 2P0 1 o
00 01 00 0 1
10 4 -1
2f+tf [ o1 1 o
—
00 0 1
10 40
s+ h 01 -1 0 |=nR
— -
00 01

Entonces R = C1 B donde C; viene dada por
Ci=E(fs + f1)E(=2f3 + f2) E(=2f2 + f1)
y como B = C'A se tiene que R = C1CA con

CiC =
E(fs + f1)E(=2fs + f2) E(=2f2 + f1)E(f2, f3) E(f1, f2) =

101 100 1-20 100 010
010 01 -2 010 001 100
001 001 001 010 001

Ahora volvemos a las condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de la matriz inversa, utilizando las matrices elemen-
tales.
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Teorema 2.22 Sea A € M(n,IR). Las siguientes afirmaciones
son equivalentes

a.

b

A es invertible.

A es equivalente a I,,.

A es un producto de matrices elementales.
A tiene una inversa derecha.

A tiene una inversa izquierda.

Demostracién: La estrategia de la prueba consiste en lo sigu-
iente: primero se prueba a = b = ¢ = a. Luego d < c y
e < C.

a = b: existen R escalonada reducida y Ry, ..., R; matri-
ces elementales tales que R = (Ry...R;)A. Luego R es
invertible y por tanto no tiene filas nulas, asi R =1, y A es
equivalente a I,.

b = c¢: A equivalente a I,, = existen Ry,..., Ry matrices
elementales tales que

I, = (R;---Ry)A. Se concluye que A = R;'---R".
¢ = a: cada matriz elemental es invertible, luego A lo es.

d= c:sea Btalque AB=1y Fy, -, FEs; matrices elemen-
tales tales que A = (B ... Es)H con H escalonada reducida.
Por tanto AB = (Ey -+ Es)(HB) = 1. Si H no es la matriz
identidad, entonces su fila n-ésima es nula, luego HB no es
invertible, lo cual es una contradiccién. Asi, H = I, con lo
que A=Fy---FE,.

Similarmente se prueba que e = ¢. Ademads es claro que ¢ = d
y que ¢ = e.

Este teorema muestra que la existencia de una matriz inversa
derecha, es condicién suficiente para garantizar la existencia de la
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inversa. También, la demostracién de la equivalencia ¢) justifica
de una nueva forma el método de cédlculo de la matriz inversa, de
la siguiente manera:

Otra deduccién del algoritmo de cémputo de A~}

Como se establecié en el teorema [2.22] basta que A tenga una
inversa derecha o una izquierda, para que sea invertible. Ademas
tal inversa derecha o izquierda serd la inversa de A. Ademds como
A debe ser equivalente a la identidad, entonces

(By--EN)A=1=—= A"'=E,---E;

donde Ff, ..., E; son las matrices elementales que reducen a A a la
identidad. Luego para determinar A~! se procede de la siguiente
forma:

1) Se construye la matriz (A|l,)nx2n

2) Si Oy, ..., 0Oy son las operaciones elementales asociadas a las
matrices elementales E1,---, F;, que reducen A a la identi-
dad, al aplicar estas operaciones sobre (A|I,,) se obtiene:

01 _ 02
(All) __ (BlAlELTL,) = (E1AlEY) .
O —
(E2E1A|E2E1) 1_) (Et—l"'E1A|Et_1"'E1)
Oy

_ —1
(BB BIA[E B - By) = (I,|A7Y).

3) Naturalmente si el proceso de calcular la escalonada reduci-
da de A, no conduce a I,, es porque A no es equivalente a
la identidad y por lo tanto no es invertible.

Ejemplo 2.13 Sea A =

S =N
NN W o

0
0
1

a) Escriba A~! como un producto de matrices elementales.
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b) Escriba A como un producto de matrices elementales.

Solucidn:

2 0 0/1 00 1 1 00[f 00

4.3 0/0 10 4300 10

6 2 1(0 0 1 6 2 1|0 0 1
—~dfi+fo (1 0 0] 2 0 0 »
—6fi+fs | 03 0]-2 1 0 3
—— \0 2 1|-3 0 1

1 00| foo 100 £ o0 0

01 0f|-21o] 22TH [g19|-2 1 g

—_— 33
02 1|-301 001 -2-2 1

Por lo tanto
Al =

E(_2ﬁ2+xﬁ)E(%fOEX—4f1+yﬁ)E(—6f1+xﬁ)E(%fﬁ

1 00 100 100 100 300
=10 10| [030] | —410 010 | [ 010
0-21/ \001 001) \—601 001

0
0
1

De acuerdo con el resultado anterior se tiene que

Il
/
(I
SIS TN
|
witwl— O

A=

100\ 7/ 100\ / 100\ /100\ /1 00\
010 010 | | =410 |[0oio ][0 10
001/ \ 601 001/ \oo1/\0-21

200 100 100 100 100
=|010 010 410 030 010
001 601 001 001 021
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=EQ2f) E(6f1+ fs) E(4f1 + f2) EGf1) EQf2 + f5)

2.7 Independencia lineal de vectores

Si A es una matriz n X m, recordemos que el rango de A establece
el méximo numero de ecuaciones sin redundancia del sistema ho-
mogéneo Az = 0y el minimo niimero de ecuaciones a que se puede
reducir el sistema Az = 0, sin alterar su conjunto solucién.

Esta interpretacién para el Rng(A) extrae informacién sobre
las filas de A, ahora nos ocuparemos principalmente de sus colum-
nas introduciendo conceptos que dardn nuevas interpretaciones
para el rango de A y mas informacién sobre los sistemas Az = 0
y Az = 0.

2.7.1 Combinacién lineal de vectores

Consideremos un sistema de ecuaciones lineales, n x m, Azt =by
su escritura columnar:

1 A1 +20A0+ -+ 1Ay =0

donde A = (A1 As...Ay,), con A; € IR" la i-ésima columna de A
y * = (x1,%2,...,%,)". Si para determinado b € IR™, el vector
x = (x1,T2,...,Tm)" es solucién de Axr = b, entonces b puede
expresarse como:

b:l'1A1+£L'2A2+"'+IL'mAm
y se dird que b es combinacién lineal de los vectores columna
Ay, Ay o A
Ejemplo 2.14 Resolviendo el sistema

1 -2 3 1 -1
2 1 -4 2 | = | 13
0 5 —10 T3 15
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se obtiene la siguiente forma escalonada reducida, de su matriz
aumentada:

1 0 —-11]5
01 =23
00 0/0

Luego la solucién del sistema es S = {(5 + 5,3 + 23, 5)!|s € IR}.

Si se elige una solucién de Az = b como (6,5,1)!, s = 1, se
tiene entonces que:

-1 1 -2 3
Bl=6(2|+5(1|+1| -4
15 0 ) -10

Es decir, (—1,13,15)* es combinacién lineal de los vectores colum-
na de la matriz del sistema.

Definicién 2.23 (Combinacién lineal de vectores )

Sean vi,vs,...,v, vectores de IR"™. Se llama combinacion lineal
de los vectores vi,va, ..., 0., a cualquier vector v de la forma:

V=1V + QU + ... + QU

donde o, . ..,q, son cualesquiera nimeros reales.

Al conjunto de todas las combinaciones lineales de vy, va, . . ., vy
lo denotamos como:

Cl{vi,va,...,v.} = {aqvs + agua + ... pvp|aa, ... € R}

Ejemplo 2.15 El vector v = (—10,4)" es combinacién lineal de
los vectores u = (1,5)" w = (4,2)" porque

(3)=2() ()

note que lo anterior se puede escribir como:

(£4)(2)-(2)

Esto muestra que al multiplicar una matriz por un vector , el
vector que resulta es una combinacion lineal de las columnas de
la matriz.
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Ejemplo 2.16 En la matriz del ejemplo de la pégina [47] “Posi-
ciones de la Primera Divisién”, se tiene que los vectores columna

de esta tabla: P.J, PG, PE, PP ¢ IR'2, satisfacen la relacién
PJ=PG+ PE + PP,
es decir, PJ es combinacién lineal de PG, PE y PP.

También en la tabla del ejemplo Notas (pégina [48]), tenemos
que los vectores columna: P; “Parcial 17, P, “Parcial 27, P; “Par-
cial 3”7, Q “Quices”, E “Escolaridad” de IR, satisfacen :

E =0.32P, + 0.32P, + 0.32P; 4 0.04Q).

Es decir la nota “Escolaridad” es una combinacién lineal de los
parciales y los quices.

2.7.2 Dependencia e independencia lineal

Definicién 2.24 (Vectores linealmente independientes )

Los k wvectores uy,us,...,ur de IR™ son:

e linealmente independientes, y se escribe l.i., si ningun vec-
tor u;, 1 <1i <k, es combinacion lineal de los restantes
vectores.

e linealmente dependientes, y se escribe l.d., si alguno de ellos
es combinacion lineal de los otros, o sea, si no son l.i.

Ejemplo 2.17 En el caso ejemplo (Posiciones de la Primera Di-
visién pégina, tenemos que los conjuntos{ PG, PE, PP, P.J} es
l.d. y {PG, PE, PP} esli. Enla tabla de notas { Py, P, P5,Q, E}
es 1.d.

Aunque la anterior definicién refleja muy bien la principal ca-
racteristica de los vectores linealmente independientes, no provee
de un método apropiado para verificar dicha caracteristica en un
conjunto especifico de vectores. Los siguientes resultados reme-
dian esta situacion.

Sean wuq,us,...,ur vectores de IR™ y supongamos que uno
de ellos es combinacién lineal de los restantes. Para simplificar
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suponga que u es combinacion lineal de wy,us,...,ug—1. FEn-
tonces:

U = QLU + QU + ... + Qp_1UE_1
= oqu] +asus + ...+ o qup_1 —ur =0,
«
! 0

— ULTUQ . . . Uk : =1:
Qk—1

0
-1

Luego el sistema homogéneo Az = 0, donde A = (ujus...ug),
tiene una solucién x = (aq,...,ax_1, —1)" que claramente es dis-
tinta de 0,,. Esto significa que Az = 0 tiene infinitas soluciones,
0 sea, tiene soluciones no nulas.

Inversamente, si partimos aceptando que Ax = 0 tiene solu-
ciones no nulas, entonces supongamos que z = (aq,...,a)" es
una de estas soluciones y, por ejemplo, que a; # 0. Entonces:

Az =0,

= Ui + agus + ...+ agur = 0,

— ulz_a—ofuz—l—...—i—_aoi’“uk.
Luego u; es combinacion lineal de uo, ..., ug.
En resumen, los dos siguientes enunciados son equivalentes:
e Uno de los vectores uy, usg,...,ur es combinacién lineal de
los restantes.
e El sistema homogéneo Az = 0, donde A = (uqus...ug),

tiene soluciones no nulas.

Y también son equivalentes las respectivas proposiciones negati-
vas:
e Los vectores uj,usg, ..., u son li.

e El sistema homogéneo Az = 0, donde A = (ujusg...ug),
tiene solucién tunica.
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Por otra parte, la frase “Ax = 0 tiene solucién unica” es equi-
valente a la proposicién: 0 = Az = x = 0, la que se suele escribir
€como:

0p =21u1 +ToUs+ -+ Tpupy, —= 1 =22 =...=2x, =0

Con lo que se obtiene la clasica proposicién equivalente para el
enunciado “{uy,ug,...,ug} es 1.i.” dada como definicién o teore-
ma en la mayoria de libros de Algebra Lineal.

Teorema 2.25 Un conjunto {uy,us,...,ur} de vectores en IR"
es linealmente independiente si y solo si

0p =a1u1 +asus +---+aruy =—=a1 =a2=...=ar =0

En otros términos, ui,us, ..., ur son l.i. si y solo si el vector cero
es combinacion lineal de dichos vectores solamente de la manera
trivial, es decir, con todos los escalares a; =0, 1 =1,2,...,k.

Ejemplo 2.18 Demostrar que los vectores u; = (1,3,2) us =
(—3,0,1)" y ug = (—1,2,0)! son linealmente independientes.

Demostracion: Usando el teorema anterior, se probara que la
proposicién

03 = a1uy + asus + agug = a1 = as =ag =0

es cierta.
03 = aju1 + asus + asus

0 1 ) -1
— 0] = aq 3]+ as 0 + as 2
0 2 1 0

1 -3 -1 ai 0

— 3 0 2 a | =10

2 1 0 as 0

Reduciendo a la forma escalonada reducida, la matriz aumentada
de este sistema se obtiene:

O O =
o~ O
_ o O
o O O
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Por lo que el sistema tiene solucién unica: a3 = as = a3 =0y
por lo tanto

03 = a1u1 + asus + aguz = a1 = as = az = 0.

Luego el conjunto {u1,us,us} dado es linealmente indepen-
diente.

Como se ha visto:
Az = 0 tiene solucién tnica <= las columnas de A son l.i.

Esto nos lleva a agregar una nueva proposiciéon equivalente a las
dadas en los teoremas [I.12] en pagina [31]y en la pagina[66] y

a formular un nuevo teorema que resume estas equivalencias:

Teorema 2.26 Si A es una matriz n X n, las siguientes proposi-
ciones son equivalentes.

i) A es invertible.

i1) A es equivalente a la identidad.
i11) Rng(A) = n.

iv) Az =0 tiene solucidn unica.

v) Ax =b tiene solucion ¥ b € IR™.

vi) Las columnas de A son Li.

2.7.3 Mas interpretaciones para el rango

En esta seccién nos proponemos reconocer que el rango de una
matriz A, ademéas de corresponder al maximo numero de ecua-
ciones de Ax = 0, sin redundancia, también es el maximo nimero
de columnas de A Li. Y para simplificar las notaciones requeri-
das en una demostracién formal, trabajaremos con una situacién
particular, pero que ilustra las ideas generales.
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Supongamos que A = (A;AsA3A4A5) es una matriz 4 X 5
cuyas columnas se denominan Aj, Ao, Az, Asy As. Y que la
siguiente matriz R es una forma escalonada equivalente a A,

1 * * * x
0 0 1 % =%
k= 0 00 01
0 00 0 O

donde cada * puede ser sustituido por cualquier nimero real.

Veamos en primer lugar que las columnas de una forma esca-
lonada, que contienen algin primer 1 (de alguna fila), son 1.i. En
el caso ilustrado esta columnas son la 1, 3 y 5. Y son L.i. porque el
siguiente sistema tiene solucién unica, lo que se verifica facilmente
resolviendo mediante sustitucién hacia atrés.

1 * = 0
01 « | (Y)Y o
00 1 |{%] 1o
00 0) \® 0

En segundo lugar las restantes columnas de la escalonada son
combinacién lineal de las columnas a su izquierda que contengan
un primer uno. Por ejemplo, la columna 4 de R es combinacién
lineal de las columnas 1 y 3. Lo que puede reconocerse porque

es claro que el siguiente sistema tiene solucién, sin importar los
numeros que se sustituyen con *.

Q2

N
Q
=

~
Il

O O ¥ ¥

O O O
O O = %

De esto se deduce que entre las columnas de R hay a un maximo
de 3 (Rng(A)) columnas l.i.:

e primero, hay tres columnas que son l.i. (las que contienen
un primer 1)

e y segundo, si se agrega cualquier otra columna, se agrega
una que es combinacién lineal de las anteriores, con lo que
el conjunto resultante serfa 1.d.
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La idea entonces es que en una matriz escalonada: a) hay
tantos primeros unos en sus filas como filas no nulas (el rango de
A), b) hay tantas columnas 1.i. como primeros 1 y ¢) si al conjunto
de columnas con primeros 1 se agrega cualquier otra, el conjunto
resultante es 1.d., entonces el Rng(A) es el méximo ndmero de
columnas 1.i. de una escalonada equivalente a A.

Ahora, lo que se dice para las columnas de R también se puede
decir para las respectivas columnas de A. Esto porque si R es una
forma escalonada equivalente a A, entonces existen F1, Fo, ..., Ey
matrices elementales tales que

Ei---FE1A =R = (Ry, Ry, R3, Ry, R5)

(aqui se supone nuevamente que R y A tienen la forma elegida
anteriormente) luego para cada columna R; de R se tiene que:

Ek-"'ElAi - Rq{.

De esto se deduce que para cualquier eleccién de columnas de A,
por ejemplo Aj, Az, As, los sistemas de ecuaciones homogéneos:

(A1A3A5).’17 =0 y (R1R3R5)$ =0

son equivalentes, es decir, ambos tienen solucién tnica o ambos
tienen infinitas soluciones.

Luego si Ry, Rs, Rs son Li. entonces Ay, Az, As son Li. y si
Ri, R3, R4 son l.d. entonces Ay, Az, A4 son ld.

Finalmente podemos establecer que:

El Rng(A) es el maximo nimero de columnas
Li. de A.

Esta nueva interpretacion para el rango de A extrae informa-
cién sobre las columnas de A, sin embargo, los siguientes teoremas
permiten dar la misma interpretacién respecto a las filas de A.

Teorema 2.27 Para toda matriz A € M (n,m, R),

Rng(A) < Rng(A").
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Demostracién: Supongamos que Rng(A) = r y que H es la
matriz escalonada reducida equivalente con A, luego tenemos:
e H tiene rango r.

e Existen Fy,..., E, matrices elementales tal que

E,---EyA=H con E,---Ey = E.

e H tiene en sus columnas r-vectores candnicos diferentes de
IR"™ que denotamos como e,;) con s(i) € {1,...,r}, i =
1,...,7

De la igualdad EA = H se sigue que EA;) = eg;) con Ay la
s(i)-ésima columna de A y como E es invertible tenemos que el
conjunto de las columnas de A

{Asqys - Asn} = {E  esays -, E ey}

es linealmente independiente (ver ejercicios [42]y [43)), esto es que
A? tiene al menos r filas linealmente independientes, por lo tanto:

Rng (A4) < Rng(4").

Corolario 2.28 Para toda matriz A € M(n,m, IR),

Rng(A) = Rng(A").

Demostracién: Aplicando el teorema anterior a A y A? tenemos
que Rug (4) < Rng(A) y Rng(A") < Rng ((A%)) = Rng(A)
por lo tanto:

Rng (A) = Rng (A").
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Asi el rango de A también puede interpretarse como el maximo
nimero de filas Li. en A, con lo cual obtenemos la igualdad entre:

e Maximo numero de ecuaciones sin redundancia en Az = 0.

e Miéximo numero de filas 1.i. de A.

Y se ligan las ideas de “independencia lineal” con “informacién
sin redundancia” y la de “dependencia lineal” con “existencia de
informacién redundante”.

2.8 Ejercicios

1. Considere las siguientes matrices:

1-1 0 1 21 1-1
A= o0 12 |.,B=(3 10|, c=| 3 0
1 0 1 0-1 1 -1 3

Si las siguientes operaciones estdn bien definidas, calcule la
matriz resultante:

a) A+ 3I; b) (A-B)C
¢) (A-B)(A+B) d) A? - B?
e) CC! f) ciC
-1 2 0 -1 2 0
2. Sean A = 21 1|, y B= 11 2
01 2 011

a) Efectte las siguientes operaciones:
1) A-3I; 2) (A?2+ A-3DL)
3) (A-3I3)(A%+ A —3I3) 4) %A(—A2 +2A+613)

b) Verifique que —B3 + B? + 5B — I3 = 0. Y deduzca que
C = —B?+B+51I3 tiene la propiedades: CB = Iy BC = 1.
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3. Para qué valores de x se cumple que:

2 1 0 x
(z,4,1) | 1 -1 2 4 ]=0
0 2 4 1

4. ;Cudl es el efecto sobre las filas (o columnas) de una matriz
A si la multiplicamos por la izquierda ( o derecha) por una
matriz diagonal?

5. Demuestre que la suma de dos matrices de la forma

a b .
A= ( b oa > , donde a, b son ntimeros reales, es una ma-

triz de la misma forma.

6. Sea E,, la matriz de 2 x 2 que contiene un 1 en el lugar
pq—ésimo y el elemento 0 en los demaés lugares.

a) Obtenga E11, Er2, Fa1, Eg.

b) Encuentre los reales a, b, ¢, d tales que:

1 2
aFE11 +0FE 15 + cEy + dEy = ( 1 4 ) .

7.Sea S € M(n,IR) tal que Se; = e;,i = 1,---,n, donde
€1, -,e, € IR™, son los vectores canénico&ﬁ Deduzca que
S=1,.
8. Sea A y B de orden n y sean
Ci=a1A+piB; Coy=aA+ (B

donde a1, asg, 81, B2 son escalares tales que a2 # asfy. De-
muéstrese que C1Cy = C2Cy si y solo si AB = BA

9. Proponga un ejemplo, no trivial, de matrices A y B de orden
3, tales que

A% - B® = (A - B)(A® + AB + B?).

6 ¢; vector con un 1 en la posicién i—ésima y el resto de sus entradas

iguales a cero
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10. Si AB = BA, se dice que las matrices A y B son conmutativas
o que conmutan. Demuéstrese que para todos los valores de
a,b, c,d, las matrices

A:<_c;) 2) y BZ(—CCZ i) conmutan.

11. a) Demuéstrese que cualesquiera dos matrices diagonales
del mismo orden conmutan.

b) Suministrese una férmula para D? donde D es diagonal
y p es un entero positivo.

12. Consideramos un conjunto de n estaciones entre las cuales
puede o no haber comunicacién. Denotemos esta situacién en
una matriz A = (a;;) donde:

1 si hay comunicacién de i a j.
ai; =< 0 sino hay comunicacién.
0 sii=j.
A continuacion se indica la matriz de comunicacién entre cua-
tro estaciones.

01 01
1 0 0 1
A= 1100
01 10

a.) Escriba el diagrama correspondiente.

b.) Calcule A + A? e interprete el resultado.
13. Calcule las matrices inversas derechas de:
3 1 2 =3 2 0
a=(32) o o=(01) e (08)

14. Si es posible, determine una inversa derecha de A, y si existe
verifique que también es una inversa izquierda.

1 10
A= 0 1 1
1 01

15. Verifique que para cualquier valor de 6

cosf —senf _1_ cosf® —senf
—senf) —cosf ~\ —senf —cosf
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Demuestre que si una matriz cuadrada tiene una fila de ceros,
entonces no puede tener inversa. Andlogamente si tiene una
columna de ceros.

Si A es invertible, B escalonada y A equivalente a B, ;qué
forma general tiene B?

Sea A una matriz triangular. Probar que A es invertible si y
sélo si a;; # 0 para todo i.

Encuentre la inversa de cada una de las siguientes matrices,
donde k1, ks, k3, ks y k son escalares diferentes de cero.
k10 00 0 0 0 Kk k00O
0k OO0 0 0k O 1 k00
0 0ks O ) 0 ks 00 |’ 01 k0O
0 0 0 kg kg 0 0 0 001Ek

Encuentre la matriz B que satisface la ecuacién
A(B'+C) =D, con
1 -1 0 1 2 1 1
A= 0 10}, C=|(3 4|, D=| 3 0
0 0 3 0 5 1 3

a) Sea A € M(n, IR) tal que A = 0. Demuestre que
I+ A+ A2 es la matriz inversa de I — A.

01 6
b)Sea A= 0 0 4 |. Verifique que A3 = 0 y utilice
0 00
el resultado en a) para determinar la inversa de
1 -1 -6
B=10 1 —4
0 0 1

Suponga que A es una matriz 2 X 1 y B una matriz 1 x 2.
Demuestre que C' = AB no es invertible

1 2 1
23. Sea A = 3 4 2 |]. Calcule una matriz C invertible tal

0 5 3
que C' A sea triangular con los elementos en la diagonal iguales
a uno.
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24

25.

26.

27

28

Matrices

1 -1
. Sea A= 1 2
0

=N O
N W =

1 -

a. Calcular una matriz B escalonada y una matriz C' escrita
como producto de matrices elementales 3 x 3, tales que

B =CA.

b. Lo mismo que en (a), pero con B es escalonada reducida.

4 0 1
a) Pruebe que A= 2 3 6 | no tiene inversa.
6 -3 —4

b) Calcule una matriz E escalonada y exprésela como
E = (F),---F1)A donde Fy,---, Fj, son matrices ele-

mentales.

a) Exprese en la forma Az = b con A matriz, x,b vectores
columnas, la relacion siguiente:
2 1 0
81 =211 ]+3[2
13 -1 5
b) Idem con xA = b, x,b vectores filas
2(-1,3,5)+ (1,1,1) — (2,0,3) = (-3, 7,8).

1 2 3
. Sea A = < 15 6 )
a) Decida si los siguientes vectores columnas pertenecen al
conjunto de las combinaciones lineales de las columnas

de A:
1 = (1,5)% 22 = (a,b)!

b) ;Son los vectores 1 = (5,7,9)" z2 = (5,7,10)* combi-
naciones lineales de las filas de A?

¢) Encuentre condiciones sobre a, b, ¢ de modo que el vector
x = (a,b,c)t pertenezca a las combinaciones lineales de
las filas de A.

1 -1
.SeaA:<2 2)

a) Encuentre una combinacién lineal de las columnas de A

que sea igual al vector b = <2)
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b) Usando b = ((3)) muestre que el problema anterior no
siempre tiene solucion .

¢) Deduzca, sin hacer célculos, el rango de las matrices:
1 -1 3 1 -1 3
(Avb)_<2 72 6)><Aab)_(2 72 O)

29. a) ;Cudl es la combinacién lineal de las columnas de A =

1 -1 5
i = ?
( 9 3 ) que es igual al vector b <O) /

b) {Cuadl es el rango de (Ab) = ( ; _;12, g >?

30. a) Exprese el vector (—5,4, —9) como combinacién lineal de
los vectores (1,2, —1), (5,3,2) y (11,8, 3), de dos maneras

diferentes.
2 3 1 3
b) Si A = 1 2 1 J|yb=| 1. Exprese b como
-1 4 0 -2

combinacién lineal de las columnas de A. ;Cuédntas ma-
neras hay de hacer esto? Considere el caso Az = 0, {son
los vectores columna de A, 1.i.7 Justifique.

31. Sea A una matriz 3 x 3, cuyas columnas A;, As, A3 satisfacen
que:

1 0
Ai+As+As3= 10|, A14+2A3=[1] yA1—Ax+2A43 =
0 0

_ o O

i) Determine una matriz B tal que AB = I5.

ii) ;Las columnas de A son 1.i.? Justifique su respuesta.
32. ;Para cudles valores de a el conjunto de vectores
{(1,2a,0)",(1,-3,a +1)%, (0,1, —4)"}
es linealmente dependiente?

33. Considere los vectores en IR®: u = (k,1,1), v = (1,k,1) y
w=(1,1,k).

;Para qué valor o valores del pardmetro k, si existen,
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a) (1,1,1) no es combinacién lineal de w, vy w?
b) el vector (1,1,1) € C{u,v,w}?

¢) el vector (1,1,1) se expresa como combinacién lineal de
u, v y w de manera tnica?

34. Sean u, v, w vectores de IR? tales que {u,w} es li. y
u+v—w=0.

a) (Es el conjunto {2u —w,w + 2u} 1.i.7 Justifique.
b) ;Es el conjunto {2u — w,w — 2u} 1.i.?7 Justifique.

¢) Sea W la matriz con columnas iguales a los vectores
—u, 2v, —w. {Cudl es el rango de W?

35. Sean u = (1,2,—1), v=(0,1,2), y w = (—1,0,5). Responda
con cierto o falso y justifique su respuesta.

a) (0,2,4) es combinacién lineal de {u,v}.

b) (0,0,0) y w pertenecen a Cl{u,v}.

¢) {u,v,w} es un conjunto de vectores l.i.
)

d) Existen escalares «,( y 7, no todos nulos, tales que
(0,0,0) = au + Bv + yw.

36. Sea A una matriz cuyas columnas son los vectores de IR,
v1,V2,v3, ¥ V4. Suponga que S = {(s,—s,0,2s)!|s € IR}, es
el conjunto solucién de Az = 0. Especifique si las siguientes
afirmaciones son ciertas, falsas o no hay suficiente informacién
para decidir y justifique su respuesta.

a) Vo = V1 + 2’[}4.

b) El sistema Az = b tiene infinitas soluciones V b € IR,

¢) Toda matriz escalonada equivalente a A tiene al menos
una fila de ceros.

d) Existe un vector columna z € IR*, z # 0, tal que
! A=0.

1010
1010
-1 1 0 0
y 03 son los vectores columna de A. En cada caso, responda

con cierto, falso o no hay suficiente informacién para decidir.
Justifique sus respuestas.

37. Sea A = = (u v w 03), donde u, v, w,
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

a) El conjunto de vectores {v,w, 03} es lL.i.
b) (2,2,—1)% y (0,0,1)* pertenecen a Cf{u,v,w}.

¢) Rng(A) < 3 y por lo tanto Az = 0 tiene soluciones no
nulas.

d) A es equivalente, por operaciones fila, a la matriz

0 0 0 O
-1 1 0 0
1 010

e) (0,0,0,1) y u+v—w son elementos en {x € IR*|Ax = 0}
(nucleo de A).

Dé ejemplos de una matriz 3 x 4 de rango 2 y otra de 3 x 2
de rango 1. Verifique que sus transpuestas tienen el mismo
rango.

Sea {v1,v2,v3} un conjunto li. de vectores de IR™, A =
(v1v9v3) la matriz cuyas columnas son los vectores dados y
b:2’027’l}1+”03.

(a) {Cuél es el conjunto solucién de Ax = 0?7 Razone su
respuesta sin usar los teoremas y

(b) ;Cudl es el conjunto solucién de Az = b? Razone su
respuesta sin usar el teorema (1.9

Si x,y son vectores no nulos, demuestre que {z,y} es 1.d. si
y solo si, existe a € IR tal que z = ay.

Sea el conjunto {z,y} li., con z,y € IR™. Demuestre que:

i) los conjuntos: {z,ax + y},{r —y,x + y}, son Li.

ii) el conjunto {x — y,y — x} es 1.d.

Demuestre que cualquier subconjunto de IR™ formado por vec-
tores canodnicos diferentes es linealmente independiente.

Sea {v1,...,v.} un conjunto de vectores de IR™ linealmente
independiente. Si A € M(n,IR) es invertible, entonces el
conjunto {Avy, ..., Av,.} es linealmente independiente.

Sea A € M(n,IR). Se llama traza de A a la suma de los
elementos de su diagonal principal. Denotamos

Traza de A = tr(A) = Z Qi
i=1
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Demuestre que:

=
IS
i
~—
Il
S
-+
=
—
h
~—
oL
o
=}
o
@
)
m

45. a) Sea A = (1,2,3) Calcule AA?, A*A.
b) Demuestre que
i) (A+ B)! = A"+ B' con A, B € M(n,m, IR).
ii) (AB)! = B*A' con A € M(n,m, IR), B € M(m,p, IR).
ii) (A=t = (471t con A € M(n, IR), A invertible.
46. Demuestre que si x,y € IR™ entonces la matriz zy’ + yat es
simétrica.

47. Sea P € M (n, IR), P es ortogonal si PP! = P'P = I,.

a) Demuestre que P es una matriz ortogonal, donde

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1
— - 0 0
V2 V2
P:
2 0
V6 V6 V6
1 1 1 3

2v3 23 23 2v/3

b) Bajo qué condiciones para a y b la matriz siguiente es
ortogonal.
_( a+b b—a
X = < a—b b+a >

¢) Demuestre que si © € R", © # 0

es una matriz simétrica y ortogonal.
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2 -1
48.a)SeaA<_4 9

defina una matriz B, 2 X 3, no nula tal que AB = 0.

Resuelva el sistema Az = 0y

b) Sea A una matriz n X n, no invertible. Pruebe que existe
una matriz B, n x m tal que B# 0y AB = 0.

49. Supongamos conocida la matriz

a b c
a=(0e )

a) Pruebe que el problema de calcular r,s,z,y,t,w tales

que
10 rY\ [z y a b c
01 s) \t w d e f

es equivalente a resolver por separado un par de sistemas
de la forma Lzy = C1 y Lzy = Cs donde C; y C3 no
dependen de la matriz A.

b) Encuentre una condicién sobre las entradas de A de mo-
do que el problema tenga solucién ﬁnicaﬂ

50. Sea A una matriz n X n. Pruebe que las siguientes proposi-
ciones son equivalentes

a) A es invertible.

b) El conjunto solucién de Az =0 es S = {0}.
51. Sea A € M (n, IR), demuestre que:

A es invertible <= Rng(A) = n.

52. Sea X € M(n,m, IR).

(i) Si X*X = 0 entonces X = 0.

(i) Sean P,Q € M(q,m, IR) tales que PX'X = QX'X, en-
tonces PX? = QX' Sugerencia: si Y = X(P — Q)!
verifique que Y'Y = 0.

"Para resolver esta parte del ejercicio se recomienda usar determinantes,
por lo que se sugiere estudiar primero el siguiente capitulo de este texto.
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53. Demuestre que si A, D € M(n, IR), D es diagonal con elemen-
tos no negativos, entonces

ADP = DPA para algtin p si y solosi AD = DA.

Indic: Calcule la entrada ¢j de ADP , DPA JAD y DA



Capitulo 3

Determinantes

Atn cuando los determinantes reducen las matrices cuadradas a
un simple nimero, y se podria pensar que en dicha reduccién
se pierde toda informacion util aportada por la matriz, resulta
sorprendente la relacién de este ntimero con otros conceptos. Para
comenzar, si este ntimero es cero el conjunto de las columnas de
la matriz son vectores 1.d. (la matriz no es invertible), cuando es
distinto de cero los vectores columna son lLi. y ain mas, puede
interpretarse como el volumen del paralelepipedo engendrado por
sus columnas. Esta udltima interpretacién se verd, para n = 3,
cuando se estudie el producto cruz, en el capitulo siguiente.

Por otra parte, los determinantes dan férmulas explicitas para
resolver los problemas Az = by A~!, que aunque no son im-
portantes desde el punto de vista computacional, si resultan de
gran utilidad para resolver otros problemas en el calculo y las
ecuaciones diferenciales. Finalmente, tal vez, su ligamen maés im-
portantes sea con los valores propios: para una matriz A, los va-
lores propios de A son los escalares \ tales que el determinante de
A — M es cero. Estos escalares juegan un papel muy importante
en el algebra lineal y a ellos se dedicara el tltimo capitulo de estos
materiales.

95
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3.1 Propiedades definitorias de la fun-
cion determinante

El célculo de la funcién determinante no es un problema dificil
para matrices de orden pequeno, sin embargo, las distintas for-
mas generales para definirlos resultan complejas. Nosotros hemos
elegido definirlos, mediante su “desarrollo por menores”, pero
antes de hacerlo conviene ilustrar un caso particular y familiari-
zarnos con las propiedades esenciales que caracterizan la funcién
determinante.

Ejemplo 3.1 Para matrices A € M(2,R), A = ( Ccl Z ), la

funcién determinante, D, se define por:

D:M@2 R — R
A —— D(A) = ad — ¢b.

Otras notacion usuales para D son:

D(A) = det(A) =

a b

c d |’

Facilmente se verifica, mediante el cdlculo directo, que la funcién
D posee tres propiedades béasicas:

1. D es lineal en cada fila. Esto significa que para toda matriz
Ay (w1,22), (y1,92) € IR? o € IR; se debe cumplir :

ritayy T2tay: | _| T1 T2 Lol ¥
c d c d c d
a b |l a b a b

T+ ayr x2+ oy r1 X2 Y1 Y2

Para el caso de la primera fila se tiene:

r1+ay: x2+ oy

. d = (z1 4+ ayr)d — c(xa + ayz) =
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Ty T2

d

Y1 Y2

(x1d — cx2) + a(y1d — cy2) = c d

+

Similarmente se deduce la linealidad de D en la segunda fila.

2. D es alternada. Es decir, si dos filas adyacentes son iguales,
entonces D vale cero:

T
. y‘—xy zy = 0.

3. D(L,) = ’

= O

‘:1-1—0-0:1.

O =

Estas tres propiedades caracterizan la funcién determinate. Es
decir, las restantes propiedades enunciadas en los teoremas|3.2
y se pueden deducir de éstas. Y cualquier funcién de M (n, IR)
a IR que tenga estas tres propiedades es la funcién determinante.

3.2 Determinante de una matriz de or-
den n

La generalizaciéon de la definicién de determinantes para matrices
de orden n, se hard de manera inductiva:

Definicién 3.1 (Funcién Determinante)

D:M(n,IR) —— IR, se define por:
e paran =1, D(a) = a.

e paran > 1, y para cualquier fila i de A, D(A) es la suma
ponderada de n determinantes de submatrices de orden n—1
(denotadas A;j):

D(A) = (1) ag D(Ai) + -+ + (=1)" @, D(Ajn)

donde A;; es la submatriz que se obtiene de A al eliminar
la fila © y la columna j.
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En particular, para n = 2 observe que:

a1l a2

D(A) - a1  A22

= (—1)1+1a11D(A11) + (—1)1+2a12D(A12)

= a11D(az) — a12D(a21) = a11a22 — a12G21.

Lo cual coincide con la definicién dada en el ejemplo anterior. Por
otra parte, se puede verificar que, D, satisface las tres propiedades
fundamentales:

1. D es lineal en cada fila. Si las filas de A se denotan como
vectores fila A; € IR™ y la fila r se expresa, para ciertos
vectores filas x y y de IR", como: A, = ax + y, entonces:

Ay Ay Ay
AT*I Ar—l A’l“fl
D]larx+y | =aD x + D y
AT+1 Ar+1 Ar—i—l
A, A, A,

2. D es alternada. Es decir, si dos filas adyacentes son iguales,
entonces D vale cero:

3. D(I,) = 1.

Dado que las tres propiedades anteriores caracterizan la fun-
ciéon determinante, con solo mostrar que para cualquier eleccién
de fila 4, la funcién D definida en tiene estas propiedades, se
muestra que tal funcién es la funcién determinante. Es decir, en
el célculo del determinante con la definicién [3.] se puede elegir
cualquier fila y obtener el mismo resultado.
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Ejemplo 3.2 Calcule D(A), para la matriz

b

Il
— =
N O N
S =N

Solucién: Desarrollando por la segunda fila tenemos:

D(A) = 37 (—1)*"ag;D(Ay;)
= o] T f o) b
+(_1)3+2(1)’ 5)1 22’

= —1{(=2)0-(2)2] + 0+ (-1[B)2 - (-2)2]

= 0

Ejemplo 3.3 Calcule el determinante de la matriz elemental

Usando las propiedades (1) y (3) se tiene que

3.3 Propiedades del determinante

Los siguientes teoremas recogen las propiedades méas importantes
de la funcién determinante.
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Teorema 3.2 Si A € M(n, IR) y los vectores filas Ay, Aa, ..., An
son las filas de A, entonces:

1. D(A) =0 si alguna fila de la matriz A es nula.
2. D(aA) =a"D(A) Va € R.

3. D cambia de signo si dos filas k, r se intercambian:

A A
Ay A,

p|:|=-D]|:
A, Ay,
A’!L ATL

Como caso particular, se tiene que si E es la matriz elemen-
tal de permutacion de las filas i y j, entonces

4. D(A) =0 si dos filas de A son iguales.

Demostracion: Demostracién de las propiedades 1 y 2:

1. Sea A € M(n,IR) con la fila A, = 0,. Entonces por la
linealidad en la fila r, se concluye que

Ay Ay Ay Ay

Luego D(A) = 2D(A) de donde se deduce que D(A) = 0.
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OéAl A1
04142 aAQ

2. D(aA)=D | 043 | =ap | 043 | =

Al Al
Ao Ao
2plaeds | —...—anp | 43
aA, A,

El siguiente teorema resume una propiedad de los determi-
nantes especialmente importante, porque permite definir una ma-
nera de simplificar su célculo, reduciendo la matriz a una forma
triangular, mediante operaciones elementales del tipo afi + fr.

Esto se vera en los ejemplos [3.5] y

Teorema 3.3 Si A € M(n, IR) y los vectores filas Ay, Aa, ..., An
son las filas de A, entonces la operacion elemental ofy + fr no
altera el valor del determinante. FEs decir, para todo a € IR se
tiene:

Ay Ay

Ay Ay
p|l:|=p|

A, A, + oAy

An ATL

En particular si E es la matriz elemental E = E(af; + f;), en-
tonces D(E) = D(I,,) = 1.

Demostracién: De la linealidad del determinante y la parte (4)
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del teorema anterior, sigue que:

Ay Ay Ay Ay
Ak Ak Ak Ak
D : =p| : |+aD| : |=D]| : [+o0.
A, + Ay A, Ay, A,
An An An An

Teorema 3.4 Si A, B € M(n, IR) entonces:

1. D(A) # 0 <= A es invertible; o lo que es equivalente: A
no es invertible < D(A) = 0.

2. D(A) = D(A') YA € M(n, IR).
3. D(AB) = D(A)D(B) YA, B € M(n, R).

De la propiedad 2, en el teorema se deduce que el deter-
minante se puede calcular desarrollandolo por una columna. Y
que todas las propiedades enunciadas sobre las filas de A también
valen para sus columnas.

Ejemplo 3.4 Usando sdlo las propiedades del determinante, de-
duzca:

a b

1 1 ‘

Solucién: Realizando la operacién elemental f; + fo se tiene :

a b
1 1

‘ “ b =(a+b+c)

b+c a-+c

a b
a+b+c at+b+e

a b
b+c a+c

‘(a+b+c)

(por la linealidad).
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0 -1 3
Ejemplo 3.5 Calcular el determinantede A = | 1 2 =2
2 0 3

Solucién: Aplicando operaciones elementales por filas, se tiene:

1 2 -2

g vt 0 -1 3 —2fi+f3
2 0 3

1 2 -2 1 2 -2

0 -1 3| Mt 1 3

0 —4 7 0 0 -5

Desarrollando por la primera columna y tomando en cuenta que
la primera operacién produjo un cambio de signo se sigue que

1 2 =2
DA =—-[0 -1 3 :—’01 _35’:—5.
0 0 -5

Ejemplo 3.6 Demuestre que

yz =y-—z)(z—2)(2 —y).

Soluciéon: Haciendo operaciones elementales se tiene:

1 T x?
A _f2+f3 1 y y2
_
0 z—y 22—y

-+ fa

_—
1 x 22

0 y—z y?>—2 = B.

0 z—y 2z2—12
Es decir, B = E(—f1 + fo)E(—f2 + f3)A. Por lo tanto:

DBy =D =YY
=20 11T | = == -
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3.4 Regla de Cramer

Una de las aplicaciones més conocida para los determinante es la
“regla de Cramer”, que da una férmula explicita para la solucién
de sistemas cuadrados de ecuaciones lineales, con solucién tinica.

Teorema 3.5 Si A € M(n,IR) y D(A) # 0 entonces el sistema
Ax = b, donde b € IR™, tiene una tinica solucion x = (x1,...,Tn)"
dada por:

_ D(A1, A b A, - A
o D(A) ’

i=1,.--,n

expresion en la cual Ay, .-+, A, son las columnas de A.

Observe que la matriz (Ay -+ A;_1b A1 -+ Ay), en el nume-
rador de la fraccién que determina a x;, se obtiene sustituyendo
en A la columna i-ésima por el vector b.

Demostracién: Como D(A) # 0 se tiene que A es invertible y
por lo tanto la solucién del sistema Az = b es tnica. Utilizando
las propiedades del determinante, se tiene:

D(A1,-- Ai1,b, A, Ay)

= D(Al,"',Ai_l,Ai,Ai+1,"'7An)

= D(Ala"'aAi—laZ;‘lzlszj7Ai+la"'7An)

= Z?:lij(Alv"'7Ai—17Aj7Ai+1a"'7An)

= 2 D(A1, - A1, Ay Aiga, -, An)

= l‘lD(A)
Los otros términos de la suma anterior son cero pues la matriz
tiene dos columnas iguales. Despejando x; se tiene:

o D(A17"'7Ai—17vai+17”'aAn)_
"o D(4) |

i=1,.,n.
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204+y+2z = 0
Ejemplo 3.7 Resolver el sistema ¢ z—y+5z = 0
y—z = 4
Solucién:
2 1 1 1 0 1 1
DA)=|1-1 5 |=-6 mf—(é) 0-1 5 |=—-4
0 1-1 4 1 -
1 2 0 1 1 2 10
y:—(é) 1 0 5 |=6; Z:_(é) 1-1 0(|=2
0 4-1 0 1 4

3.5 Ejercicios

1. En cada caso obtenga una matriz C' triangular tal que A es
equivalente a C por filas y |A| = |C| y calcule |A]|.

Lo 0 2 11
5 1 1 1 -2 10
1 17 2 0 -3 0

-1 0 0 1

2. Sean A y B matrices cuadradas, conociendo que:

(3]

calcule el determinante de las matrices:

1 2 0 1 2 1 3
1 -2 10

-1 1 0 y
00 5 0 0 -3 2
0o 0 31
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3. Use s6lo las propiedades del determinante para verificar que:

1 a b+ec
(a)| 1 b a+c |=0.
1 ¢ b+a
at+b b+c c+a

(b)| b+¢c c+a a+b
c+a a+b b+c

[!3
o Qe
L o o
R O

2a +2b 2b+2¢c 2¢c+ 2a a
4. Calcule | 2b+2¢c 2¢+2a 2a+2b |si| b
2c+2a 2a+2b 2b+2c c

L 0 o

>~ 0
Il
w

5. Sea A € M(n, IR). Demuestre que :

1

(i) A es invertible = |[A™1] = Tl

(i) A2=A=|Al=10|A| =0.

(iii) A'A =1, = |Al=10 |A] = —1.

(iv) Rng(A) =n < |A| #0.

6.Si B = P 'AP, con A, B, P matrices en M(n,IR) y P

invertible, entonces

a) Muestre que det(B) = det(A4).

b) Muestre que det(A — B) = det(Al — A), con A € R.

c) Si A es invertible y si A=1 = At demuestre que

det(24) = £2.

7. Compruebe que los siguientes determinantes no dependen de

. 1 a+3 (a+2)(a+3)
)] 1 a+4 (a+3)(a+4)
1 a+5 (a+4)(a+5)

1 a+2 (a+2)?
i) |1 a+3 (a+3)?
1 a+4 (a+4)?

8. Si A € M(n, IR) muestre que:

1. |A] = 0 si y solo si el conjunto de las filas de A es lineal-
mente dependiente.
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10.

11.

12.

13.

14.

2. |A] =0siysolosi Rng(A)<n

r+1 T T
. Sea A= T Tz +1 T . Determine todos los va-
x T r+1

lores de x para los cuales A es invertible

4—x 2/5 0
Sea A = 25 44—z 5 . Determine todos los va-
0 Vb 44—z

lores de = para los cuales Rng(A) < 3.

Decida si el siguiente conjunto es linealmente independiente
{(17 27 1)? (27 17 _1)7 (_1a 17 1)} .

Demuestre que la recta que pasa por los puntos P = (a,b) y
Q = (¢, d) es determinada por la ecuacién :

1 1 1
z a c|=0
y b d
Sea
-1 0 - 0
A= : :
1 -1 o =1 2y
o o0 -~ 0 -1
Compruebe que |A| = 1 si n es par y que |A] = —1 si n es
impar.
Definicién: Sea A matriz de n x n

(1) A € IR es un valor propio (valor caracteristico) de A siy
sélo si, A es solucién de la ecuacién.

det(A\T—A) =0

(2) Se llama vector propio de A asociado al valor propio A a
todo vector v € IR", v # 0 que verifica la propiedad.

Av = v
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Encuentre los valores y vectores caracteristicos (si existen),
de las siguientes matrices.

() ()

6 10 -28
C_<_§ :?) D=| -2 -3 4
1 2 -7

110

E=(010

00 1

15. Use la regla de Cramer (si es posible), para resolver los sis-
temas siguientes:

20 +y—4z = 9

(a) r+2y+3z = -1
r—y+2z = =2
r+z—w = —4
() 2e+y—z4+w = 8
—r+2y—2w = -5
r+2z242w = 3
r—3y—2w = 0

(¢) r—3y+z+w = 0
—Jy+w = 0

16. Considere el sistema lineal Au = v, con A € M(3,IR) y u,v €
T+ ay + a’z = a?
IR3, dado por { x+by+b%z=0>b% , donde a, b y ¢ son
T+ cy+ 2z =c?
constantes cualesquiera de IR.

a) Muestre que

2

2 |=(b—a)(c—a)(c—b).
2

Q

det(A) =

— ==
o o
[P
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b) Pruebe que el sistema dado tiene solucién tnica si y solo
si a, by ¢ son todas distintas.

¢) Para el caso en que el sistema tiene solucién tnica, use
la regla de Cramer para calcular dicha solucién.

17. Si el sistema

a1T + a2y +asz +agw = a1
b1x+bgy+b32+b4w = bl
C1T +Cy+c3zt+tagw =
dle + dzy + dgz + d4w = d1

tiene solucién tnica, demuestre que ésta es:
r=1y=z=w=0.

18. Demuestre que el sistema

r+y+z = ax
2r+y—2z = ay
r—2z = az

tiene soluciones no nulas si y sélo si a(a — v/6)(a + v/6) = 0.

19. Estudie la solucién de los sistemas siguientes con parametro
a € IR.

r+ay—z = a ar+y+z = 1
(a)  ax+y+z = 0 b)s z+ay+z = 1
r+y+az = a’ c+y+az = 1

20. Demuestre que para todo r € IR y para todo a,b,c,d € IR el
sistema siguiente tiene solucién

I+rz+2y+2z4+w = a
—x+r—-1Dy—z4+2w = b
I+r)z+2w = ¢
—z+(r-1w = d

21. Encuentre condiciones en términos de los parametros, para
que los tres planos siguientes se intersequen en un tinico punto.

r—y+az = d
T +bz = dy
r+y+cz ds
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22. Dados los puntos A, B y C en IR?.

a) Establezca condiciones necesarias y suficientes sobre los
puntos A, By C, de modo que exista un unico polinomio de
grado menor o igual que 2, que “pasa” por esos tres puntos.

b) Establezca condiciones necesarias y suficientes en términos
de determinantes de modo que exista un tnico polinomio de
grado 2 que pasa por los tres puntos.

c¢) Extienda los resultados anteriores al caso de n + 1 puntos
en IR%.



Capitulo 4

Programacion Lineal

Este capitulo se inicia con la exposicién de los problemas clasi-
cos de produccion y de transporte, en una version simplificada,
para ilustrar el tipo de problema que resuelve la programacién
lineal. El estudio de la solucién geométrica a estos problemas de
programacién lineal deja ver la estrategia de solucién que emplea
el simplex y se reconoce una interesante aplicacién del algebra
lineal. Con la presentacion de las ideas que sustentan el método
simplex se hace un intento por justificar cada paso, acudiendo sélo
a la teoria conocida de los sistemas de ecuaciones lineales. Natu-
ralmente, algunos resultados tedricos deberan ser aceptados sin
demostracién. El capitulo cierra con un esbozo de la estrategia de
variables artificiales para iniciar la aplicacion del simplex, cuando
la formulacién del problema de programacién lineal no tiene la
forma canénica.

4.1 Dos modelos clasicos de programa-
cion lineal

Los conocidos problemas del transporte y de asignacién de recur-
sos (produccién), servirdn para exponer el tipo de problemas que
la programacién lineal permite resolver.

111
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Programacion Lineal

4.1.1 Modelo de transporte

Supongamos que en m lugares (origenes) hay O, ..., O,, canti-
dades de un producto que deben ser transportadas hasta n lu-
gares (destinos), con el fin de satisfacer una demanda conocida
D1, ..., D, de estos recursos. Nos interesa determinar las canti-
dades de cada producto que se deben llevar desde cada origen has-
ta cada destino, de manera que el costo de transporte sea minimo.
Para fijar ideas consideremos el siguiente caso particular:

Ejemplo 4.1 Dos fibricas de papel A y B, deben satisfacer la
demanda semanal de tres imprentas etiquetadas con los niimeros
1, 2 y 3. En el cuadro siguiente se indican los costos de transporte
en délares por tonelada, la produccién semanal de cada fabrica en
la quinta columna y la demanda semanal de cada imprenta en la
cuarta fila.

Imprenta
Fabrica 1 2 3 | Prod/sem.
A 17 22 15 350
B 18 16 12 550
Dem/sem | 300 400 200

Las condiciones de produccién y transporte se rigen por las
siguientes restricciones:

1. Cada fébrica envia toda su produccién semanal a las im-
prentas.

2. Cada imprenta recibe semanalmente de las fibricas, una
cantidad de papel que es igual a la demanda semanal.

El problema de programacién lineal aqui es determinar la can-
tidad de toneladas de papel que se deben enviar semanalmente de
cada fabrica a cada imprenta, de manera que el costo de trans-
porte sea minimo, respetando las dos restricciones anteriores.
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Solucion:

Definicion de variables: Sea a; (respect. b;) el nimero de toneladas
de papel que envia la fdbrica A (respect. B) a la imprenta j,
CLjZO, ijO;jzl, 2, 3.

Restricciones: Este problema se puede representar por medio del
diagrama de la Figura en la cual las flechas van del origen al
destino.

Figura 4.1: Representacion del modelo de trans-
porte con dos origenes y tres destinos.

Tenemos las siguiente relaciones:

e La cantidad de papel enviado a la imprenta 1 es: a; + by, a
la imprenta 2 es: ag + by y a la imprenta 3: ag + bs. Estas
cantidades deben ser iguales a la demanda de las imprentas.

e La cantidad de papel enviada por la fibrica A a las im-
prentas es a; + as + a3 que debe ser igual a su produccién y
en el caso de la fabrica B es by + by + bs3.

Por lo tanto las restricciones del modelo se expresan mediante
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el sistema de ecuaciones (1):

a + b1 = 300
as + b2 = 400
(1) as + bs = 200
ay + a2 + as = 350
b1 + by + b3 = 550
(ljZO; ijO j:1,2,3.

Funcion objetivo: se busca minimizar el costo total de transporte,
C, el cual es:

C =17a1 4+ 22a5 + 15a3 + 18b1 + 16by + 1203

La solucion de este problema de programacién lineal consiste en
encontrar un vector (aj,al,a}, bix, b3, bs*) que minimice la fun-
cién objetivo C, y que satisfaga las restricciones (1).

4.1.2 Modelo de produccién

Consideramos que una fabrica es un sistema cuya “entrada” la
constituyen recursos e insumos tales como materias primas, fuerza
de trabajo, tiempo de maquina y otros. La “salida” del sistema es
el conjunto de bienes producidos con estos recursos. El problema
bésico es operar el sistema en condiciones éptimas.

Ejemplo 4.2 Una fibrica produce dos articulos, A y B. Los re-
cursos que utiliza para producir cada articulo son: materia prima
(MP), tiempo de méquina (TM) y fuerza de trabajo (FT). El sis-
tema se puede representar mediante el esquema de la Figura [4.2
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ENTRADA SALIDA
MP A
T~ PROCESO —
™ —» DE
P PRODUCCION —
FT B

Figura 4.2: Representacién del modelo de produccién con
tres insumos y dos productos.

En el cuadro siguiente se indican el gasto de insumos por
unidad de articulo producido, asi como las reservas para la pro-
duccién durante tres meses y la ganancia por unidad de articulo
vendido.

Gasto de insumos por und/prod.
Articulo | MP(lbs) | TM(min) | FT(hrs) | Ganancia
A 50 6 3 50
B 30 5 5 60
Reservas 2000 300 200

Formule el problema de programacién cuya solucién es la can-
tidad de producto del tipo A y del tipo B que se debe producir en
tres meses, para obtener la méxima ganancia.

Solucién:

Definicion de variables:
x1 > 0 : numero de unidades producidas del articulo A.
r9 > 0 : numero de unidades producidas del articulo B.

Restricciones: El gasto total de cada insumo no puede exceder el
total disponible de este insumo. Por lo tanto si se producen z
unidades de A y x5 unidades de B tenemos:

Gasto total de materia prima: 50x; 4+ 30x3, luego

50z + 30z < 2000
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Gasto total de tiempo de maquina: 6z + 5x2, luego

6%1 + 51’2 § 300

Gasto total en fuerza de trabajo: 3z + 5x2, luego
3x1 + dxa < 200

Funcion objetivo: Si se venden x; unidades de A y xo unidades
de B, la ganancia total es z = 50x1 + 60x5.

La solucién al problema de programacién lineal serd un vector
(2%, x3) que minimice la funcién objetivo

—z = —50x1 — 6022

y que satisfaga las restricciones:

50x1 + 30z, < 2000
6x1 + 9522 < 300
3x1 + 5z < 200

z1>0 , z22>0

Como el miximo de z se alcanza en el mismo (0 mismos)
punto(s) donde se alcanza el minimo de —z, el problema de pro-
gramacién lineal puede formularse como un problema de mini-
mizacion.

4.2 Soluciéon del problema de progra-
macioén lineal

El método por excelencia para resolver un problema de progra-
macion lineal es el método simpler y como se vera, la geometria
y el dlgebra lineal juegan un papel esencial en la fundamentacion
de este método. Primero se ilustraran los aspectos geométricos
del problema mediante un ejemplo que permita exhibir la relacién
entre las propiedades geométricas y algebraicas de las soluciones
al problema de programacién lineal.
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Figura 4.3: Regién de soluciones factibles

4.2.1 Método geométrico

Se considera el problema de programacion lineal:

Minz=y—x+1

Sujeto a: —2r+y < 2
r—2y < 2
z+y < 5
>0 , y=20

Los puntos del plano de coordenadas no negativas que satis-
facen las restricciones, son los que conforman la regién poligonal
limitada por las rectas y = 2x + 2,y = —z+ 5,y =0.5x — 1 y los
ejes coordenados, como se ilustra en la Figura [{:3] Dicha regién
se llama region de soluciones factibles.

Por otra parte, la funcién objetivo z = y — = + 1 se escribe
como y = x + z — 1 que es una familia infinita de rectas paralelas
dependientes del pardmetro z. En la Figura 4.4) se muestran estas
rectas para valores de z iguales a 2, 1, 0 y —2 y, en la tabla
siguiente, las ecuaciones respectivas.

z 2 1 0 -2
ecuaciéon | y=xz+1 |y=z |y=2—-1|y=2—-3
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Yy
A
5 z=4
4 | z=2

z=1
3 z=0
2 z=-2
1 .......................

> T

Figura 4.4: Corrimientos paralelos de la fun-
cién objetivo.

Cuando se fija un valor de z, por ejemplo z = 2, y se traza la
respectiva recta de la funcién objetivo, y = x + 1, se determinan
los puntos (z, y) que evaluados en la funcién objetivo, z = y—z+1,
producen el valor z = 2. Esto permite, por inspeccién del grafico,
determinar el minimo (o maximo) valor de z cuya respectiva recta
de la funcién objetivo interseca la regién de soluciones factibles en
al menos un punto. Observe que una de estas rectas que no corte
la regién de soluciones factibles, no determina puntos (z,y) que
sean soluciones factibles al problema de programacion lineal. Asi,
los desplazamientos de la rectas objetivos seran limitados a que
dichas rectas intersequen la regién de soluciones factibles.

En el ejemplo, a medida que z disminuye, se desplazan las rec-
tas y = x4 2z — 1 hacia la parte inferior del poligono, alcanzandose
el valor minimo de z en el vértice (4,1), para el cual z = —2.

Siempre en referencia a la Figura|4.4] obsérvese que el méximo
de z que es 4, se alcanza en el punto (1,4) que corresponde al
maximo desplazamiento posible de las rectas paralelas de ecuacién
y=x+z—1, (2 = —x+y+ 1), hacia la parte superior de la
Figura 4. El punto (1,4) es el mismo vértice donde la funcién
—z = x—y—1 alcanza su minimo, que es -4. Se ve que un problema
de maximizacion se puede convertir en uno de minimizacién y
reciprocamente, con solo cambiar el signo de la funcién objetivo.
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Ambos problemas tienen la misma solucién. Es decir, tanto el
minimo como el maximo se alcanzan en el mismo punto.

El enfoque geométrico, ademdas de lo anterior, pone en evi-
dencia que el valor 6ptimo de la funcién objetivo se alcanza en
un vértice del poligono (regién de soluciones factibles) o even-
tualmente en una arista, en cuyo caso el problema tiene infini-
tas soluciones éptimas. Desde luego que tal resultado vale y su
generalizacion a problemas con més variables requiere caracteri-
zar, entre otros, el concepto de vértice del conjunto de soluciones
factibles, mas cominmente conocido como punto extremo.

Estas propiedades geométricas dan origen al desarrollo y fun-
damentacién matematica del método simplex, cuya estrategia de
solucién podemos describir como:

e Caracterizar las soluciones de punto extremo (vértices).

e A partir de una solucién de punto extremo, generar otra
solucién de punto extremo que disminuya el valor de la fun-
cién objetivo.

e Este ultimo paso se repite hasta que:

— no es posible mejorar la solucién y se evidencia que se
estd en una solucién éptima,

— o se reconoce que se pueden encontrar soluciones facti-
bles que hagan tan “pequeno” como se quiera el valor
de la funcién objetivo, en cuyo caso, el problema no
tiene una solucién 6ptima (la funcién objetivo no estd
acotada inferiormente).

Estas ideas seran las conductoras en el desarrollo siguiente de
la solucion algebraica al problema de programacién lineal, aunque
en algunos casos se omitird la respectiva fundamentacion tedrica.

4.2.2 Solucién algebraica: método simplex

El enfoque geométrico es irrealizable cuando intervienen maés de
tres variables, puesto que el ojo humano no ve mas allad de tres
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dimensiones. Por eso es necesario desarrollar y fundamentar un
procedimiento algebraico tedrico, que resuelva nuestro problema.

Definicién 4.1 (Programa lineal)

Un programa lineal consta de una funcion z = c1x1+- - +cpTn+29
llamada funcion objetivo, la cual debe ser mazimizada o minimiza-
da, y un sistema de ecuaciones lineales m x n (m restricciones):

a1 + -+ aT, = b
a1+ - 4+ awmT, = by
Gmi1z1 + -+ amiT, = by

donde x; > 0 y la matriz de coeficientes A = (a;;)
m.

mxn LiENE TANGO

En forma més resumida, el problema de programacion lineal
lineal se plantea como:

Minimizar z = cx, sujetoa Ax =by x>0

donde ¢ = (c1,...,¢n), = (T1,...,2n) y b= (b1,...,bm)".

Definicién 4.2 (Solucién factible)

Una solucion factible de un programa lineal
Minimizar z = cx, sujeto a Ax =>byx >0

es cualquier vector x, tal que Ax = b y cuyas coordenadas son no
negativas, es decir, x > 0.

Definicién 4.3 (Solucién 6ptima de un programa lineal)

Una solucion optima de un programa lineal es una solucion factible
x* para la cual la funcion objetivo alcanza su valor minimo. Es
decir z (z*) < z (h) para todo h tal que Ah =b, h > 0.




4.2 Solucién del problema de programacién lineal 121

Observaciones:

e Un programa lineal puede ser de la forma
max z = cr sujetoa Ax =0b, x > 0.
En tal caso es equivalente resolver el programa lineal
min —z = —cx sujetoa Ax =0, > 0.

puesto que el maximo de z (si existe) se alcanza en los mis-
mos puntos en los cuales w = —z alcanza su minimo. Y min
W = - mMax 2.

e Las restricciones pueden ser, no solo ecuaciones, si no tam-
bién inecuaciones. En cualquier caso, como se verd mas
adelante, las inecuaciones de un programa lineal siempre se
pueden escribir como ecuaciones.

Definicién 4.4 (Programa lineal candnico)

La formulacion de programa lineal tiene la forma candnica y de-
cimos que es un programa lineal candnico, si satisface las tres
condiciones siguientes:

1. Los m vectores candnicos ey, €s,. .., e, de IR™, son colum-
nas de la matriz A, en algin orden. Las variables asociadas
a estas columnas se denominan variables basicas y las
restantes variables no basicas.

2. La funcion objetivo no depende de las variables bdsicas, es
decir, los coeficientes asociados a las variables bdsicas son
cero.

3. Los lados derechos de las restricciones son no negativos, esto
es, bj >0, para j=1,...,m.

Ejemplo 4.3 Considere el programa lineal
min z = 5x1 + 3x4 — 225 + 1

sujeto a las restricciones:

—6 x1 +x3 —2x4 +2x5 = 6
—3x1 + 29 + 6x4 + 3x5 15
x; > 0 V=
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Las columnas 3 y 2 de la matriz del sistema de estas dos restriccio-
nes, son los vectores canénicos e; y eg de IR?. Luego las variables
To y x3 son variables bésicas y la funcién objetivo no depende de
estas variables. Ademds los valores b1 y bs son no negativos: 6 y
15. Por lo tanto este programa lineal tiene la forma canédnica.

Definicién 4.5 (Solucién basica factible)

Una solucion bdsica factible de un programa lineal en la forma
candnica es una solucion factible, para la cual las variables no
basicas wvalen cero.

Dos aspectos de las definiciones dadas hasta ahora, merecen
resaltarse:

e Las soluciones bésicas factibles corresponden a soluciones
de puntos extremos (o vértices) de la regién de soluciones
factibles, lo cual no entramos a justificar.

e La formulacién canénica de un problema de programacion
lineal permite conocer, de manera trivial, una solucién bésica
factible.

En el ejemplo anterior, haciendo cero las variables no bésicas,
r1 = x4 = x5 = 0, se reduce el sistema de restricciones a:

r3 = 6

X2 = 15
Por lo tanto o = 15, 23 = 6 y 1 = x4 = x5 = 0, constituye
una solucién factible. Asi, (0,15,6,0,0) es una solucién basica
factible porque es factible y las variables no bésicas valen 0.

Ademds, el valor de la funcién objetivo en esta soluciéon bésica
factible es

z=(5,0,0,3,-2)(0,15,6,0,0)" + 1 =1

Ejemplo 4.4 El programa lineal asociado con el modelo de pro-
duccién (pégina [L14]) es min z = 50x; + 60x2 sujeto a

50 1 430z, < 2000
6x1 + 522 < 300
3x1 + 5y < 200
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con x; > 0V i. Para formular este programa lineal como un pro-
grama lineal canénico se convierten las inecuaciones en ecuaciones
agregando variables de holgura: x4 materia prima sobrante, x5
tiempo de maquinas no utilizado y zg fuerza de trabajo no em-
pleada. Asi el problema se plantea como:

min z = 50z + 60x2 sujeto a:

50x1 + 3022 + z3 = 2000
6x1 + 5x2 + x4 = 300
3r1 + bSx9 + x5 = 200
con ; > 0Vi = 1,...6. Observe que en este caso, se ob-

tiene una formulaciéon canodnica con variables bésicas x3, =4 ¥y
x5. De la cual se deduce una primera solucién basica factible:
(0,0,2000, 300, 200), que corresponde a no producir nada, x; =0y
9 = 0, con lo cual sobran la totalidad de los recursos disponibles.

En general un programa lineal escrito en la formas:

min z = Y ", ¢;z; + 2o sujeto a

anry + o+ awmz, < b
a1 + -+ azr, < b
Am1T1 + e + Am1Tn S bm

donde x; > 0y b; > 0, es equivalente al programa lineal candnico:

min z =51

=1 Ci%i + 2o sujeto a

a11%1 + -0 F 1Ty + Tpta = b
a21x1 + - + AopTn + Tpn+42 = by
Am1Z1 + -+ + Qm1Ty + Tn+m = bm

conz; >0Vi=1,....n+myb; >0V j.

Cuando el valor de alguna variable béasica, en una solucién
bésica factible se anula, se dice que la solucién es degenerada.
En estos casos, la teoria de la programacion lineal debe contemplar
situaciones especiales. En el marco de estas notas se supondra
que los problemas planteados no conducen a soluciones basicas
factibles degeneradas, salvo mencién contraria.
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Con la caracterizacién de las soluciones extremas como solu-
ciones basicas factibles y la obtencién de estas mediante la formu-
lacién del problema de programacién lineal en la forma canédnica,
podemos centrarnos en el problema de buscar una solucién 6ptima.

Resultados que conducen la bisqueda del 6ptimo

Consideremos un problema de programacion lineal con la forma
candnica:

Min z = ¢z, sujetoa Ar=by x> 0.

Y supongamos que la matriz A, de orden m x n con n > m, tiene
los vectores canénicos, eq,...,e,,, ocupando ordenadamente las
primeras m columnas. Asi, el sistema de restricciones Az = b se
escribe en su forma columnar como:

riep + - - +xm€m+xm+1Am+1 ++ann =b

donde A,,+1,. .., A, son las ultimas n — m columnas de A. Con
esto se tiene también que:

® X1,To,...,T,;, son variables bésicas.
® T,41,...,Z, son variables no bésicas.
e ¢y =cy="-+=¢, =0. (Porque se supone que el problema

tiene la forma candnica).

o z* = (b1,...,b,,0,...,0)" € IR™ es una solucién bésica
factible.

Como se vera, la argumentacién siguiente no depende de que
las variables basicas sean las primeras m, de manera que la tnica
hipdtesis importante es que el problema tiene la forma canénica.
La eleccién anterior —el orden en las variables béasicas— sdlo fa-
cilita la escritura de ideas.
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El cuestion fundamental es: si el problema de progra-
macion lineal tiene la forma canédnica, s6lo uno de los
siguientes casos se puede presentar:

Caso 1: Todos los coeficientes de la funcion objetivo, asociados
a variables no bésicas, son no negativos.
Es decir, ¢; >0 Vi=m+1,...,n.

En esta situacion, para toda solucién factible x > 0,
z=cr=c1x1+ " +CmTm + - +cpzry > 0.
Ademas, para la solucién bésica factible
= (b,...,bm,0,...,0) € R"
se tiene que
z(xx) =0by + -+ 4+ 0by, + Cy10+ -4+ ¢,0=0

Luego en esta solucion basica factible se alcanza el minimo
de la funcién z.

Caso 2: Existe por lo menos un coeficiente ¢, de la funcién ob-
jetivo que es negativo, es decir, existe ¢; < 0 con x4 una
variable no bésica.

Si este es el caso, se puede determinar una nueva solucién
factible que mejora la funcién objetivo, es decir, existe y €
IR™ que es solucién factible y z(y) < z(z*). Para determinar
una nueva solucién y se consideran dos subcasos.

Caso 2.a: Todas las entradas de la columna A, son no positivos.
Estoes: aps <0, VEk=1,...,m.

En este caso las restricciones Ax = b se escriben
rie1+-- '+$mem+$m+lf4m+l+' . '+sts+' . +ann =b
o equivalentemente:

x1e1+ -+ Tmem + a1 Amar + - (4.1)
+xs—1As—1 + xs—&-lAs—Q—l +- ann = b— zsAs-
Sea d =b—x3A4,. Observe que V zs > 0, d > 0, es decir,

todas sus entradas son positivas o cero, porque las entradas
de A, son negativas o cero.
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Por otra parte, si hacemos cero las variables no basicas,
excepto x4 que se deja como parametro, se tiene que

y=1(d1,...,dmn,0,...,0,25,0,...,0) € R"

es una solucién del sistema es decir, es una solucién
factible para cualquier eleccién de x, > 0. Ademds, si la
funcién objetivo se evaliia en y se tiene:

2(y) = csxs < 0= 2(z%)

porque ¢s < 0. Entonces, claramente, se pueden elegir solu-
ciones factibles para hacer z(y) tan pequernia como se quiera.
Es decir, la funcién objetivo no es acotada inferiormente y
por lo tanto no existe una solucién 6ptima.

Caso 2.b: Existe una entrada en la columna A, que es positiva.

Es decir, existe ags > 0.

En este subcaso expresando el conjunto de restricciones co-
mo en para obtener una nueva solucién factible, que
dependa de x4, se debe elegir x5 de manera que todas las
entradas de d = b — x4 A, sean positivas o cero, esto es:

by ais b1 — zsa1s
d="b—- :L'sAs = bk —Ts Qs = bk — TsOks > 0
bm Gms bm — Tslms

Cuando ais < 0, claramente se tiene que by — xzars > 0
para cualquier eleccién xzg > 0. Y para las entradas k de Ag
en las que axs > 0, xs debe cumplir:

by, — Tsaps >0
bk Z TsUks
TsOks S bk

Ly

Ts = G
Entonces eligiendo x4 como:

r .o b
xszizmln{—k|aks>0,k:1,...,m}

Qrs Qs



4.2 Solucién del problema de programacién lineal 127

se obtiene que xs es positivo y es el mayor valor tal que
dr = b — zsaps > 0 para cada k = 1,...,m. Luego, como
en el caso anterior:

y=1(d1,...,dmn,0,...,0,24,0,...,0) € R"

es una nueva solucién factible que al evaluarla en la funcién
objetivo mejora la soluciéon z* que le dio origen:

z(y) = cszs < 0= z(x")

Por otra parte, se observa que d, = b, — a%ars =0 con lo
que puede probarse que ¥ es una solucién basica factible, con
variables basicas x1,...,Ty_1,Ts, Tri1y -+, Tm. Asi, en la
nueva solucién x,. deja de ser variable basica y se sustituye

por la nueva variable bésica x.

Tabla del simplex

Para efectos de calcular la nueva solucién y, en el caso 2.b, es
suficiente con darle al problema de programacion lineal una nueva
forma candnica que convierta, mediante operaciones elementales,
la columna Ag en el vector candnico e,.. O lo que es lo mismo, se
deben efectuar las siguientes operaciones elementales:

—Aks f + frVk=1,... mk#r y L#.

Qrs Arg

sobre la matriz aumentada del sistema de restricciones.
Para hacer esto, convenimos en representar el problema
Min z = ¢z, sujetoa Az =byx > 0.

mediante la matriz aumentada de las restricciones, agregando la
funcién objetivo como una ecuacién mas que depende del paré-
metro z:

ail Q1g A1n b1
a1 N a2 . agn b2
ar1 ... laps] ... Gpn | br
Am1 -+ Qms -+ Gmn | bm

C1 e Cs e Cp, z
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Aunque la tabla anterior no lo refleje, todavia estamos consideran-
do que sus primeras m columnas corresponden a los vectores
candnicos e1,€a, ..., Em.

Cuando se hacen las operaciones elementales indicadas —para
producir un 1 en la fila r y columna s y ceros en las restantes
entradas de dicha columna— al elemento a,s se le llama pivote y
suele identificarse en la tabla anterior encerrandolo por un circulo,
en nuestro caso lo marcamos con [ |.

Observe que las mencionadas operaciones elementales no modi-
fican las columnas eq,...,€,-1,€r41,-..,€n, porque estas tienen
un 0 en la fila r, luego lo que hacen es cambiar de posicién el vector
e, de la columna r (en nuestro caso) a la columna s. Ademads si
Ts = a%’ los valores dj, de la nueva solucién y son:

br Aks
dy = by — vsaps = by — —aps = by —
aTS a'rs

br

que es precisamente el resultado de la operacién elemental % fr+
fr sobre la ultima columna de la tabla anterior. Asi, las opera-
ciones elementales indicadas dan la forma canénica al problema
de programacién lineal, cuya respectiva solucién basica factible
corresponde a la solucién y obtenida en el caso 2.b. Aunque falta
hacer que el coeficiente, cg, de la funcién objetivo asociado a la
nueva variable bésica sea cero, para lo que se requiere aplicar la

operacién elemental —== f. + f;, 11 en la tabla anterior.

T

Por otra parte, una vez elegida la columna s, donde c; es
negativo y es el menor de los coeficientes de la funcién objetivo,
para seleccionar la fila r que correspondera al pivote, se suele
agregar una ultima columna a la tabla anterior, con los coeficientes
;T’“ tales que aps > 0:

b

a1 . A1s N A1n b1 tllls
b

a921 .o a9s PN A9on bg a;
b

ar1 oo |ars] oo Qpn | by =

by | L

Aml -+ Qms -+ Gmp | Om |

C1 ce Cs ce Cn z
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by

) aks’

Asi, la fila r del elemento pivote es la fila del menor cociente
considerando sélo aquellos en los que ags > 0.

Algoritmo Simplex

El procedimiento conocido como Simplex, para resolver un proble-
ma de programacion, parte de un problema formulado en la forma
candnica, y representado en una tabla como se indicé. En estas
tablas se aplican recursivamente los resultados anteriores en la
siguiente forma:

P.1: ;Todos los coeficientes ¢; de la funcién objetivo son positivos
o cero? Si esto es cierto, la solucién correspondiente a esta
forma canonica es la 6ptima y el algoritmo termina.

Si es falsa, continta en el paso P.2.

P.2: Sea s el indice de la columna tal que
Ccg < 0 y Cs = minizl,wnci.

Si todas las entradas ays de la columna s de A son negati-
vas o cero, entonces el problema de programacién lineal no
alcanza un valor minimo. La funcién objetivo no es acotada
inferiormente. El algoritmo termina.

En caso contrario, continiia en el paso P.3.

P.3: Sial menos una entrada ay, de la columna s de A es positiva,
considere el indice r de la fila de A tal que

T

= min{b—k\aks >0,k=1,...,m}
Ars Aks
Transforme el problema de programacién lineal, a otra for-
ma canodnica haciendo 1 la entrada a,s de la tabla del sim-
plex y cero las restantes entradas de esta columna, mediante
operaciones elementales.

Regrese al paso P.1.
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Ejemplo 4.5 Sea el programa lineal

min z = x2 — 21 + 1, sujeto a:

—2x4 + 2 < 2
xry — 2$2 S 2
X + 29 S 5

Si la funcién objetivo se interpreta como una ecuacién con para-
metro z, —x1 + x3 = z — 1, el programa lineal se escribe como un
sistema de ecuaciones lineales con un parametro z:

723]1 —+ T2 —+ I3 = 2

1 — 219 + x4 = 2

xr1 + X9 +x5= 5
—T1 + T2 = z—1

con x; > 0 Vi. La primera solucién basica factible se calcula
haciendo cero las variables no basicas, z; = xz3 = 0, por lo que
x3 =2, x4 = 2y x5 = 5. El valor de la funcién objetivo en esta
solucién es z = 1 y se obtiene al despejar el parametro z en la
ultima ecuacién después de evaluarla.

Como nota al margen del método simplex, si se hace una re-
presentacién geométrica de la region de soluciones factibles de
este problema, en su formulacién inicial (con dos variables), se
observard que (0,0) es uno de sus vértices, al que corresponde esta
primera solucién bésica factible (0,0,2,2,5), cuando se omiten las
variables de holgura x3, x4 y 5.

Primera iteracion:

Partiendo de la tabla inicial del simplex:

-2 1100 2
1 -2 01 0 2
1 1 0 0 1 5
-1 1 0 0 0]z—-1
a la pregunta del paso P.1 respondemos con falso, porque ¢; = —1.

Y en el paso P.2 se observa que as; = ag; = 1 > 0, luego debe
efectuarse el paso P.3:
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En este caso se tiene que s = 1 y calculando la columna

de cocientes ;’T’“ obtenemos:
S

—2 1 10 0] 2
M -2 01 0| 2 |2/
1 100 1| 5 |5/1
1T 100 0]z—1

El cociente minimo aparece en la fila r = 2, luego la
posicién del pivote es la fila » = 2 y columna s = 1,
el cual se senala en la tabla anterior encerrado por
paréntesis cuadrados. Aplicando las operaciones ele-
mentales

2fa+ f1, —fo+ f3, fo+ fa

a la tabla anterior, se transforma en 1 el elemento pi-
vote (en este caso ya se tiene) y en cero las restantes
entradas de la columna del pivote:

0 -3 1 2 0 6
1 -2 0 1 0 2
0 3 0 -1 1 3
0 -1 0 1 0]z+1

La ultima fila de esta tabla corresponde a los nuevos
coeficientes de la funcién objetivo y las nuevas varia-
bles béasicas son 3, x5 y 1. La nueva solucion bésica
factible, en este caso, es:

(xla T2,X3, T4, (E5) = (27 07 67 07 3)

y si observamos la representacién grafica de la regién
de soluciones factibles, se reconoce que (z1, z2) = (2,0)
es otro de sus vértices.

Utilizando la nueva formulacién canénica, el algoritmo con-
tinda en el paso P.1.

Segunda iteracién
P.1: Es falso que todos los nuevos coeficientes de la funcién ob-

jetivo, sean no negativos. Entonces se continia en el paso
P.2.
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P.2: s = 2, porque el coeficiente de la funciéon objetivo en la
columna 2, es negativo y es el menor de todos.

Ademis es falso que todas la entras en la columna s = 2 sean
negativas o cero (no positivas), luego se sigue en el paso P.3.

P.3: 7 = 3 puesto que en la columna s = 2 de esta matriz todas
las entradas son negativas, excepto la de la fila 3.

0 -3 1 2 0] 6
1 -2 0 1 0| 2
0 3 0 —1 1| 3
0 -1 0 1 0|z+1

El pivote es la entrada en la fila 3 y columna 2, como se
senala en la ultima tabla. Luego para obtener una nueva
formulaciéon candnica del problema con una mejor solucién
bésica factible, deben efectuarse las operaciones:

fs+fi, 3fs+fo sfstfay 3fs

con lo que se obtiene:

001 1 17 9
100 1/3 2/3| 4
01 0 —1/3 1/3| 1
0 0 0 2/3 1/3][z+2

La nueva solucién bésica factible es (4,1,9,0,0), la que co-
rresponde con el vértice (4,1) de la regién de soluciones fac-
tibles.

Tercera iteraciéon

Al continuar en el paso P.1, con la nueva formulacién candnica
del problema, se observa que todos los coeficientes en la fun-
cién objetivo son niimeros no negativos, entonces el minimo de la
funcién objetivo se alcanza en la correspondiente solucion bésica
factible (21, x2, x3, 24, 25) = (4,1,9,0,0).

El valor minimo de la funcién objetivo se puede obtener al
evaluar la solucién en la ultima forma de la funcién objetivo:

2 1
z+2:§x4+§x5:0, luego z = —2.
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o naturalmente, en la forma original de la funcién objetivo:

z=—lzi+as+1=—-14)+1+1=-2.

Observacion: En la fundamentaciéon del método simplex no se
han considerado los programas lineales que tengan algiun lado
derecho de una restriccién igual a cero. Es decir evitamos las
soluciones degeneradas. Sin embargo, el algoritmo también logra
su objetivo en estos casos, aunque tedricamente si hay soluciones
degeneradas no se puede garantizar la convergencia del método.
El ejercicio [2] en la pdgina permite comprobar que el simplex
opera bien en presencia de soluciones degeneradas.

Cuando la formulacién inicial del problema de programacion
lineal no tiene la forma candnica, no es claro qué operaciones ele-
mentales deben realizarse para transformalo en uno con la forma
canénica. Y sin la forma candnica no podemos aplicar el método
simplex. La siguiente técnica resuelve este problema.

4.3 Variables artificiales

Las variables artificiales son un artificio que permiten utilizar el
mismo simplex, para encontrar una primera forma canénica a un
problema de programacién lineal, siempre que el problema tenga
soluciones factibles. Enseguida se ilustra el procedimiento.

4.3.1 Un ejemplo

Ejemplo 4.6 Considere el programa lineal

max 2z = —2x1 + x2 + 1, sujeto a:
21’1 + T2 Z 4
—r1 4+ x5 < 4
31 + x2 = —15
T S 7
1, X2 Z 0



134 Programacion Lineal

Como en todo problema de programacién lineal, primero se
efecttian las operaciones elementales — f; necesarias para que los
coeficientes b; sean no negativos. Luego se convierten las inecua-
ciones en ecuaciones utilizando variables de holgura.

201 + xo — T3 = 4

—T1 + T2 + x4 = 4

(1) 311 — To + x5 = 15
T + xg = 7

Observe que cuando se tienen inecuaciones con > y a la derecha
el nimero es positivo, la introduccién de la variable de holgura
no produce un vector candnico, luego la formulacién resultante no
siempre tendra la forma candnica.

En esta situacién se agregan artificialmente variables adicio-
nales suficientes para que aparezca la base candnica, entre las
columnas de la matriz aumentada del sistema modificado. En
el ejemplo sélo es necesario agregar la variable artificial x7 en la
ecuacion 1.

2x1 + o — x3 + 7= 4

—x1 + To + x4 = 4

(2) 33?1 — X2 + x5 = 15
1 + Zg = 7

Con el conjunto de restricciones (2), denotado como Az = b,
consideramos un nuevo problema de programacion lineal:

Minimizar w = x7, sujetoa Az =by x >0

donde, en general, la funcién objetivo serd minimizar la suma de
las variables artificiales. Nos referiremos a este problema como el
problema ampliado con variables artificiales o simplemente como
el problema con variables artificiales.

Aplicamos el método simplex al nuevo problema, sin olvidar
la funcién objetivo del problema original, a fin de actualizarla con
las tranformaciones que se produzcan sobre el problema ampliado
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con variables artificiales. As{ la primera tabla del simplex ser:

2 1 -1 0 0 0 1 4
-1 1 0 1 0 0 O 4

3 -1 0 01 00 15

1 0 0 0 0 1 0 7

2 -1 0 00 0 0]—-2+1

0 0 0 0 0 01 w

Sin embargo, observe que el coeficiente de la funcién objetivo w en
la columna 7 (correspondiente a una variable bésica) no es cero,
luego todavia la formulacion del problema con variables artificiales
no tiene la forma canoénica. Para corregir esto basta con efectuar
la operacién elemental — f1 + fg:

2 1 -1 0 0 0 1 4
-1 1 01 0 0 O 4

3 -1 0 01 0O 15

1 0 0 0010 7

2 -1 0 000 O0]—-2+1
-2 -1 1 0 0 0 0 w—4

Ahora si se puede aplicar el simplex al problema con variables
artificiales. Y se observa que la columna con coeficiente menor y
negativo en la funcién objetivo (del problema con variables artifi-
ciales) es la columna s = 1. Por otra parte, segin la columna de
cocientes en la tabla siguiente, se tiene que fila del pivote es la 1.

2] 1 -1 0 0 0 1 4 2
-1 1 01 0 0O 4
3 -1 0 01 00 15 5)
1 0 0 0010 7 7
2 -1 0 000 O0]—-2+1
-2 -1 1 00 0 0| w—4

Haciendo las operaciones elementales necesarias para convertir en
1 el pivote y en cero las restantes entradas de la primera columna,
obtenemos:

1 05 =05 0 0 0 0.5 2
0 1.5 =05 1 0 0 0.5 6
0 —-25 15 01 0 —-15 9
0 -05 05 0 0 1 —-0.5 5
0 —2.0 10 0 0 0 -10|—-2—-3
0 00 00 0O O O 1.0 w
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Todos los coeficientes en la ultima fila son no negativos por lo que
el método simplex ha concluido con una solucién éptima para el
problema ampliado con variables artificiales. La solucién éptima
es (x1,x2,x3, T4, T5, T, T7) = (2,0,0,6,9,5,0) y como la variable
artificial z7 es no bésica, su valor es cero, lo cual permite descar-
tarla, para reducirla a la siguiente solucién bésica factible del prob-
lema original: (x1,x9, x3, x4, x5, z¢) = (2,0,0,6,9,5).

Mas especificamente, si se elimina la columna 7 y la fila 6 de
la ultima tabla, se reconoce que lo que se ha hecho es transformar
el problema original mediante operaciones elementales en uno que
tiene la forma candnica.

1 05 =05 0 0 O 2
0 15 =05 1 0 0 6
0 —25 1.5 0 1 0 9
0 —0.5 05 0 0 1 5
0 —-2.0 1.0 0 0 0| —-2—-3

Asi, el programa lineal candénico correspondiente a esta tabla es
equivalente al programa original:

min — 2z = 2z1 — x5 — 1 sujeto a las restricciones (1),

lo cual permite resolverlo mediante el simplex.

En esta nueva aplicacién del simplex, la iteracién 1 ubica el
pivote en la columna s = 2 y los cocientes correspondientes son:

1 [05 —05 0 0 0] 2 [2/(05) =4
0 15 —05 1 0 0| 6 |6/(1.5=4
0 —25 15 0 1 0| 9

0 —05 0500 1| 5

0 20 10 0 0 0|-=2-3

Luego el pivote puede ser tanto el elemento de (1,2) como el (2,2).
Si se elige el segundo, puede verificarse que conduce més rapido a
la solucién, nosotros escogemos como pivote el elemento de la fila
1y columna 2 y efectuamos las operaciones elementales necesarias
para hacer 1 en la entrada (1,2) y 0 en las restantes posiciones de
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la columna 2.

2 1 -1 00 0] 4
-3 0 [1] 1.0 0| 0
50 -10 1 0| 19
10 000 1| 7
40 -1 00 0|-=2+5

Con la eleccién del elemento (2,3) como pivote una nueva iteracién
produce la tabla:

-11 01 0 0 4
-3 01 1 00 0
200110 19
1 0 0 0 01 7
1001 0 O0f—-24+5

Y obtenemos una formulacién candnica para el problema original
con todos los coeficientes de la funcién objetivo no negativos, por
lo que hemos encontrado una solucién 6ptima:

(l‘1,$2, 1‘3,.134,.1?5,1'6) = (074v 07 07 197 7)

con valor en la funcién objetivo z = 5.

Observe que el valor minimo es —z = —5 y el valor maximo de la
funcién objetivo es z = 5.

Por otra parte, la solucién éptima y la solucién bésica factible
en el paso anterior son soluciones degeneradas, porque en ambos
casos x3 es una variable basica y su valor es 0.

4.3.2 Formulacién de la técnica de las variables
artificiales

Dado el programa lineal min z = )" | ¢;z; + 2o sujeto a

anry + -+ eI, = b
ax1 + - 4+ awT, = by

m11 + 0+ GpiTn = bm
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conz; >0Viyb; >0V j, latécnica de las variables artificiales,
para generar una primera forma canénica de este problema, con-
siste en aplicar los siguientes pasos:

1. En cada ecuacién se suma una variable y; > 0, llamada
variable artificial. Algunas veces, como ocurre en el ejem-
plo anterior, hay variables que pueden servir como bésicas,
lo que hace innecesario sumar una variable artificial en las
ecuaciones correspondientes. El sistema (1) asi transforma-
do es candnico teniendo como variables basicas las variables
artificiales y, eventualmente, algunas de las variables de la

lista x1,...,x,. Denotamos este sistema como (2):
01121 + -+ Gp®n + Y1 = b
a21Z1 + -+ anTn + Y2 = b

(2)

Am1T1 + -+ Am1Tn + Ym = bm

2. Siyi,...,yp son las variables artificiales con p < m, se con-
sidera el nuevo problema de programacion lineal:

Minimizar w =y + -+ + yp,

sujeto a las restriciones (2) y = >0, y > 0.

Como la nueva funcién objetivo depende de las variables
bésicas, deben aplicarse las operaciones elementales nece-
sarias para hacer cero todos los coeficientes asociados a va-
riables bésicas en esta funcién objetivo. Con esto el progra-
ma lineal min w sujeto a las restricciones (2) es canénico y
se aplica el método simplex.

3. Una vez obtenida la solucién éptima del problema modifica-
do y si en ésta, las variables artificiales son todas variables
no béasicas. Se eliminan las columnas correspondientes a
variables artificiales y la ultima fila, con lo que se obtiene
una formulaciéon candnica equivalente al problema de pro-
gramacién original.



4.3 Variables artificiales 139

El procedimiento se basa en los siguientes resultados:

e Toda solucién factible del problema con variables artificiales
en la que las variables artificiales valgan cero, cuando estas
se omiten la reducen a una solucién factible del problema
original.

e E inversamente, toda solucién factible del problema original
es una solucién factible al problema con variables artificiales,
tomando como cero las variables artificiales.

e Para toda solucién factible z del problema con variables ar-
tificiales, w(x) > 0.

Ademas, toda solucién factible = del problema original agre-
gando las variables artificiales con valor cero, produce una
solucién x* factible para el problema con variables artifi-
ciales, que es 6ptima porque w(z*) = 0.

De esto se deducen los dos principales resultados:

e Una solucién bésica factible 6ptima, del problema con varia-
bles artificiales, cuyas variables artificiales sean no bésicas,
se reduce a una solucién basica factible del problema origi-
nal.

Y la formulacién candnica al problema con variables arti-
ficiales, del cual se obtuvo esta solucién éptima, se reduce
a una formulacién candnica del problema original, simple-
mente eliminando las variables artificiales.

e Si la solucién 6ptima z* del problema con variables artifi-
ciales, incluye como variable béasica alguna variable artificial
con valor no cero, entonces w(z*) > 0 y como es éptima
entonces el conjunto de soluciones factibles del problema
original debe ser (.
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4.4 Ejercicios

1. Identifique la regién de soluciones factibles del sistema de res-

tricciones
311+ w2 <30
T + 5$2 S 200
T + To Z 50
r, T2 =2 0

2. Sea el programa lineal max 3x; — z2 sujeto a

xz1 - z2 < 3
21‘1 S ZTo
X1 + o > 12
i) S 10

x1, 2 =2 0

i

1. Resuelva el programa lineal.

2. {Si se quita la restriccion x; — xzo < 3, se modifica la
solucién? Explique.

3. ;Si se quita la restriccién x5 < 10, cudl es la respuesta a
la pregunta 17

3. Resuelva el programa lineal max 3x1 4+ 2z5 sujeto a

I S 50

o < 100

27 +  4dxy < 400
T, X9 Z 0

4. Considere el siguiente conjunto de restricciones lineales:

—3r1 + 229 > 12
5],‘1 — o S 10
3171 + 2$2 Z 24

2120y z220.
a) Grafique la regién de soluciones factibles, indicando la
interseccion de las rectas con los ejes.

b) Resuelva el programa lineal: Max z = —9x1 +4x4, sujeto
a las restricciones dadas, utilizando el método grafico.
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5. Una compania tiene dos fabricas ensambladoras de automé-
viles de un mismo modelo, para abastecer dos clientes. Los
costos de transporte en ddélares por cada automévil, las de-
mandas de los clientes asi como las reservas de automoviles,
se dan en el cuadro siguiente:

Fabrica
Cliente | A | B | Demanda
1 30 | 36 400
2 25 | 30 300
Reservas | a b

donde @ > 0 y b > 0. La compania desea abastecer a sus
clientes con el minimo costo de transporte.

1. Dibuje una red para representar el problema de trans-
porte.

2. Formule el programa lineal correspondiente suponiendo
que la compania puede dejarse un sobrante. Resuelva el
programa por el método grafico y dé las condiciones sobre
los pardmetros a y b necesarias para que haya solucién.

6. Considere el programa lineal siguiente: Min z = x7 4+ 22 +
4x3 + T4 sujeto a las restricciones x1 + xo + Sxs + 2x4 = 8,
201+ 2o +8x3=14yx; >0,1=1,2,3,4.

1. Mediante operaciones elementales, obtenga un programa
lineal candénico con variables bésicas x1 y x2, equivalente
al propuesto.

2. Resuelva el programa lineal.

7. Sea el programa lineal min z = —x; — 2x4 + x5 sujeto a las
restricciones x1 +x3+6x4+3x5 = 2, —3x1+x2+3r4+2x5 = 2
yx; >0,i=1,2,3,4,5. Usando solo operaciones elementales,
halle un programa lineal canénico equivalente, en el cual se
lea directamente la solucién éptima. Calcule esta solucién.

8. Resuelva el programa lineal max z = 10z; + 622 — 83 sujeto
a las restricciones 5x1 —2x5 4+ 623 < 20, 1021 + 425 — 623 < 30
ya; >0,1=1,2,3.
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9. Una compania cafetalera compra lotes de mezclas de granos
de café y después los clasifica en de primera, regulares, mas
una porcién inservible. La compania necesita al menos 280
ton (toneladas) de primera y 200 ton de clase regular. La
compania puede comprar a los distribuidores A y B, cualquier
cantidad de café sin clasificar. Muestras proporcionadas por
los distribuidores tienen los siguientes porcentajes de grano
de primera, regular e inservible:

Distribuidor | De Primera | Regular | Inservible
A 20% 50% 30%
B 40% 20% 40%

Si A cobra $125 por tonelada y B cobra $200 por tonelada,
formule el modelo de programacion cuya soluciéon provee la
cantidad de café que compra la compania a cada distribuidor
para cubrir sus necesidades a un costo minimo. Resuelva
graficamente el problema lineal.

10. Un granjero tiene 100 acres para plantar dos cultivos A y B.
La semilla para el cultivo A cuesta $4 por acre y la semilla
para el cultivo B, $6 por acre. El costo total de la mano de
obra serd de $20 por acre para el cultivo A y $10 por acre
para el cultivo B. El granjero confia obtener un ingreso de
$110 por acre del cultivo A; y del cultivo B, $150 por acre.
Si el granjero no desea gastar mas de $480 para la semilla y
$1400 para la mano de obra , {cudntos acres de cada uno de
los cultivos debe plantar para obtener: (a) maximo ingreso y
(b) mdxima ganancia (use el método grafico).

11. Una compania fabrica dos productos A y B. Para cada pro-
ducto es necesario emplear dos maquinas diferentes, X y Y.
Para fabricar una unidad del producto A, la méquina X debe
usarse 1/2 hora, y la maquina Y, 1 hora. Para fabricar una
unidad del producto B, es necesario utilizar tanto la maquina
X como la Y, 2 horas. La ganancia en el producto A es $20
por unidad, y la ganancia en el B es $50 por unidad. Si la
méquina X puede usarse durante 8 horas al dia y la méquina
Y durante 12 horas al dia, determine cuantas unidades de ca-
da producto deberan fabricarse cada dia para maximizar la
ganancia.
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12.

13.

14.

15.

16.

En una feria de un dia, un hombre tiene un puesto donde
vendera bolsas de mani y bolsas de dulces. Tiene $100 dispo-
nibles para adquirir su mercancia, que costara $0.10 la bolsa
de mani y $0.20 la bolsa de dulces. Pretende vender el mani
a $0.15 y los dulces a $0.26 la bolsa. Puede acomodar en
su puesto 500 bolsas de mani y 400 bolsas de dulces. De
experiencias pasadas sabe que no vendera més de un total de
700 bolsas.

1. Formule los modelos de programacién cuya solucién dan
las ventas maximas y la utilidad méxima, donde ésta se
define como la diferencia de las ventas menos el costo de
la mercancia.

2. Represente graficamente la regién de soluciones factibles.

3. Encuentre el nimero de bolsas de cada articulo que de-
berd tener disponibles para lograr: (a) ventas mdximas
y (b) utilidad méxima. ;Cudl es el monto de las ventas
y utilidades maximas?

Resuelva el programa lineal : max 2z + z2 + x3 sujeto a

Ty + x> + x3 < 60
—4x1 4+ 229 + x3 > 52
2x1 + x3 > 40

Resuelva el programa lineal : min z1 + 29 + x3 sujeto a

—x1 + 222 + z3 < 1
—X + 21‘3 Z 4
I — T2 + 21’3 = 4

Resuelva el programa lineal por dos métodos distintos:
min 2z, + 2x2 — 5x3 sujeto a

3£E1 + 2(E2 - 4%3 = 1
TG — T2 + 3x3 = 2
Z; Z 0 Vi

Resuelva el programa lineal correspondiente al modelo de
transporte (ver la pdgina [112)).
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Capitulo 5

IR": Geometria de
vectores

En capitulos anteriores se trabajé con las matrices M (m,n, IR),
sus operaciones y conceptos relacionados; momento en que se
llamé vector fila a las matrices con una sola fila y n columnas,
y vector columna a las que tienen una sola columna y n filas.
Ahora se estudiaran estos mismos objetos como elementos del es-
pacio IR™, sin hacer mayor distincién porque sean vectores fila
o columna, y principalmente, para reconocer las interpretaciones
geométricas que se les asocia.

Esta nueva aproximacién a los vectores de IR™, parte del re-
conocimiento de las operaciones de igualdad entre vectores, suma
de vectores, multiplicacién de un escalar por un vector, y sus
propiedades, todo lo anterior visto ya al observar que

R"=M(1,n,R) 6 R" = M(n,1, R).

Asi también se reconocen, los conceptos de combinacién lineal e
independencia lineal de vectores y sus distintas caracterizaciones,
desarrolladas con anterioridad.

145
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5.1 Representaciéon geométrica de vec-
tores

A partir de la representacién de IR como una recta numeérica, los
elementos (a1, as) de IR? y (a1, as,az) de IR? se asocian con puntos
de un plano y puntos del espacio tridimensional, en la forma que
es bien conocida y se ilustra seguidamente.

Y
ay |----
1 +(a1,a2)
|
|
|
|
|
D P —
as €T

Figura 5.1: Representacion de (a1, as2) y (a1, a9, as3)
como puntos.

En estos graficos el sistema de coordenadas estd determinado
por dos rectas numéricas en un plano, dispuestas perpendicular-
mente, (o tres rectas numéricas en el espacio, mituamente perpen-
diculares). El punto de interseccién representa a (0,0) (v (0,0, 0)
respectivamente) y una vez que se elige cudles de estas rectas iden-
tifican el eje X, eje Y (y eje Z), cada elemento (a1,as) € IR? o
((a1,az, az)enIR*) se asocia con el punto determinado por la coor-
denada ay sobre el eje X, as sobre el eje Y (y az sobre el eje Z,
para el caso de IR?), como se muestra en la figura

Estas ideas se extienden a IR™ y se piensa en cada elemen-
to A = (aj,as,...,a,) como en un punto de un espacio con n
dimensiones, donde cada componente a; de A corresponde a la
i-ésima coordenada medida sobre el i-ésimo eje de un sistema de
coordenadas rectangulares, o cartesianas, con n ejes mituamente
perpendiculares. No podemos visualizar n ejes mituamente per-
pendiculares si n > 3, pero esta idea, imprecisa ahora, se for-
malizard més adelante echando mano a recursos puramente alge-
braicos, que permitiran intuir algunas caracteristicas geométricas
de los objetos de IR™. Todo esto, teniendo siempre como referen-



5.1 Representacion geométrica de vectores 147

cia el mejor conocimiento de los espacios IR? y IR?, que el poder
de la visualizacién nos da.

5.1.1 Interpretacion geométrica de flecha para
vectores

Adicionalmente a la interpretacion de “punto” que se ha dado a
los elementos de IR™, se puede asociar a cada uno de ellos, una
nueva idea geométrica, con total independencia a la anterior (lo
que no significa que no estén relacionadas). Considere, primero,
algunos ejemplos:

Ejemplo 5.1 El vector (2,—3) € IR? se interpreta como el des-
plazamiento resultante de moverse dos unidades en la direccién
positiva del eje X y 3 unidades en la direccién negativa del eje Y.

Figura 5.2: Tres posibles representaciones del vec-
tor (2, —3) como flecha.

En esta nueva interpretacién geométrica, las coordenadas del
vector (2, —3) sélo describen un desplazamiento: dos unidades en
la direccién positiva del eje X y 3 unidades en la direccién negativa
del eje Y, sin indicar el punto donde se origina el movimiento. Se
trata de una nueva interpretacién geométrica para (2, —3),
que también depende del sistema de coordenadas, pero
esta vez resumiendo la idea de “flecha”: una identidad
caracterizada por su magnitud y direcciéon y que no tiene
ubicacidn.
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Ejemplo 5.2 Similarmente, en IR3 el vector (—3, 2, —4, ) se puede
visualizar como una flecha o desplazamiento resultante de mo-
verse tres unidades en la direccién negativa del eje X, 2 unidades
en la direccién positiva de Y y 4 unidades en la direccién negativa
del eje Z.

Figura 5.3: dos posibles formas de representar el
vector (—3,2, —4) como flecha.

Y de nuevo, el desplazamiento total descrito por las coorde-
nadas del vector (—3,2, —4), se visualiza como una flecha de mag-
nitud y direccién que determinan las coordenadas -3, 2 y -4, pero
sin especificar el punto inicial del movimiento.

En el caso general de IR™, esta nueva representacién geométrica
de sus elementos, encuentra la misma dificultad de visualizacién
que la de punto. Sin embargo, si se puede pensar en n ejes
mutuamente perpendiculares que doten a IR™ de un sistema de
coordenadas rectangulares, es posible intuir el desplazamiento re-
sultante de n movimientos en cada una de las direcciones de los
ejes, lo cual describe un desplazamiento total con determinada
magnitud y direcciéon e independientemente del punto donde se
inicia el movimiento.

En resumen, si a = (a1,a9, -, a,) € IR"™, se puede dar a este
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elemento una interpretacién geométrica de punto — el que deter-
minan las coordenadas a;,— o de flecha: la determinada por los
desplazamientos paralelos a los ejes que indican las coordenadas
a;. Ambas interpretaciones geométricas son igualmente validas y
aplicables en cualquier caso, sin embargo, algunas veces conviene
tener en mente una de las dos interpretaciones, preferentemente,
por la cual se hara el siguiente convenio:

Notacion: jpuntos? ;flechas?

e Cuando se escribe A = (ay,az,-+,a,) 0 A € IR"™, utilizan-
do letras mayusculas, se atribuye a A una interpretacion
geométrica de punto, preferentemente (no exclusivamente).

e Si se utilizan letras mintsculas “techadas” con una flecha co-
mo @ = (a1, a9, -,a,)0d € IR™, entonces, geométricamente,
se interpreta a @ como una flecha. También preferentemente
y no exclusivamente.

Por otra parte, en este material inicialmente se utilizaran nom-
bres de vectores techados con flechas, para reforzar su nueva inter-
pretacién geométrica, como T o @, sin embargo, mas adelante se
escribira simplemente z 0 a con exactamente el mismo significado.

a + by

Figura 5.4: @+ b= (a1 + by, a2 + ba).
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5.1.2 Interpretacion geométrica de la suma de
vectores

Dados dos vectores @ y b en IR™, geométricamente, el vector @+ b
corresponde a una nueva flecha que resume los dos desplazamien-
tos totales: el determinado por las coordenadas de a@ seguido del
correspondiente a las coordenadas de g, 0 inversamente.

Por ejemplo, en IR?, si @ = (aj,a2) y b= (b1, b2), entonces
d+b= (a1 + b1,a2 + bo) y refleja el desplazamiento total de los
dos vectores o flechas @ y b como se ilustra en los gréficos y
.0l

by

Figura 5.5: d + b= (a1 + b1, as + bs), con by < 0.

En general, si en IR™ se representa el vector @ mediante una
flecha y al vector b también mediante una flecha pero que comienza
en el punto terminal de @, entonces @+b se asocia al desplazamien-
to total resultante de efectuar los desplazamientos determinados
por ambas flechas,

oL

Qy

]
]
G4+b+E iag+by+co
]
]

a1+b1+61

Figura 5.6: Tlustracién de la suma de tres vectores
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y representado por una nueva flecha que se origina en el punto
inicial de @ y termina en el punto final de b. La situacién se gene-
raliza al caso de la suma de mas dos vectores, como se muestra en

la figura

Si los dibujos de las flechas, no consideran los sistemas de coor-
denadas rectangulares, la representaciéon geométrica resulta mas
clara y aplicable a todos los espacios IR™, observe la figura [5.7]

U

S

S

Figura 5.7: Paralelogramo de lados ay b y diagonal
a+b=>b+a.

Dado que a + b=0b+ d, la interpretaciéon geométrica para
@+ b se asocia con un paralelogramo de lados sucesivos d@ y b cuya
diagonal une el punto inicial de @ con el punto terminal de g, oel
punto inicial de b con el punto terminal de a.

5.1.3 Interpretacion geométrica del producto de
un escalar por un vector

Cuando un vector @ € IR™, se multiplica por un escalar ¢t > 0
el nuevo vector ta@ tiene la misma direccién que @ y su magnitud
aumenta o disminuye en un factor de ¢. Sin embargo si el escalar
es negativo, r < 0, entonces la direccién de rd@ es contraria a la de

—

a.
En la figura[5.8] se representan los vectores @, ta y rd, suponien-
doquet>2y —1<r <0. Por ello td tiene la misma direccién

que @ y su magnitud es mayor que la de 2@), y rd@ tiene direccién
contraria a @ y su magnitud es menor que la de a.
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Figura 5.8: @, td y rd,cont >2y —1 <7 <0.

Observe que los vectores @, td y ra se alinean sobre una misma
recta dado que la multiplicacién por los factores ¢ y r no cambia
la inclinacién (pendiente) de los vectores:

as tas a9

ay taq rai

Definicién 5.1 (Vectores paralelos)

Dos vectores @ y b no nulos, se dicen paralelos si existe t € IR tal
que @ = tb. Cuando t > 0, @ y b tienen la misma direccion y si
t < 0, tienen direccion contraria.

5.1.4 Relaciéon entre flechas y puntos

Aunque la interpretacién de flecha dada a los vectores se ha es-
tablecido de manera independiente a la idea de “punto”, estas dos
interpretaciones geométricas se relacionan de manera muy conve-
niente, a través del concepto de flecha localizada.

Definicién 5.2 (Flechas localizadas A—B))

Dados A y B en IR", a los que se les atribuye una interpretacion
geométrica de punto, se llama flecha localizada de A a B al vector

AB = B—A € IR" y que, geométricamente, se asocia con la unica
flecha que se origina en el punto A y termina en B.

Observe que como B — A € IR"™, B — A, al igual que cualquier
vector en IR", puede ser interpretado como un punto o como una
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—_—
flecha sin ubicacién. Sin embargo, a AB sélo le damos una inter-
pretacién geométrica: la de la flecha que comienza en A y termina
—_—

en B. Naturalmente, esta unica flecha que se asocia con AB es
una de las infinitas que se le pueden asociar a B — A (o que refleja
el desplazamiento descrito por las coordenadas de B — A). Estas
ideas se discuten seguidamente:

Sean O = (0,0,---,0) € IR™ el origen del sistema de coorde-
nadas rectangulares de IR™ y A, B puntos de IR™. Observe que
segun la definicién de flecha localizada se tiene que:

O?izA y OE):B.

Algebraicamente, lo anterior es claro, pero ademas geométricamente
significa que la flecha localizada de O a A, corresponde a la in-
terpretacién de A como flecha (cuando A se representa por los
desplazamientos determinados por sus coordenadas, cuando estos

—
se originan en O). Lo mismo se tiene para OB y la representacién
de B como flecha.

A

OA
AB

OB

Figura 5.9: Representaciéon de AB y los puntos A y B
identificados también como flechas desde O.

Por lo tanto, de la interpretacién geométrica de la suma de
vectores, se obtiene que:

OA+AB = OB

lo que hace consistente la definicién de flecha localizada dada.
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En el siguiente gréafico, observe la representacién geométrica
del vector B — A, cuando se le representa como una flecha que se
inicia en el origen y cuando se identifica como el vector localizado

E—

AB.

B-A =AB

Figura 5.10: B — A representado como la flecha AB
y como una flecha que se origina en O.

—

La flecha localizada AB es un caso particular de flecha que
corresponde al vector B — A, de entre una infinidad de posibi-
lidades. Por ejemplo, para cualquier H € IR", siC = A+ H y

D = B+ H entonces la flecha localizada C'D también corresponde
al vector B — A, puesto que

CD=D-C=(B+H)—(A+H)=B— A.

Ejemplo 5.3 Suponga que A, B,C y D son los vértices de un
cuadriladtero de manera que AB y AD son lados adyacentes —y

por lo tanto AB no es paralelo a AD— como se muestra en la

figura [5.11]

C

A

Figura 5.11: Cuadrilatero A, B,C, D.
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Demuestre que si BC' es paralelo a AD y DC es paralelo a AB
entonces:

a) el cuadrildtero ABCD tiene sus lados opuestos iguales.

—

b) AB+1BD =1AC

Demostracién: Parte a). Como B?’ es paralelo a A*D> y D?'

paralelo a AB entonces existen ¢ y s en IR no nulos tales que:

BC = tAD (5.1)
DC = sAB (5.2)

Ademas, de la interpretacién geométrica de la suma de vectores
se tiene que:

AB + BC = AD + DC

Luego, si se sustituye BC'y DC segun 1) y 1’ se obtiene que
AB +tAD = AD + sAB y finalmente:

AB —sAB = AD —tAD
(1-5)AB (1—t)AD

Ahora, si s # 1 entonces AB = EAD y contradice la hipdtesis

de que AB no es paralelo a AD. De igual manera, si ¢t # 1

1—s
1—t

entonces AD = AB y se contradice también que AD no es

—

paralelo a AB. Luego necesariamente debe ocurrir que s = 1 y
t=1yde (5.1) y (5.2)) se tiene que los lados no consecutivos de
un paralelogramo son iguales.

BC = AD

DC = AB
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Demostracién Parte b). Observe ve que AD = AB + BD de
donde BD AD ABy 1BD 1AD 1AB entonces

AB+1BD = AB+1AD-14B
AB — EJHE
1AB+1AD

— L(AB+ AD)

Pero AB+ AD = AC, dado que AD = BC' como se demostré en
la parte a), entonces:

AB+ -BD =-AC
+ 2 2

T = (a,b)

|9 = Vo F T = c

s

Figura 5.12: ||0]| = va? + b2.

v

A

5.2 Normas, angulos y proyecciones

En esta seccién nos ocuparemos de precisar los conceptos de mag-
nitud de un vector y dangulo entre dos vectores de IR™. Conceptos
muy naturales si se piensan en los espacios IR? o IR3, pero no tanto
si se aplican a vectores de IR™ en general. Este es el momento en
que la intuiciéon debe abandonar el sentido de la vista y comenzar
a creer mas en las descripciones algebraicas, para lograr de esta
manera que el ojo humano pueda “penetrar” a IR™.
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En IR? o IR?, la magnitud de un vector puede determinarse a
partir del teorema de Pitdgoras. Si la magnitud de un vector v se
denota por ||7]|, observando el tridngulo rectdngulo en el grafico
por el teorema de Pitagoras se tiene que:

[° = a® +?

por lo cual
| = Va2 + 22

Similarmente, el caso de IR?, dada la representacién de v = (a, b, ¢),
mostrada en la figura [5.13] y si d es la magnitud de la diagonal
del triangulo rectangulo con catetos de magnitud a y b, entonces
d? = a? + b2

Figura 5.13: ||7]| = Va2 + b% + 2.

Y como la magnitud del vector v, ||7]|, es la magnitud de la
diagonal del tridngulo rectangulo cuyos catetos miden d y ¢, en
valor absoluto, entonces:

[9]]° = d® + ¢® = a® + b* + ¢

luego ||7]] = Va® + b2 + 2.

5.2.1 Producto punto y norma

Para extender el concepto de magnitud de un vector de IR? o IR3 a
IR™, asi como el de d&ngulo entre vectores, se introducird una nueva
operacion vectorial que asocia a cada pareja de vectores en IR"
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con un numero, denominada producto punto o producto escalar.
Como se vera mas adelante, la definicion de esta operacién puede
cambiar, y con ello modificar las ideas de magnitud, distancia y
angulo entre vectores, pero siempre conservando sus propiedades
establecidas en los teoremas de esta seccion.

Definicién 5.3 (Producto punto - b)

Sean @ = (a1,as,...,an)" y b = (by,ba,...,by).  El producto
escalar, o producto punto de @ y b es un numero real denotado y
expresado en la siguiente forma:

d’-g:a1b1+agb2+~-~+anbn

En términos de operaciones matriciales, el producto punto a-
es el producto matricial: vector fila @ por el vector columna b,
sea:

b
0

ab = a'b
by
bo
= (a1,a2,...,ay) .
by,

= a1b1 +a2b2+~-~+anbn

Una de las razones que justifican la introduccién del producto
punto, se deja ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.4 Si @ = (a,b,c) entonces
@-i=(a,b,c) (abc)=a*>+b+c?

de manera que la norma de ||@]| = Vi - 4.

Este ejemplo sugiere que, en general, si & € IR™ entonces se
puede definir la norma de @, como ||@|| = V@ -, como efectiva-
mente se hard. Sin embargo, una definicién asi requiere mostrar
que el producto punto tiene las caracteristicas suficientes para
garantizar que el concepto de magnitud de un vector en IR™ nace
con las propiedades de la magnitud que son bien conocidas en
los espacios IR? o IR3. Resultado que se logra con el siguiente
teorema.
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Teorema 5.4 Si 4, U y W son tres wvectores cualesquiera de
IR™ y a € IR, entonces el producto punto tiene las siguientes
propiedades:

(1) w-d>0siu#0
@-7=0 solosidi=0
(2) w-v=0-4
3) @ (a?) = (a) - U= a(d - ?)
(4) @ - (V+w) = (d-7)+ (u- W)

Demostraciéon: Ver ejercicio

Definicién 5.5 (Norma de un vector)

Si i = (ug,uz, -, uy)t es un vector de IR™, se llama norma o
magnitud de @ y se denota ||i]| al siguiente valor:

il = Vi i = \Jud +ud - ud

La proposicién (1) en el teorema garantiza que la anterior
definicién es consistente con la idea que la magnitud de un vector
siempre serd positiva y que sera cero sélo si se trata del vector
cero. Las restantes proposiciones garantizan otras caracteristicas
que se esperan de la magnitud de un vector, y que son establecidas
en el siguiente teorema.

Teorema 5.6 Siu y ¥ son vectores cualesquiera de IR™ ya € IR,
entonces la norma de vectores tiene las siguientes propiedades:

(1) ||l@|>0 y |jd@|=0 siysolosidi=0

(2) e = [al [|7]]

(3) |-l =5l

(4) |a-o < ||v] (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
(5) |l@+ 0| < ||g|| + |¥]] (Desigualdad triangular)

Demostracién: (1), (2), (3) y (5) ejercicio.
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Demostracién: parte (4) —desigualdad de Cauchy-Schwarz—

. Observe que para todo = € IR, @ + ¥ es un vector cuya norma
al cuadrado es positiva, de manera que

@ + a0||* = (@ + x7) - (@ + 27) >0

ademas facilmente se muestra que

—

(@ + x0) - (@ + x0) = 2*(T - ) 4+ 2z(d - ¥) + @ - 4
entonces
22(T-0)+2z(d-0)+d-4>0 VrelR.

Esta desigualdad involucra un polinomio de segundo grado, az? +
bx + ¢, en la variable x, cuyos coeficientes son los nimeros reales
a=00,b=2uvTyc=uu Ademds se conoce que ax’+bz+c > 0,
Vz € IR s6lo si su discriminante es negativo y a > 0. En este caso
como a = ¥ - ¥ > 0 debe tenerse que:

b2 — dac = (20 - ¥)* — 4(0- V) (@ - @) <0

Y de esta desigualdad se sigue que (@ - ¥)? < (¥ - 9)(@ - @), de
manera que:
i - o] < /(7 0) (@ - ).

Por lo tanto |- ] < VU - 0VU - @ = ||d]| ||7]]

Las propiedades para el producto escalar que establece el teo-
remalf5.4]y la desigualdad de Cauchy-Schwarz permiten demostrar
los otros enunciados del anterior teorema, cuyos resultados garan-
tizan que la norma de un vector (y los dngulos entre vectores)
correspondan con las ideas que se tienen para IR3. Y de esa ma-
nera, compensan de alguna forma, la imposibilidad de visualizar
los objetos de IR™.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Observe que si

@=(a1,a2,...,an) y b= (b1,ba,...,bp)"
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entonces la desigualdad de Cauchy-Schwarz adquiere la siguiente
forma:

la1bi+asba+- - +anb,| < \/a;% + a? +~-~+a,%\/b§ +b34+- 402

Definicién 5.7 (Distancia entre los vectores 4 y ¥)

Dados dos vectores i = (uy,ug, -, un)t y U= (v1,ve,-,v,)" en
IR™ se define la distancia entre estos vectores como la norma del
vector diferencia, d(u,v) = || — ¥|| = || — ]|, o sea:

(@, 5) = /(01 —u1)? + (v2 — u2)? + -+ + (vp — up)?

El anterior concepto resulta més natural siselesdaa @y v la
interpretaciéon de punto.

Figura 5.14: d(u,v) = [|jv —ul| = |Jlu — ||

Sin embargo, la distancia entre 4 y v —vistos como flechas—
se puede entender como la distancia entre sus puntos terminales,
si estos han sido representados de manera que el punto inicial de
ambas flechas sea el mismo. Lo anterior porque tanto ¥ — ¥ como
¥ — 4 se representan por flechas que unen los puntos terminales
de @ y ¥, en uno u otro sentido.

Teorema 5.8 Sean A, B y C en IR™ arbitrarios, entonces:

(1) d(A,B)=d(B,A)
(2) d(A,B) < d(A,C)+d(C,B)

Demostracion: Ejercicio.
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5.2.2 Angulos en R"

La siguiente ley de cosenos es un resultado conocido para tridangulos

en IR? y IR?® —ver ejercicio en pégina [45]—, el cual se de-
muestra utilizando resultados basicos de trigonometria y la nocién
de magnitud que apoyan nuestros sentidos.

Ley de cosenos: las magnitudes a, by ¢, de los lados de cualquier
tridngulo, satisfacen que:

2 =a%+b%>—2abcosb

donde 6 es la medida del dngulo entre los “lados” a y b.

-7
a
A 7
: S 2 o2 2 I
Figura 5.15: ||d — 9||” = ||@||” + ||0]|” — 2 ||2]| ||| cos 6.

Si esta ley se escribe utilizando una notacién vectorial, en la
que los lados del tridngulo son los vectores 4, v y 4 — ¥, como se
muestra en la figura [5.15|se obtiene que:

— =12 12 =12 S =
1@ = 31" = |lal|” + [|]]" = 2{|a] 7] cos & (5:3)

con 0 la medida del angulo comprendido entre los vectores o y
9. Pero recuerde que, hasta ahora, esto es asi siempre que los
vectores pertenezcan a IR? o IR?, donde las nociones de dngulos y
magnitudes estan bien precisadas.

. o -
Por otra parte, si se continia desarrollando ||@ — 7||” en
se transforma en:

R RS 02 =2 g
la —3l]" = (@ - v) - (@ = 0) = [[al]" + [|o]]" —2a- 7 (54)
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Con lo cual, igualando los lados derechos de (5.3) y (5.4) resulta:
@5 = |lu] Jol| cos6

Entonces de la ley de cosenos se obtiene:

u-v
cosf = T T
[l

Reiterando, siempre que @ y ¥ sean vectores no nulos en IR? o IR3.
Este resultado ofrece una forma de definir el coseno del dngulo
entre dos vectores, dependiendo sélo de la nocién de producto
punto, y que por lo tanto puede extenderse a cualesquiera vectores
de IR™. Pero antes de hacer esto, se requiere reconocer que tal
definicién seria una buena definicién en IR™.

Observe que si 4 y U son vectores en IR™, la desigualdad de
Cauchy-Schwarz
|- o < [l [|7]]

conduce a:
=l |o]| < a- v < [[a] |7

y que dividiendo por ||@|| ||9/]|, para vectores no nulos, se obtiene:

1< o<
1o g

Entonces se puede garantizar que para cada pareja de vectores 4
y ¥ en IR™ no nulos, existe un tnico valor 6 € [0, 7] tal que:

cosf = %
]| {|9]

lo cual justifica la siguiente definicién.

Definicién 5.9 (Angulo entre dos vectores de IR")

St @ y U son dos vectores no nulos de IR™, se dice que el dnico
valor 0, 0 < 0 < 7 tal que

cosf = %
]l [17]]

es la medida del dngulo entre los vectores U y v.
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Definicién 5.10 (Vectores ortogonales)

Dos vectores . y U en IR™ son ortogonales si el dngulo entre ellos
mide w/2 radianes, o al menos uno de ellos es el vector cero.

—

Teorema 5.11 Los vectores @ y v en IR™ son ortogonales o per-
pendiculares si y solo siu-v =0

Demostracién: Ejercicio.

5.2.3 Proyecciones ortogonales

Dados dos vectores @ y ¥, el proceso de descomponer el vector 4
como la suma de dos vectores ortogonales, uno de ellos paralelo a
¥, tiene gran importancia en el desarrollo de modelos, por ejemplo
al determinar la componente de una fuerza en una direccién dada,
y en general, como un mecanismo de aproximacién optimal de
vectores, idea que se discutird mas adelante.

El problema: Dados los vectores @ y ¥ de IR™, ¥ # 0, se quiere
determinar un vector @ paralelo a Uy otro (l_;) ortogonal a U y tales
que

G=d+b

como se muestra en la siguiente figura.

v

Figura 5.16: a@: proyeccién de 4 sobre .

En términos algebraicos lo anterior significa que se deben de-
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terminar @ y b tales que:

1) d=tUparaalgint e R
2) T-b=0
y3) b=ud-—tv

lo cual reduce el problema a buscar el valor ¢ apropiado, para
definir @ y b como en 1) y 3), de forma que se satisfaga 2):

7b = 0
= G- (@—td) = 0
= V-Uu—tr-v = 0
= 74 = tUv-U

Por otra parte, como @ # 0 entonces ¥ -7 # 0 y el valor de t
requerido es:
L v-d

—

s
v-v

Finalmente los vectores @ y b buscados son:

|

<y

S
ST

S Qy
ISRST|
<y

Geométricamente, la idea anterior corresponde a proyectar or-
togonalmente el vector @ sobre el ¥, para obtener @, por lo cual al
vector d se le llama proyeccién ortogonal de i sobre Uy a b
componente de @ ortogonal a v.

Definicién 5.12 (Proyeccién ortogonal de @ sobre %)

St y U son dos vectores IR™ y U # 0 se llama proyeccidn ortogonal
de U sobre U y se denota Proyzi al vector

U-U iU
Proyzii = ——0 = —=7
A A o]

Y el vector @ — Proyzu se conoce como componente de U ortogonal
a .

Observe que si ¥ es un vector unitario entonces la proyeccion
ortogonal de @ sobre ¥ se reduce a: Proyzi = (4 - ).
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En modelos estadisticos, la idea de ortogonalidad entre vec-
tores, estd asociada con la idea de independencia “pura” de la
informacién que resumen ambos vectores. En otras palabras, or-
togonalidad supone no correlacién entre las variables represen-
tadas por los vectores, contexto en el cual la descomposicién de
un vector « en dos componentes ortogonales, Proy U y @ — Proyu
corresponde a la idea de separar la informacion en i que es depen-
diente de v, esto es Proygu, de aquella que es totalmente indepen-
diente de U o sea @ — Proyzu. Lograda esta separacion, se dice que
Proyzu es la mejor representacion de « en el espacio generado por
Uy ||@ — Proyzi|| es una medida del error de esa representacion.

En términos mas generales, se dice que Proyzu es el vector
paralelo a ¥ que mejor aproxima a u, o la mejor representacién
de @ en la recta generada por ¥, ideas sobre las que se seguira
trabajando, en los siguientes capitulos.

5.3 Producto cruz

El producto cruz es una operacién singular entre vectores de IR?,
que resulta con algunas propiedades interesantes por sus inter-
pretaciones geométricas. Sin embargo, se debe enfatizar que es
un concepto definido sélo para vectores en IR3.

Definicién 5.13 (Producto cruz)

Sean T = (v1,v2,v3) y W = (w1, w2, ws3) dos vectores en IR3, en-
tonces el producto cruz de U con W es un nuevo vector de IR®,
denotado por U X W, que se define como:

V2 U3
w2 w3

v U3
wp w3

U1 U2

TX W= 51— €2+
w1 W2

donde €\, €5, €5 son los vectores candnicos de IR>.

Una forma simple de recordar la definicién del producto cruz
de Uy W, es mediante el siguiente “determinante”, desarrolldandolo
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por la primera fila:

=1
X
g
I
<
S
<
[\V)
<
w

Aunque esta expresion carece de sentido, porque la primera fila de
la matriz no se compone de niimeros sino de vectores, y la expre-
sién resultante es un vector de IR3, y no un ntimero como corres-
ponderfa al determinante. Atun asi, ignorando esta aberracion, se
seguird empleando por la comodidad que ofrece para recordar la
definicién de producto cruz.

Ejemplo 5.5 Si ¥ = (1,3,2) y & = (2,—-1,0):

g & &
Fxd@ = |1 3 2
2 -1 0

N P A R

T 1 0|2 0|2 1|

= 2€)+4e; —Tes

= (2.4,-7).

En particular, para los vectores conénicos, facilmente se verifica

que:
1 51 X €9 = 53
2. 52 X 6_:_;, = 51.

3. €1 X €3 = —é5.
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Teorema 5.14 (Propiedades del producto cruz) Sean i, U
y @ vectores de IR® y a un escalar. El producto cruz verifica las

stguientes propiedades:

a) GTx0=0xw=0
b) TXxwW=—wxv
¢) at X W = a(¥ X W)
d) Txat=0

—

f) El vector U x @ es ortogonal a U y W
g) (Ux¥) -W=1ud-(7x )
h) (€ x V) x W= (& 07— (V- w)d
Demostracién: Cada una de estas propiedades se demuestra

en forma directa a partir de

la definicién de producto cruz. A

continuacion se presenta la correspondiente a g):

Si @ = (uy,ug,usz), 0
tonces

(U17027v3) y W= (w17w27w3)7 en-

- o Uz U - uy u uy U2 | o
U X v= 3 €1 — 3 €r + €3.
V2 VU3 U1 V3 U1 V2
Luego,
N — o u U u u, u U
(Uxv) -0 = 2w =Y B w2
V2 VU3 U1 V3 U1 V2
w; Wy wWs (5% u us
= Uy Uz U3 | =| V1 V2 U3
U1 V2 U3 wy w2 ws
V2 VU3 U1 V3 V1 (%]
= up — Uz + u3
wo Ws w1 W3 w1, W2
= - (Ux ).
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Teorema 5.15 Si 0 es el dngulo entre los vectores @ y U de IR3
entonces
l[d@ x o] =[] ||7]] sen (6)

Demostracion: (Indicacién) verifique que
-, 12112 (o
1 < a* = [l |]|° — (@ v)*

—

y utilice que (@ - ¥) = ||d|| ||¥]| cos(6).

El teorema provee una interpretacién geométrica para la
magnitud del producto cruz de dos vectores.

(6)

Figura 5.17: ||@ x 9]|: 4rea del paralelogramo de la-
dos U y v.

Observe en el anterior grafico, que si 8 es el angulo entre @ y
¥, la altura h del paralelogramo que determinan estos vectores, se
puede expresar como

B = Ilo] sen (6)
y utilizando que sen (8) = h/ ||v]|| se tiene:

[a > al| = ||| [|v]| sen ()
= alln,
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lo que corresponde al drea de paralelogramo de lados 4@ y .

5.3.1 Relaciéon entre el producto cruz, el vo-
lumen de paralelepipedos y los determi-
nantes

Tres vectores @, U, de IR® que sean li. determinan un paralele-
pipedo: una especie de “caja”’ o figura cerrada del espacio tridi-
mensional con seis caras planas (con forma de paralelogramos),
que se unen en aristas formadas por los vectores w, ¢/, W, como se
muestra en la siguiente figura.

g

U

Figura 5.18: Paralelepipedo determinado por los vectores i, ¥/, w.

La propiedad g) del teorema permite también una inter-
pretacién geométrica que la relacionada con los paralelepipedos,
especificamente:

El volumen V del paralelepipedo que determinan i, v, 1,
vectores Li. de IR3, es dado por

V = |(@ x 7) - .

Construccién del resultado

Si se considera como base del paralelepipedo, el paralelogramo
de lados 4 y ¥, como @ X ¥ es un vector ortogonal a este paralelo-
gramo, la altura h del paralelepipedo corresponde a la magnitud
de la proyeccion ortogonal de w sobre @ X ¥
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h = ProygxzW

Figura 5.19: Altura: h = HProyﬁXﬁifH .

Entonces h se calcula en la siguiente forma:

De esta manera:

V= (d4rea de la base) altura
= |l@dxd|h

= Jaxa)

S

¥) -
X

X
u X U]

g

— (i@ x)-
con lo que se obtiene el resultado.

Por otra parte, como en la demostracién de la propiedad g)
del teorema se obtuvo que

w; Wy Ws
(ﬁ X 17) W = Ul U us
U1 V2 U3
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entonces
wp w2 w3
V== Uy (5] us 5
v1 V2 U3

donde el signo =+ significa que se debe tomar el valor absoluto
del determinante. De esta manera se obtiene también una inter-
pretacién geométrica para los determinantes de matrices de orden
tres por tres.

5.4 Conceptos de distancia y angulo en
el analisis de datos

Las nociones de norma, distancia, angulo entre vectores y pro-
yeccion ortogonal vistas, dependen del producto escalar definido
en (5.3). Es posible cambiar esta definicién de manera que se
preserven las caracteristicas establecidas en el teorema (5.4) y con
ello dar origen a nuevos conceptos de normas, distancias, angulos
entre vectores y proyecciones ortogonales sobre vectores.

Definicién 5.16 (Producto escalar)

Si u,v y w son vectores en IR™ y a € IR, un producto escalar
es una operacidn, {,), que asocia a cada pareja u,v de vectores
con un ndmero real denotado (u,v) que satisface las siguientes
propiedades:

(u,u) > 0 siempre que u # 0

(u,u)y =10 si y solo siu=0
(2) (w,0) = (v,u)

(u,av) = {au,v) = a{u,v)

(

u, v+ w) = (u,v) + (u, w)

Cualquier producto escalar (,) permite definir, de la misma
manera que se hizo con el producto escalar clésico:

a) Un concepto de norma para vectores: ||ul| = v/(u,u).
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b) Una distancia entre vectores: d(u,v) = ||u — v||.
¢) Una idea de ortogonalidad: u es ortogonal a v < (u,v) =0
d) Una medida para el dngulo 6 entre los vectores u y v :

{u, v)

cosf) = ———
[lwll (vl

e) La proyeccién ortogonal de u sobre un vector v no nulo:

(u,v) _ (u,v)
(v,0) ol

Proy,u =

Definicién 5.17 (Matriz definida positiva)

Sea M € M(n, IR), se dice que M es definida positiva si

1) atMz >0 YV z€R"
y 2) z'Mz=0 < z=0,

Si M cumple 1) pero no 2) se dice que M se semi-definida posi-
tiva.

En el ejercicio[32)en la pagina[I84] se propone demostrar que si
M € M (n, IR) es una matriz simétrica y definida positiva entonces

(z,9),, =z My

es un producto escalar para el espacio IR". Lo cual como ya se
dijo define una m-norma, una distancia d,,, y un concepto de M-
ortogonalidad en IR", ideas que se resumen diciendo que se ha
definido una métrica o la métrica M.

En particular, cuando M es una matriz diagonal, cuyos ele-
mentos en la diagonal son todos positivos, se tiene claramente
que M es una matriz simétrica y definida positiva. Lo segundo
porque si M = diagonal(m;), con m; >0 Vi =1,...,n, entonces:

L 2'Mz =37 mx? >0 Vre R"
2. ' Mr=0<= " mal=0<2,=0<=1=0,.

Y si ademds Y., m; = 1, la métrica que define la matriz
diagonal M tiene especial importancia en el analisis estadistico de
datos, y es conocida como una métrica de pesos.
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5.4.1 Meétricas de pesos y medidas estadisticas

Sipi,p2,. .., P, son n numeros positivos tales que Y., p; =1, la
siguiente matriz

pr 0 - 0
0 po - 0
D, = . .
0 0 - pn

define, para vectores de IR", el producto escalar (,)

n
(z,y), = ' Dypy = Zpﬂiyi
i=1

y la correspondiente distancia:

d@,y) =tz — 9,2~ ), =/ (x — ) Dylz —y).

A continuacién se podré reconocer la importancia de esta métrica
en la descripcion de las principales medidas estadisticas para va-
riables cuantitativas.

Media aritmética y desviacién estandar

Sea 2zt = (x1,%2,...,7,) un vector de IR™, que resume n obser-
vaciones de una variable estadistica cuantitativa x. La principal
medida de la tendencia central de x es su media aritmética:

T = Zpiaci =(l,,2), = 1! Dpx.
i=1

La varianza y desviacién estandar de =, Var(z) y o,, miden la
dispersion de las observaciones alrededor de su media:

Var(z) = S0 pile; —7)? = |z—71,2

O = Var (Z‘) = ”x_flnHP

En particular, cuando todos los pesos son iguales, es decir
p; = 1/n para cada i = 1,2,...,n, se tiene que T= Y, z;/ny

Var () = S0 (2 — 7)°/n.
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A continuacién se obtienen los siguientes descripciones dadas
para la media, varianza y desviacién estandar de x, en términos
de producto escalar (,) .

1. Si 1t =(1,1,...,1) € IR™ entonces

n
(In,2), =1L,Dpr = pix; ==
=1

2. Por otra parte:

(z,71,) = |z —7L,|>

(x —Tl,,x —7Tl,),

(x —71,)!'Dp(x — 71,)
iy pi(wi —T)?

= Var(z).

d2

P

3. De lo anterior resulta que:

dp(x,Tl,) = 0y = ||z — T1,||, .
4. Y finalmente, T se caracteriza también porque:

Proy, = =

Estos resultados se visualizan en la figura [5.20}

r—zxl,

Figura 5.20: Interpretacion geométrica para Ty o, .

Por otra parte, como Proy; z = T1, es el vector en la direccién
de 1,, mas cercano a x, entonces x1,, es el vector “mas parecido”
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a x con todas sus componentes iguales. O sea, la mejor manera
de resumir las n observaciones de x, x1,x32,...,Z,, como un solo
ntmero es eligiendo a T para que las represente. Y se observa
también que ésta simplificacién tiene como medida de error, la
desviacién estandar o, = ||z — Z1,]|,

Covarianza y coeficiente de correlacién

Ahora, sean y* = (y1,¥2,---,Yn) vy 2* = (1, 22,...,2,) dos vec-
tores en IR™, que contabilizan n observaciones de las variables
estadisticas x y y. Dos medidas estadisticas para la asociacién
entre estas variables son, la covarianza entre x y y:

Cov (z,y) Z pi(zi —T)(yi — )
y el coeficiente de correlacién lineal

ra,y) = Cov (z,y) .

Ox0y

Utilizando el producto (,), se puede observar que:

(2 —Tlp,y—7ln), = (z—71,)'Dp(y —7l,)
= Yl —7)(y —7)
= Cov(x,y).

O sea, la covarianza entre dos variables es simplemente el producto
escalar entre estas dos variables centradas.

Ademss, si 6 es el angulo entre los vectores x — 1, y y — yl,
entonces _ B
<$ —Tl,,y — y1n>P
[z =Tl lly = 7lall,

cos 6

Cov (z,y)
G20y

= r(x,y).

Esto es, la correlacion entre dos variables corresponde al coseno
del angulo entre estas variables centradas: x — xl, vy v — yl,,
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(lamados vectores de observaciones centradas o simplemente “x
centrado” y “y centrado”).

Figura 5.21: cos#: correlacion lineal entre las variables x y y.

En el gréafico anterior, el angulo 6 entre los vectores x—71,,, y—
1, es el mismo que el que se forma entre los planos engendrados
porzy1l, yporyyl,. Y como seha visto, su coseno corresponde
al coeficiente de correlacién lineal entre x y y. Este coeficiente es
una medida de la dependencia lineal entre las variables = y v,
cuando 75, = 0 se dice que las variables son no correlacionadas,
lo que significa en términos del dlgebra vectorial que x y y son

D,-ortogonales (ortogonales con el producto escalar inducido por
D,).

5.5 Ejercicios

1. Demuestre que un cuadrildtero con vértices A, B,C'y D
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es un paralelogramo si y solosi A— B+C — D =0

2. Considere un tridngulo de vértices A, By C'y sean D el punto
medio del segmento AB y E el punto medio del segmento AC,
como se muestra en la figura:

B

A

Demuestre que DE = %BC, o sea, que el segmento que une
los puntos medios de dos lados en un tridangulo es paralelo al
tercer lado y su longitud es un medio de la de este.

3. Considere los vectores @ = (2, —3) y ¥ = (—4,2) y determine:
a) Cuatro puntos A, B, C, D distintos tales que
AB=u=CD.
b) Dos puntos A y B tales que AB = (i + 7).
¢) Los vértices de un paralelogramo con lados consecutivos
Uy U

4. Haga el mismo ejercicio anterior, pero con @ = (—1,3,-2) y
7= (3,2,4).
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5. Sean A = (—3,5), B =(2,1) y C = (3/2,11/2) los vértices
de un triangulo.

a) Haga un dibujo que muestre los puntos A, By C.

b) Determine M, el punto medio del segmento de recta con
puntos extremos A y B.

¢) (El tridngulo ABC' es isdsceles?

d) (Es recto el dngulo entre MC' y M B?

6. En cada caso, haga un dibujo y marque claramente la region

que corresponde a todos los puntos que satisfacen la condicién
dada:

a) los puntos (a,b) tales que (a,b) = t(—2,3)
donde 1 <t < 3.

b) los puntos (z,y) tales que (x,y) = t(—2,3) + s(1,4)
donde 0<t<1y0<s<l.

¢) los puntos (z,y) tales que (z,y) = t(—2,3) + s(1,4)
donde 1 <t<2y0<s<l1.

d) los puntos (a, b, ¢) tales que (a,b,c) = (1,1,1)+¢(—2,3,1)
donde 0 <t < 1.

e) los puntos (x tales que (z,vy,z) =t(0,3,1) + s(2,4,0
) los p (z,y) q Y .3, 4,
donde 0 <t<1y0<s<3.

7. Sean A, B,C y D los vértices de un cuadrildtero cualquiera,
y My, My, M3 y My los puntos medios de los lados de este
cuadrilatero como se muestra en el dibujo. Demuestre que
My, Mo, M3 y My son los vértices de un paralelogramo.
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M,

M,y

My

8. Calcule un vector unitario, o sea de norma 1, en la direccién
de cada vector dado.

1. (—3,4) 2. (~1,2,-3)
3. (—-1,2,-3,4) 4. (a,b—a,b)
5. (x1,xa,...,Ty) 6. U

9. Demuestre que los vectores
(cos®, senb,0), (—send,cosh,0), (0,0,1)

son mutuamente ortogonales y de norma 1, o sea, forman un
conjunto ortonormal.

10. Determine el coseno del angulo entre cada par de vectores.

1. (-3,3),(2,3) 2. (1,0,3),(-1,2,1)
3. (la _37 27 2)3 (_17 2a 37 _4) 4. ((1, b7 C)v (_ba a, O)
5. (xlax%'"axn)a(ylay%"'ayn)

11. Demuestre que si ¥ y v en IR™. son paralelos entonces el
angulo entre ellos mide 0 o 7 radianes.

12. Demuestre que dos vectores i, ¥ de IR™, no nulos, son 1.d. si
y solo si son paralelos.
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13. Sean ¢;,i =1,2,...,n los vectores condnicos de IR", es decir,
e; tiene ceros en todas sus componentes excepto en la i-ésima
donde tiene un 1. Demuestre que estos vectores son unitarios
y ortogonales dos a dos. Demuéstrelo primero para el caso en
que n = 4.

14. En cada caso, considere los vectores dados como vértices de
un triangulo:

1. (-3,3),(2,3),(0,-1)
2. (1,0,3),(-1,2,1),(—4,—4,-2)
3. (3,-3,3),(2,-3,4),(3,0,7)

a) ¢Cudles de estos tridngulos son rectdngulos?

b) Determine el drea de los tridngulos.

15. Sean a, b vectores no nulos en IR™. Demuestre que HEL’ + 5H =

HEL’ - I_)" siysolosiay b son ortogonales.
itbv/ . a-b it+b/ . i-b

a a
—b b b b

16. Sean @ y ben IR™, no nulos y perpendiculares. Demuestre que

Ha+ aEH > |@| VYaeR

17. Pruebe que el teorema de Pitagoras es vélido en IR", o sea,
que si los vectores no nulos @ y b representan catetos en un

2 2
12 2|17 .
=||a@||” + ||b]| siy solo si

triAngulo de IR™ entonces H&’ —b

a y b son ortogonales.
La generalizacién del teorema de Pitagoras, la ley de los cosenos,
jserd también valida para tridngulos en IR™?, esto es:

2

— 7 -2 -2 —
a5 =lal* + |5 2@

‘5“ cos 0

donde 0 es el dangulo entre @ y b. Demuéstrelo.
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18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

Geometria de vectores

Demuestre que las diagonales de un paralelogramo son orto-
gonales si y solo si el paralelogramo es un rombo. Y similar-
mente, que las diagonales tienen la misma magnitud si y solo
si el paralelogramo es un rectangulo.

Demuestre las propiedades del producto escalar en el teorema

oy

Demuestre la proposicién (5) del teorema la desigualdad
triangular. Sugerencia: muestre primero que

@+ = l|@|® +2a - 5 + &
y use la desigualdad de Cauchy-Schwarz para obtener que

2 Lo ) - ~
@)|* +2a -7+ ||9]]° < (@] + |12])?

Dados los vectores @ y ¥ abajo especificados, determine dos
vectores @ y b perpendiculares, tales que @ sea paralelo a ¥
yiu=d+ b. Haga una representacion geométrica de estos
cuatro vectores.

1. @=(-3,3),1=(2,3)

2. 4=(1,0,3),7=(-1,2,1)

3. u=(1,-3,3,2),7=(-1,2,3,4)

4. i = (a,b,c),7=(1,1,1)/V/3

5. U= (x1,29,...,2p),0=2¢;=(0,...,0,1,0...,0)
Demuestre que si Ay, Ao, ..., Ay vectores no nulos en IR™ son
mutuamente perpendiculares, es decir, 4; - A; = 0 si ¢ # j,
parai,j =1,2,...,k, entonces Ay, As, ..., Ag son linealmente

independientes, o sea:

1A +asAs+ -+ Ay =0=>a; =0parai=1,2,...,k

Demuestre que si @ es ortogonal a cada uno de los vectores
v1,V3,...,U; en IR™ entonces @ es ortogonal a cualquier vector
de la forma: ¢ = x101 +x205+ - -+, VUL, cualesquiera sean los
escalares x1, 22, ..., Tk, O sea, d es perpendicular a cualquier
vector en C4{v1, V3, ..., U}

Sean Aj, As, ..., A, los vectores columna de una matriz A €
M(n,R), o sea A= (A, As,..., Ap).
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a) Demuestre que A' A es una matriz diagonal si y solo si los
vectores en Ay, Ao, ..., A, son mituamente ortogonales.

b) Demuestre que A es una matriz ortogonaﬂ si y solo si los
vectores Ai, Ao, ..., A, son unitarios y ortogonales dos
a dos.

Un conjunto de vectores v1,v3,.. ., v, se llaman ortonormales
si son unitarios y ortogonales dos a dos.

25. Considere los vectores @ = (a,b) y w0 = (¢, d) de IR?:

1. Demuestre que

c

I(a,b,0) x (c,d,0)] = |det< ot ) |

2. Elabore una interpretacién geométrica para los determi-
nantes de las matrices 2 X 2 en términos de los vectores
que componen sus filas (o sus columnas).

26. Calcule el area de los paralelogramos determinados por los
vectores o vértices dados:
a) Los vectores (2,3,1) y (—2,—1,3).
b) Tres de sus vértices son (1,2,3), (0,—-3,1) y (5,—1,—2).
¢) Los vectores (1,3) y (1,1).
d) Los vectores (a,a,a) y (—a,0,a).

27. Demuestre las propiedades a), b), ¢), d), e) y f) del teorema
bI4

28. En cada caso, determine todos los vectores unitarios que son
ortogonales a:

a) (1,1,1) y (-1,0,1).
b) (1,1,1,1) y (-1,0,1,0).

29. En cada caso, calcule el volumen del paralelepipedo que de-
terminan los vectores:

a) (1a072)7 (—2,0,3) y (2a2’2)'
b) (a,0,0), (0,b,0) y (c,c,c).

1Una matriz cuadrada A es ortogonal si A*A = 1I.
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30. Calcule el drea del tridngulo de vértices (1,1,0), (—1,0,2) y
(0,1,2).

31. Sea A una matriz invertible de orden 3, y &, ¥ y 2’ vectores
li. de IR3. Si @ = Az, ¥ = Ay y W = Az muestre que

Viww = | det(A)|Vay-

donde V,,,,, es el volumen del paralelepipedo que determinan
U, U, Wy Vyy. el correspondiente a &, ¥/, Z.

32. Demuestre que si M € M (n, IR) es simétrica y definida posi-
tiva entonces
(2,9), =a'My

es un producto escalar.

33. Considere la siguiente matriz diagonal P:

1/2 0 0
P=| 0 1/4 0
0 0 1/4

y el producto escalar (,),

(x,y), = z! Py.

a) Sean zt = (x1,22,23) ¥y ¥* = (y1,%2,y3). Determine las
férmulas para la norma de un vector, ||z||,, la distan-
cia entre vectores, d,(z,y), y €l coseno del angulo entre
vectores, inducido por el producto escalar (,) ..

b) Sean a = (1,2,3)" y b= (1,-2,1)", calcule |la| ,, [|b]|, ¥
16— all .-

¢) Determine el coseno del dngulo entre a y b, segtn el pro-
ducto escalar (,) .

d) Observe que con el producto escalar cldsico a y b son
ortogonales jsiguen siéndolo con el concepto de ortogo-
nalidad inducido por el producto escalar (,),?, o sea,
json a y b p-ortogonales?

e) Con la norma y el concepto de dngulo inducido por el
producto escalar (,),, jse verifica la ley de los cosenos
para el tridngulo de lados a, by b — a?:

2 2 2
16— all = llall + 1ol — 2 lall, 6]l cos 6
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f) Calcule la proyeccién de a sobre el vector 13 = (1,1, 1),
con el concepto de ortogonalidad inducido por (,)

34.SeaM:(4 2)

P

2 2

a) M es simétrica claramente, muestre que también es defini-
da positiva.

b) Considere el producto escalar (,),, definido para IR? co-
mo (z,y),, = 'My, la M-norma que induce y calcule

1 0
Jeally ¥ llealy donde e = (g) v ea = (3):

¢) Determine el m-dngulo entre e; y es.

d) Determine dos vectores a y b en IR? que sean M-ortogo-
nales y haga una representacién grafica de estos.

35. En la tabla de datos “Calidad del agua” en la pagina se
muestran las mediciones de algunas variables que tienen que
ver con la calidad del agua, medidas en varios puntos del
embalse La Garita y algunos rios de Alajuela que lo surten,
registradas en el ano 1984 por el Laboratorio Quimico del

ICE.

Considere los siguientes nombres para las variables o columnas
de la tabla anterior: z1, indice de calidad del agua, x2, DBO,
x3, PH, x4, sélidos totales y x5, fosfatos. Considere también
la matriz diagonal D, como se define en el ejercicio 5 con
PL=P2 = =Dy = %, n = 9 y los conceptos de norma,
distancia, &ngulos y proyecciones que induce.

a) Calcule:

1) 71, Proy, x1, Var(z1)y oz,
2) T, Proy, w3, Var(xs)y og,
3) T, Proy, w5, Var(xs)y og,
b) Haga una representacién geométrica de los vectores x1,

y 1, como flechas con un origen comun y represente los
vectores x11,, x1 — T11,.
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36.

37.
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¢) Calcule Cov (x1,x2) y r(x1,z2) (el coeficiente de corre-
lacién). Haga un dibujo de los vectores z1, T1l,, x1 —
711, v x2, Tal,, To —Tal, representando el angulo 0 tal
que cosf = r(x1,x2). Justifique que —1 < r(z,y) < 1,
cualesquiera sean las variables x y y.

Considere la misma tabla de datos utilizada en el ejercicio
anterior.

La matriz de varianzas y covarianzas, para esta tabla de datos
es una matriz Vsxs = (v; ;) tal que v; ; = Cov (z;,2;), 4,5 =
1,---,5. Observe que sii = j entonces Cov (x;,x;) = Var (z;).
Muestre que

V=X'D,X
donde X es la tabla de datos centrada, es decir, las columnas
de X son z; — 7;1,, parai=1,---,5 respectivamente.

Ademds, si D/, es la matriz diagonal, con diagonal:
{1/01,1/09,1/03,1/04,1/05}
donde o; es la desviacién estandar de x;, demuestre que
R=D,/;VD s

es la matriz cuyos elementos r;; son la correlacién lineal en-
tre las variables x; y x;, 4,7 = 1,---,5, llamada matriz de
correlaciones.

Calcule V' y R. Establezca, ademas, cudles parejas de varia-
bles estan mas correlacionadas, y cudles menos correlaciona-
das.

Todas las distancias que se han inducido con la definicién de
los productos escalares, a partir de matrices definidas posi-
tivas, resultan en generalizaciones al concepto de distancia
euclidea clasica:

por lo cual son llamadas distancias euclideas. Otras dos dis-
tancias, no euclideas, que se utilizan con alguna frecuencia
son:

maXi:L---,nﬂxi —yil}

dQ(‘T,y)
) > it |z — vl

dg((ﬁ,y
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a) Si x,y y z son vectores en IR™, demuestre que ds y ds
satisfacen:

(r,y)=0siysolosiz =y
(x’y) = d(y,x)
(x,y) < d(z,z) +d(z,y)

S
~—
QA a

b) Considerando las distancias dy, ds y ds definidas para
vectores en IR?, haga una representacién grafica del con-
junto {(a,b) € IR?/d;((a,b),(0,0)) = 1}, para cada dis-
tancia d;, 1 = 1,2, 3.
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Capitulo 6

Rectas y planos

En este capitulo nos ocuparemos de la descripcién geométrica de
los subconjuntos de IR™:

{z=p+tite R}, {z=p+ti+silt,se R}y

{(z1,22,...,2,) € R"|a121 + asxo + ...+ apx, = d}

donde p, @, ¥y (a1,...,a,) son elementos dados en R" y d € IR.
Asi se obtendran interpretaciones geométricas para el conjunto
solucién de una ecuacion lineal en n variables. Finalmente se
estudiard el problema del célculo de distancias entre puntos y los
conjuntos citados y entre ellos.

6.1 Descripcion vectorial de una recta

Sean Py ¥ en IR?, P interpretado geométricamente como un pun-
to y ¥ como una flecha que describe cierta direccién. Y considere
la recta £ que contiene a P con la direccién del vector ¥, como se
muestra en la figura (6.1

189
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Figura 6.1: Recta ¢(P,?), que contiene a P en la
direccion de .

Observe en la figura [6.1] que:

—

e Para todo punto X en la recta ¢, el vector PX es paralelo

a ¥ (tiene la misma direccién o direccién contraria) y como
consecuencia:

PX =t paraalgint € IR

e Ademas P*j( = X — P, luego:
X-P = tv

Por lo tanto, VX en la recta £ existe t € IR tal que
X =P+tu.

E inversamente, si un punto @ se puede describir en la forma
@ = P + av, para cualquier a € IR, entonces ) es un punto de la
recta ¢: dado o € IR arbitrario, cualquier punto @ de la forma:

Q=P+av

es un punto de la recta ¢, porque Q — P = a¥ de manera que

el vector PQ) es paralelo a ¥ y como P pertenece a £ entonces
necesariamente @ € £. Vea figura [6.2
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Figura 6.2: Punto Q, en la recta ¢(P, 7).

6.1.1 Ecuacidon vectorial de una recta

La discusion anterior justifica la siguiente definicion.

Definicién 6.1 (Rectas en R™)

Se llama recta ¢ que contiene a P en la direccion de U, y se denota
L(P,7), al conjunto de puntos

{X € R"/X = P+ U para algin t € IR}

También se dice que X = P + tvU es una ecuacion vectorial de la
recta (P, 7).

Ejemplo 6.1 Determine una ecuacién vectorial para la recta que
contiene los puntos A = (—1,2,2) y B = (3,—1,6), ilustrada en

figura [6.3]

Solucién: Como A y B son puntos de la recta, el vector AB
tiene la direccion de esta, de manera que:
7=AB = B-A
(3,-1,6) — (—1,2,2)
(4a _37 4)

Asi, una ecuacién vectorial para la recta es:

(IE,y,Z) = (_172a2) + t(4a _374)
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Figura 6.3: Recta por los puntos A y B.

Observacién:

e Naturalmente, la descripcién de la recta ¢(P,¥) mediante
una ecuacion vectorial no es tnica, puesto que el punto P
y el vector ¥ se pueden elegir de infinidad de maneras.

Definicién 6.2 (Rectas paralelas y perpendiculares)

Dos rectas €1 (P,v) y £2(Q, @) son paralelas si U y @ son vectores
paralelos y se dicen perpendiculares si @ y U son perpendiculares.

Ejemplo 6.2 Si @ = (1,0,—1), la recta £((1,2,3),4) es perpen-
dicular a la recta del ejemplo [6.1}

(z,y,2) =(—1,2,1) + t(4,-3,4),
porque v -4 = (4,-3,4) - (1,0,—1) = 0.

Observe que dos rectas perpendiculares en IR, n > 2,

no necesariamente se intersecan.

[
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6.1.2 Ecuaciones paramétricas escalares y simé-
tricas de rectas en IR?

Dada la ecuacién vectorial para una recta (P, v) en IR3:
(9, 2) = (p1,p2,p3) + t(v1,v2,v3)
si se efectiian las operaciones vectoriales indicadas, se tiene que:
(#,y,2) = (p1 + tvr, pa + tvz, ps + tvg)

Luego, las coordenadas z,y, z de un punto cualquiera de la recta
satisfacen:

r = p1 —+ t’Ul
y = p2tlvg
z = p3+tvus

Ecuaciones conocidas con el nombre de ecuaciones paramétri-
cas escalares de la recta £. Por otra parte, como el parametro ¢
es uno y el mismo en las tres ecuaciones anteriores, despejandolo
de estas se obtiene:

L—P1 _Yy—P2_Z—P3

t = = =
U1 V2 U3

Todo esto siempre que vy # 0, v # 0 y v3 # 0. A estas iltimas
ecuaciones se les llama ecuaciones simétricas de la recta £.

Ejemplo 6.3 Dadas las siguientes ecuaciones simétricas,

r—2 vy
= - = —1
3 2~

determine dos puntos de esta recta y un vector perpendicular a
ella.

a) Puntos de la recta: el punto A = (2,0,1) pertenece a
la recta, puesto que con x = 2,y = 0y z = 1 los tres
cocientes de las ecuaciones simétricas son iguales a cero. De
esta misma manera es facil determinar otros puntos (z,y, 2)
de la recta, por ejemplo, los tres cocientes son iguales a 1
six=—-1,y =2y 2z =2, luego otro punto de la recta es
B=(-1,2,2).
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b)

Rectas y planos

Vectores en la direcciéon de la recta: cuando se hi-
zo la deduccién de las ecuaciones simétricas arriba, se pu-
do observar que los denominadores de los cocientes son las
coordenadas de un vector en la direccién de la recta, de
manera que este es ¥ = (—3,2,1). Por otra parte, tam-
bién se puede calcular un vector ¢’ en la direccion de la rec-
ta, a partir de los puntos A y B obtenidos anteriormente:
t=B—-A=(-1,2,2)—(2,0,1) = (-3,2,1).

Vectores perpendiculares: un vector perpendicular a es-
ta recta es cualquier vector @ = (a, b, ¢) que satisfaga:

(-3,2,1) - (a,b,¢) =0
o lo que es lo mismo
—3a+2b+c¢c=0

ASlla por ejemp107 (a7 ba C) = (17 1a 1) y (CL, ba C) = (725 727 72)
son vectores perpendiculares a la recta.

Figura 6.4: Plano P(P, 4, ), que contiene a P en la
direccién de @ y .
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6.2 Descripcion vectorial de los puntos
de un plano

El concepto de plano en un espacio IR™ nace de manera natural
de la idea vivencial de plano que se tiene para el espacio IR>.
Considere un punto P en un plano y dos vectores @ y ¢ no paralelos
y en la direccién del plano, como se muestra en la figura[6.4 en la
pagina |194]

Observe, tanto en la figura[6.4 como en[6.5] que para cualquier

punto X en el plano, el vector PX es un vector localizado con
punto inicial y final en el plano. Luego el vector PX se puede
escribir como combinacién lineal de los vectores @ y ¢ dados:

PX = tu + sv.

Figura 6.5: PX es combinacion lineal de @ y .

Para reconocer mejor este hecho, en el anterior grafico se ilus-

— —_
tra, con otra posicion para PX, que el vector PX siempre se puede
reconocer como la diagonal de cierto paralelogramo con lados tu
y svU. de manera que:

PX =ti+ sv

para algunos valores t y s en IR.
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Como también PX = X — P, entonces X = P + PX luego,
para todo punto X del plano:

X=P+ti+sv

E inversamente, si un punto ) se puede escribir en la forma: @ =
P + tu + st para algunos valores t y s en IR, entonces PQ = Q —

P = ti + sv lo que significa que PQ es combinacion lineal de dos
vectores que describen la direccién del plano y se puede interpretar
como la diagonal de un paralelogramo con lados paralelos a u y

¥, de manera que el vector localizado P(Q estd en la direccién del
plano y como P es un punto del plano necesariamente () pertenece
al plano.

6.2.1 Ecuacién vectorial de un plano

Definicién 6.3 (Planos en R", n > 2)

Dado un punto P y dos vectores @ y U no paralelos, se llama plano
que contiene a P en la direccion de los vectores 4 y U al conjunto:

{XeR'|X=P+ti+st contysenlR}

y se denota P(P,,?). La ecuacidn X = P+ti+ st se denomina

ecuacidn vectorial del plano P(P,, V)

Ejemplo 6.4 Dados los puntos P = (1,1,—4), Q@ = (2,-2,3) y
R = (-3,1,4) determine la ecuacién vectorial del plano que los
contiene.

P

Figura 6.6: Plano por los puntos P, Q y R.
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Solucién:  Observe que los vectores PQ) y PR determinan la
direccién del plano:

—

PQ=Q-P PR=R—-P
= (2, -2, ) — (1, 1, —4) = (—3, 1,4) — (1, 1, —4)
— (1,-3,7) — (—4,0,8)

De manera que una ecuacién para el plano que contiene los puntos
P,Qy Res:

(x,y, Z) = (17 L, _4) + t(la -3, 7) + 3(_4707 8)

La eleccién del punto P como punto inicial para los vectores que
determinan la direccién del plano es arbitraria, igualmente se pudo
elegir @ o el punto R, obteniendo en cada caso ecuaciones vecto-
riales distintas pero que igualmente describen a todos los puntos
de este plano.

6.2.2 Ecuacién normal de un plano en IR?

Una nueva forma de describir un plano, valida sélo para planos
en IR3, se obtiene al reconocer que su direccién también puede ser
determinada por un solo vector, pero en este caso, perpendicular
al plano.

Sea P € IR? un punto del plano y 7 un vector perpendicular
al plano.

St

Figura 6.7: Plano que contiene a P, perpendicular a 7.
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Todo punto X € IR? del plano satisface que PX es un vector
en la direccién del plano. Y como 7 es perpendicular (al plano),
entonces

PX -7 =0.

De esta manera, todo punto X, del plano que contiene a P y es
perpendicular a 77, satisface:

PX-i = 0
(X-P)-i = 0
i = P-q.
La ecuacién (X — P) -7 = 0 es conocida, a veces, como

ecuacion punto normal del plano. Ademads, si se conviene en que
X = (x,y,2), P = (p1,p2,p3) y i = (a,b,c¢), la ecuacién anterior
adquiere la forma:

X-n = P-n
(xvyv Z) : (av b7 C) (pl,pZ;pS) : (a7b7 C)
ax +by+cz = api+ bps + cps

donde P y 71 son datos conocidos, entonces el lado derecho de la
dltima ecuacién se reduce a una constante d = apy + bps + cps, y
la ecuacién adquiere la muy conocida forma:

ax + by + cz = d.

Definicién 6.4 (Ecuacién normal de un plano en IR?)

Todos los puntos (x,y, z) de un plano que contenga al punto P =
(p1,p2,p3) y sea perpendicular al vector i = (a, b, c), y sdlo estos,
satisfacen que:

axr +by+cz=d

donde d = apy + bps + cp3. Ademds se dice que el vector 7l es
normal al plano, o que el plano contiene a P y es normal a .

Ejemplo 6.5 Determine la ecuaciéon normal del plano que con-
tiene los puntos P(1,1,—4), Q(2,-2,3) y R(—3,1,4).
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7

Figura 6.8: Plano por los puntos P, Q y R.

Soluciéon: Con estos datos, para obtener la ecuacién normal del
plano se requiere determinar un vector 7 = (a b, c) perpendlcular

al plano. Como se conoce que los vectores PQ y PR tienen la
direccién del plano, entonces el vector 72 buscado es perpendicular
a estos y debe satisfacer:

PQ-7i=0y PR-7i=0.
En el ejemplo se determiné que
PQ=(1,-3,7) y PR=(—4,0,8)

entonces 7 = (a, b, ¢) debe cumplir que:

(1,-3,7) - (a,b,c) = 0
(—4,0,8) - (a,b,c) = 0
O sea,
la—3b+7c = 0
—4a + 8c =0

Resolviendo este sistema de ecuaciones se llega a que a = 2c y
b = 3¢ donde ¢ se puede elegir libremente. Entonces (a,b,c) =
t(2,3,1) con t € IR y en particular para (a,b,¢) = (2,3,1) la
ecuacién normal del plano buscada es:

X-n = P-@

(m,y,z) . (2733 1) = (17 1, _4) : (2a3> 1)
20 +3y+2 = 1.
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Definicién 6.5 (Planos paralelos y perpend. en IR?)

Dos planos de IR® se dicen paralelos si sus vectores normales son
paralelos y perpendiculares cuando sus vectores normales son per-
pendiculares.

Observe que la anterior definicién es vélida sélo para planos
en IR3. Si Py(P,vy,11) y Pao(P, s,z son dos planos en IR", para
que sean paralelos se requiere que

Cl{th, i1} = Cl{ta, in}

Esto significa que los subespacios que generan los vectores de di-
recciones son los mismos. Ahora cuando estos subespacios son
ortogonales, (¥ es ortogonal a Uy y s asi como 7). los planos
seran perpendiculares. Las ideas de subespacios generados y sub-
espacios ortogonales se introduciran en el siguiente capitulo.

6.3 Hiperplanos

Cuando la anterior forma de describir un plano se aplica a vectores
de IR™, el resultado son conjuntos de puntos que en IR? consti-
tuyen rectas, en IR? planos, y en general se denominan hiper-
planos.

Qy

Figura 6.9: Hiperplano que contiene a P ortogonal a a.

Dado un punto P € IR™ y un vector @ también en IR™, todos
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los puntos X tales que PX L a, satisfacen:

PX -

a = 0
(X-P)-a = 0
X-a = P-d
Si se conviene en que X = (z1,22,...,Zy,), P = (1,02, -, Pn) ¥
a= (a1, az,...,a,), entonces la ecuacién tltima se escribe:
X-a = P-d
(xla"'amn)'(al,“wan) = (plvu'apn)'(ala"'van)
a121 + agx2 + -+ an®y, = a1p1 +agp2+ -+ anpn

Y como P y d son datos dados, el lado derecho de esta ultima
ecuacién se reduce a una constante d = a1p1 + asp2 + -+ - + anPn
para obtener la ecuacion:

ai1x1 + asxs + -+ apx, =d
que describe al hiperplano de IR™ que contiene a P y es ortogonal
ad.

Definicién 6.6 (Hiperplano)

Dado un punto P € IR™ y un vector @ € IR"™, se denomina hiper-
plano que contiene a P ortogonal a @, al conjunto puntos X € IR™

tales que PX es un vector perpendicular a d. O sea, al conjunto
{(z1,22,...,2n)|a121 + agxo + -+ + anx, = d}

donde d = a1p1 + asps + -+ + apPy-

Al igual que en el caso de los planos, la direccién de un hiper-
plano estd determinada por su vector normal, de manera que si
dos hiperplanos tienen vectores normales paralelos, se dice que
son paralelos.

Ejemplo 6.6 Determine la ecuacién de un hiperplano paralelo a

2x1 + x3 — 3x4 + x5 = 8, que contenga el punto (—1,1,—1,0,6).

Solucién: Como el hiperplano a determinar es paralelo a

201 +x3 — 3x4 + x5 = 8
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su vector normal puede ser @ = (2,0,1,—3,1). Ademds, como
P =(-1,1,-1,0,6) es uno de sus puntos, entonces:

d=P-d=2-(-1)40-14+1-(-1)+-3-0+1-6=3
y su ecuacion es:

201 +x3 — 34+ x5 =3

6.4 Distancias entre puntos, rectas y pla-
nos

Los problemas de calcular distancias entre puntos y rectas, puntos
y planos o entre dos rectas son problemas de optimizacién que
buscan distancias minimas entre estos objetos.

Por ejemplo, encontrar la distancia entre el punto @ y un plano
P(P, i, 7) requiere determinar el punto R, en este plano, tal que la
distancia de @ a R sea minima. Aunque la solucién al problema se
puede obtener con la teoria de maximos y minimos, una via mas
directa es reconocer que el punto R, que minimiza la distancia a @,

forma un vector R(Q) perpendicular al plano, y que la distancia a
calcular es la norma de este vector. Dados estos hechos, se utilizan

los resultados sobre proyecciones ortogonales para determinar RQ),
sin necesidad de calcular R.
Q.

~
~

Figura 6.10: Distancia del punto @ a un plano que contiene a P
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Esta estrategia, puramente geométrica, resulta ser un valioso
procedimiento que puede aplicarse a otros problemas de opti-
mizaciéon en IR", como se verd en algunas de las aplicaciones a
desarrollar en otros capitulos.

Entonces d(Q, P), la distancia de @ al plano P(P, 4, ¥) es dada

por la norma del vector RQ, donde R es el punto de interseccién
entre el plano y la recta que contiene a @@ y es perpendicular al
mismo plano.

Proyﬁw v/\ R

Figura 6.11: Distancia del punto @ al plano P(P, 4, 7).

En el grafico [6.11] se puede observar que:

HR@H-\%@W
Luego,
tan — [
_||PQuit] _|l@=P) i
- |mEan o
- |M|||n||—W||*|
QP i
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6.5 Ejercicios

1. En cada caso, encuentre ecuaciones a) paramétricas escalares
y b) simétricas, para la recta que:
i) Contiene los puntos (—1,0,6) y (2,3, —5).
ii) Contiene el punto (2,—3,4) con la direccién del vector

(~2,0,3).

2. Proponga tres ecuaciones vectoriales distintas para la recta
que contiene los puntos (1,—1,1) y (0,2, 3).
3. En cada caso, determine una ecuacién vectorial para la recta
con las condiciones dadas:
r—2 _ _ z+3
a) Paralela a S5~ =y = =23 ¥ que contenga el punto
(2,3,-5).

b) Que pase por el origen y sea perpendicular a las rectas
(r,y,2) =(2-3t,-3,4+1¢) vy (z,y,2) = (¢0,3t)

¢) Que corte perpendicularmente a la recta L‘%l = 3‘_797

z=1,en (—1,3,1).
4. En cada caso, dé ejemplos de ecuaciones vectoriales para dos
rectas en IR? que cumplan las siguientes condiciones:
i) Que sean perpendiculares y no se corten.
ii) Que sean paralelas y distintas.

5. Obtenga una ecuacién normal para el plano con las condi-
ciones dadas, en cada caso:

a) Es perpendicular a la recta (z,y,2) = (2 —2t,¢t,14+1t) y
contiene el punto (2,1, 2).

b) Es paralelo a la recta (x,y, z) = (2—2t, ¢, 14+¢) y contiene
2—z _y—1_2+3
2 - =3 - 4

a la recta

c¢) Contiene el punto (0,—3,1) y es paralelo a plano
(z,y,2) = (2— 3t +s,t — 5,5t).
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6. En cada caso, determine una ecuacion vectorial para el plano
que cumple:

a) Contiene el punto (2, —6,1) y la recta
(z,y,2) = (2= 3t,t,5¢).

b) Es perpendicular a la recta (x,y,2) = (2 —2t,t,1+1t) y
contiene el punto (1,1,1).

c¢) Contiene las rectas (z,y,z) = (2—2t,t,1+t) y

2—x Y z—1

d) Contiene el punto (0,—3,1) y es paralelo al plano
2z — 3y + z =5.

7. Determine el punto de interseccién de la recta

33—2_ _z—|—1
2 YT 5

con el plano —3z + 4y — z = 6.

8. En cada caso, proponga ejemplos de ecuaciones normales para
tres planos distintos que satisfagan:
a) Tienen a (2,—6,1) como tnico punto en comun.
b) Su interseccién es la recta (z,y,z) = (2 — 2t,t, 1+ ¢).

¢) Son mutuamente perpendiculares y contienen el punto
(1,-2,3).
d) Son distintos y paralelos.

9. Considere las lineas rectas dadas por las ecuaciones:

r = 14+t r = 33—t
y = 1—1t y y = -1+t
z = 14t z = 142t

a) Pruebe que estas lineas se intersecan ortogonalmente.

b) Muestre que A = (1,1,1), B = (3,—1,1),
C = (7/3,-1/3,7/3), forman un tridngulo rectdngulo y
calcule su area.

10. Considere las rectas I3 = {(2¢,3t — 1,t)[t € R} y
ly = {(—t,2t + 1, -2t + 3)|t € IR}.
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a) Calcule las ecuaciones cartesianas de dos planos paralelos
w1y mo tales que Iy C 7y y Iy C mo.

b) Dé una ecuacién vectorial para la recta I3 que es perpen-
dicular a l; y a ls y contiene el origen.

¢) Encuentre el punto M donde I3 interseca m; y el punto
N donde I3 interseca mo.

d) Utilice ¢) para calcular la distancia entre las rectas [; y
ly.

11. Sea P = (p1,p2) y @ = (a,b).

a) Muestre que todo punto X = (z,y) de la recta que con-
tiene a P y es perpendicular a a satisface que:

ar + by = apy + bp2

b) Muestre que la ecuacién ax+by = ¢ describe una recta de
IR? perpendicular a (a, b) y que contiene el punto (¢, yo)
tal que ¢ = axg + byp. Al vector (a,b) se le llama vector
normal de la recta.

¢) Demuestre que dos rectas y = mix + b1 y y = max + bo
son perpendiculares si y solo si mymy = —1.

12. Demuestre que la distancia de un punto (xg,yo, 20) al plano
con ecuacién ax + by +cz +d =0 es:
lazo + byo + czo + d|
(a2 + b2 + ¢2)1/2

Encuentre el punto P del plano 5z — 14y 4+ 2z = —9 mas
préximo al punto @ = (—2,15, 7).

13. Considere la recta £(P,¥) de IR? y un vector @ perpendicular
al.

a) Justifique geométricamente que la distancia de un punto
Q € IR? ala recta ¢ es dada por:

,_l@-r)
Tl

b) Y si la recta tiene ecuacién ax + by + ¢ = 0 y el punto
Q = (0, yo) demuestre que:

_azo + byo + ¢

Va2 + b2

d
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¢) Muestre también que la distancia de una recta y = ma+b

al origen es |b|/vm? + 1.

14. Sea ¢(P, ) una recta en IR? y Q un punto del mismo espacio.

a) Demuestre que la distancia del punto @ a la recta £ es
dada por:

d= ||PQ - PI‘O}’DPQH
b) Sea @ un vector perpendicular a £ jPorqué d # ||Proy, PQ||?

c¢) ;Existe un vector @ L ¢ tal que d = ||Proy, PQ||?

15. Sea {(P, ) una recta paralela al plano 7 : az+by+cz+d = 0.

a) Determine una férmula para la distancia entre el plano
m y la recta /.

b) ;Cudl es la distancia entre la recta (z,y, z) = (3—3t, —2+
t,1+2t) y el plano —x + 5y — 42 = 87
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16. Sean Py : a1x+b1y+ciz+dy =0y Po : asx+boy+caz+dy =0
dos planos paralelos.

a) {Cudl es la distancia del plano P; al plano P2?

b) Considere los planos 2z — 3y + 52+ 6 =0y —2z + 3y —
52+ 1 =0. ;Qué distancia los separa?

17. Sean ¢; y {5 dos rectas en IR™, n > 2. Demuestre que existen
dos planos paralelos Py y Po tales que ¢4 C Py y o C Ps.

Ademis, considere las rectas:

6 = {(2t,3t—1,t)/t € R}
by = {(-t,2t+1,-2t+3)/t € R}

a) Calcule la ecuacién normal de dos planos con las propie-
dades indicadas.
b) Determine la distancia entre {1 y £o.

¢) Dé una ecuacién vectorial de la recta perpendicular a ¢4
y a f2, que contiene el origen.
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18. Un plano P tiene las siguientes ecuaciones paramétricas es-

calares:
r = 1+4+s+ -2t
y = 24s+4t
z = 2s +t

a) {Cudles de los siguientes puntos estdn en el plano P?:
(0,0,0), (1,2,0) ¥ (2,—3,-3).

b) Determine una ecuacién vectorial para este plano.

19. En cada caso, determine la interseccién de las rectas ¢ (P, ?)
y £2(Q, ).
a) P=(1,1,1), 7= (1,2,3), Q = (2,1,0) y @ = (2,8, 14).
b) P =(0,2,5), 5= (1,1,—1), Q = (1,2,1) y @ = (0,1, 1).
c) P=1(1,-3,2), 7= (1,2-1),Q = (43,-1) yud =
(—2,—4,2).

20. Sean P = (1,2,3) y ¥ = (1,-2,2), observe que todos los
puntos X de la recta ¢(P, ) se pueden expresar en la forma:
X(t) = P +tU. Sea ademés @ = (3,3,1).

a) Determine d(t) = ||Q — X (¢)]]?.
b) Demuestre que hay exactamente un punto X (¢y) para el

cual d(tp) es minima y determinelo.

¢) Demuestre que Q — X (o) es perpendicular a v.

21. Sean X (t) = P+t los puntos de una recta ¢(P,¢) en R y @
un punto de IR"™ que no pertenece a /. Demuestre que d(t) =
[|Q — X (t)||? es un polinomio en ¢ de grado 2, que alcanza su
valor minimo en un dnico punto X (o) y que @ — X (to) es
ortogonal a .

22. SeanP: (1’ 1, 1)7 Q: (1717_2)7 6: (2’ _173)’ ﬁ: (27 1’3)
y @ = (0,1,1). Demuestre que la recta ¢(P,7) y el plano
P(Q, i, W) se intersecan en un solo punto Xy. Determine Xj.

23. Sea P el plano determinado por los puntos (1,1, —2), (3,3,2)
y (3,—1,—2). Determine:
a) Un vector normal P.
b) Una ecuacién cartesiana para P.

¢) La distancia del plano al origen.
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24. Sean Py () puntos de un plano P. Demuestre que todo punto
de la recta que contiene a P y a ) pertenece al plano P.

25. Encuentre una ecuacién para la recta que contiene a (2,1, —3)
y es perpendicular al plano 4x — 3y + z = 5.

26. Un movil se mueve en el espacio de modo que en el instante
t su posicién es X (t) = (1 —¢,2 —3¢t,2t — 1).

a) Demuestre que el mévil se mueve a lo largo de una recta
L.

b) ¢{En qué instante el mévil toca el plano 22+ 3y+2z+1 =
0?7

¢) Determine la ecuacién cartesiana de un plano perpendic-
ular a ¢ que pasa por X (2).

27. Demuestre que si P; y Po son planos no paralelos en IR3
entonces su interseccién es una recta.

28. Demuestre que las diagonales de un paralelogramo se interse-
can en el punto medio.

29. Demuestre que las medianas E| de un tridngulo con vértices
Ay, Ay, As se cortan en el punto %(Al + As + A3).

1Las medianas en un tridngulo son segmentos de recta que unen un vértice
con el punto medio del lado opuesto.



Capitulo 7

Espacio vectorial IR"

Los espacios vectoriales son un punto de partida, para estudiar
muchos conjuntos de objetos de la mateméatica. Podemos decir
que entre estos espacios los més conocidos son IR, IR?, y IR?. Sin
embargo, tal vez esto podria inducir a una mala interpretacién
del concepto de espacio vectorial, porque dichos espacios tienen
caracteristicas adicionales que los convierten en espacios vecto-
riales especiales: en ellos se definen las nociones de distancia y
angulos, conceptos que en general no estan presentes en los espa-
cios vectoriales.

Como se verd, lo fundamental que tiene un conjunto para lla-
marlo espacio vectorial es que sus objetos se puedan sumar y
multiplicar por un escalar. Y que estas operaciones tengan las
10 propiedades bésicas que se enuncian en la definicién siguiente.
Asi los espacios vectoriales constituyen una plataforma inicial para
estudiar ciertos conjuntos relacionados con conceptos como com-
binacién lineal, independencia lineal y bases, entre otros.

Cuando en estos espacios se definen los productos internos y
se origina los conceptos de normas, angulos y proyecciones, los
espacios resultantes se denominan espacios con producto interno
0 espacios vectoriales normados, este es caso de los espacios IR™.

211
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7.1 Definicién y propiedades basicas

Definicién 7.1 (Espacio vectorial real)

Un conjunto de objetos E se llama espacio vectorial real y sus
elementos se llaman vectores, si en este se han definido dos ope-
raciones: a) una suma de vectores (denotada por +) y b) un pro-
ducto de un mumero real por un vector, que tengan las siguientes
propiedades:

1. Siu€eE, veFE entoncesu+veEFR

2. Siué€e FE,ce IR entonces cu € B
Para todo u,v,w en E y todo a,b € IR

3. utv=v+u

4. (u+v)+w=u+ (v+w)

5. Fxiste 0, € E tal que: u+ 0, = u
6. Yu € E, existe —u € E tal que:

u+ —u = 0,

7. (a+bu=au+bu

8. a(lu+v)=au+av

9. (ab)u = a(bu)
10. lu=wu

7.1.1 Ejemplos: espacio de matrices

Ejemplo 7.1 El conjunto de matrices M(m,n, IR), para cada
pareja de enteros positivos n y m, es un espacio vectorial real con
las operaciones suma de matrices y multiplicacién de una matriz
por un escalar.

Como se podré recordar cuando estos conjuntos fueron estu-
diados, las operaciones mencionadas resultaron con las propiedades
enunciadas de (1) a (10) en la definicién

Ejemplo 7.2 Entre los espacios vectoriales anteriores, los con-
juntos M (n, 1, IR), constituyen casos particulares especialmente
importantes, por lo que recibieron una denominacién especifica:
espacios de vectores columna IR™.

Con los 10 axiomas fundamentales para las operaciones de los
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espacios vectoriales se puede mostrar que el elemento O, es tnico y
también es nico el elemento inverso aditivo —u, para cada u € E.
Ademis se construye una nueva operacion, u—v, denominada resta
o diferencia de vectores, a partir de los inversos aditivos y +, en
la siguiente forma:

YV w,ven E: u—v=u+(—v).
En el siguiente teorema se presentan otras propiedades impor-

tantes que se deducen de los 10 axiomas en la definicién [7.1]y que
son utilizadas con frecuencia al operar con vectores.

Teorema 7.2 Sea E un espacio vectorial real, 0. € E el vector
cero, y a,b escalares en IR entonces para todo u,v € E se tiene:

1) Ou=0,

2) a0, =0,

3) (—a)u=—(au) = a(—u)

4) au=0, = a=0o0u=0. oambos
5) au=avya#0= u=v

6) au=buyu#0, = a=h.

7.1.2 Mas ejemplos: espacios de funciones

En los siguientes ejemplos, los vectores son funciones reales de
variable real. Para estos casos, la suma de dos vectores, f, g corres-
ponde a la suma de dos funciones, f + g, definida corrientemente
como:

(f+9)(x) = f(z) + g(=).

Y el producto de un escalar a por una funcién f, que define una
nueva funcién af, como:

(af)(z) = af(z).

Ejemplo 7.3 El conjunto de todas las funciones reales, definidas
sobre un intervalo dado.
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Ejemplo 7.4 El conjunto de los polinomios en una variable real
y con coeficientes reales.

Ejemplo 7.5 El conjunto de los polinomios P(x), de grado menor
o igual que n, con coeficientes reales:

P, = {P(x) = ap + a1z + apz® + - - + apaz®|k < n}.

La demostracién de que cada uno de estos tres conjuntos de
funciones, cumplen la definicién|7.1} es un ejercicio sencillo aunque
largo, donde se verifica que la suma de funciones ( o de poli-
nomios), con la multiplicacién de un escalar por una funcién, sa-
tisfacen los 10 axiomas de esta definicién.

7.2 Subespacios

Algunos subconjuntos de los espacios vectoriales merecen especial
atencién porque reproducen en si mismos la estructura del espacio
vectorial al que pertenecen.

Definicién 7.3 (Subespacio)

Se dice que S es un subespacio de un espacio vectorial E si S es
un subconjunto no vacio de E y, con las mismas operaciones de
suma y multiplicacion por un escalar de E, es en si mismo un
espacio vectorial.

Una caracterizacion operatoria de los subespacios se logra con
el siguiente teorema.

Teorema 7.4 Sea E un espacio vectorial, y S C E un subcon-
junto no vacio. Si S satisface las dos propiedades:

(i) SizeSyyeSs entoncesxz+yeS
(1) SizeS yaelR entonces ax € S

entonces S es un subespacio de E.
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Demostracién: S cumple las 10 propiedades de la definicién [7-]]
en la pagina[212} (1) y (2) corresponden a las hipétesis (i) y (ii),
las propiedades (3), (4), (7), (8), (9) y (10) se satisfacen porque
si x,y y z son elementos de S, como S C F, también lo son de
FE y en este espacio se sabe que son proposiciones valederas. La
propiedad (5) —existe 0, € S tal que 0 +z =, Vo € S— se
deduce de la hipétesis (ii) porque como S # (), existe x € S y por
a) del teorema 0z = 0, luego 0., € S. Y similarmente se tiene
la propiedad(6) — V = € S existe —x € S tal que —z + = = 0.—,
esto porque —x = (—1)x, segin teorema tomando a = —1 en
b), el cual es un elemento de S en virtud de (i) V = € S.

Un resultado especialmente importante que se obtiene de la
demostraciéon anterior es que si S es un subespacio vectorial en-
tonces 0, € S (0. es el cero del espacio vectorial E). Es decir,
todo subespacio vectorial contiene al vector cero.

7.2.1 Ejemplos

Ejemplo 7.6 Si E es cualquier espacio vectorial, dos subespa-
cios de E son: {0.} y F, a veces llamados subespacios triviales,
Observe que claramente cumplen (i) y (ii) del teorema [7.4]

Ejemplo 7.7 Muestre que si A € M(n,m, IR), entonces
S={re R"/Az =0,}
es un subespacio vectorial de IR™.

Demostraciéon: Observe primero que S # () porque 0, € S.
Sean z y y en S entonces A(x +y) = Az + Ay =0, +0,, = 0,, de
manera que ¢ +y € S. Por otra parte, si x € S y a € IR entonces
A(az) = aAx = a0, = 0,, por lo tanto ax € S. Luego S es un
subespacio de IR™.
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Nota| Las proposiciones

(i) SizeSyyeSentoncesz+yeS
(ii) Siz e Sy ae R entonces ax € S

en el teorema ([7.4]) son equivalentes a la proposicién
SizeS,yeSyac IR entoncesz+ay €S

lo cual simplifica la escritura de demostraciones sobre subespacios.

1

Ejemplo 7.8 El subconjunto de:
S={(t—-2s,—s,t)/t e Ry s € IR}.
S es un subespacio vectorial de IR3.

Demostracién: Sixz € Sy y € S entonces existen t1, 1y
to, so en IR tales que

T = (t; —281,—s1,t1) ¥y y = (t2 — 252, —52,12)
Luego Va € IR,
I+Oly = (tl 7281,751,t1)+05(t2 7282,782,t2)

= (tl — 281 + aty — 20&82, —S1 + —QSQ,tl + Oztg)
((t1 + ata) — 2(s1 + asa), —(s1 + asa),t1 + ata)

De manera que existen t = t; +aty y s = s1+ @S2, nimeros reales,
tales que
x4+ ay = (t —2s,—s,t)

por lo tanto x + ay € S y se concluye que S es un subespacio
vectorial.

Ejemplo 7.9 Si F es el espacio vectorial de todas las funciones
reales de variable real, el subconjunto F' de estas funciones para
las que f(0) = 0 es un subespacio vectorial de F.
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Demostraciéon: Si f y g pertenecen a F, f(0) =0y g(0) =0,y
si ademas a € IR, entonces

(f +ag)(0) = £(0) +ag(0) =0+ a0 =0

luego f +ag € F, por tanto F' es un subespacio vectorial de F.

Ejemplo 7.10 Sea A una la matriz n x k y V el conjunto de
combinaciones lineales de las columnas de A:

V ={be IR"/b = Az, para algiin z € IR*}.

El subconjunto V' es un subespacio de IR".

Demostracién: Claramente V # ), porque 0,, = A0y, entonces
0, € V. Ahora, si by ¢ pertenecen a V' y « es cualquier niimero
real existen z y y en IRF tales que b = Az y ¢ = Ay de manera
que

b+ ac= Az + aAy = Az + ay).

Entonces existe z = 4 ay € IR* tal que b+ ac = Az por lo tanto

b+aceV.

El ejemplo [7.8| es un caso particular del ejemplo [7.10] observe
que:

t—2s 1 -2 1 -2 ¢
—s | =t|0]) +s|-1] = 0 1 < )
t 1 0 1 0

luego, S = {b € IR?/b = Ax, para algiin z € IR?}, donde

1 -2
A=1 0 1
1 0

Describiendo S en la anterior forma, es posible mostrar, tal vez
de una manera méas sencilla, que el conjunto S, en el ejemplo
7.8] es un subespacio vectorial, usando el mismo esquema de de-
mostracién del ejemplo
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Ejemplo 7.11 Considere una matriz A € M(n,m,IR) y S =
{z € R™/Axz = b} donde b es un vector no nulo de IR™. Observe
que S no es un subespacio vectorial de IR™.

Demostracién: Como el vector 0, no es una solucién de Ax = b,
puesto que A0, = 0, # b, entonces 0,,, € S y S no es subespacio
de IR™.

Ejemplo 7.12 SeaU = {A € M(3,IR)/A es diagonal }. Muestre
que U es un subespacio vectorial.

Demostracion: La matriz de ceros de orden 3 x 3 es diagonal,
por lo tanto U # (. Ahora,sean A € U, Be Uyt € IR, y observe
que

ay 0 0 bl 0 0
A+tB = 0 ay O +t 0 b O
0 0 as 0 0 bg
aj +tby 0 0
= 0 ag + tbey 0
0 0 as + tbs

Luego A 4 tB es también diagonal, lo cual prueba que U es sub-
espacio de M (3, IR).

7.2.2 Tres subespacios tipicos de IR"

Entre los subespacios de IR™ tres tipos de ellos merecen especial
atencion por su interpretacién geométrica y la frecuencia con que
aparecen en el Algebra Lineal. Estos son:

Las rectas por el origen

Dado un vector v € IR™ no nulo el subespacio

L =Ct{v} ={tv/t € R}
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estd constituido por todos los puntos de IR™ en una recta que
contiene el origen y la direccién del vector v.

L

-
-

()

Figura 7.1: Subespacio L: recta por el origen en la direccion de v.

Planos por el origen

Si se consideran dos vectores u,v € IR™ 1.i. el subespacio
P =Cl{u,v} = {tu+sv | t,s € R}

corresponde al conjunto de todos los puntos de un cierto plano
de IR™ que contiene el origen en la direccién de los vectores u y
v. Es precisamente la descripcion vectorial de un plano de puntos
X = P+ tv + su, para el que P =0,,.

Ejemplo 7.13 El subespacio
$ = Ce{(0,1,1)",(1,1,0)"}

corresponde al plano de IR? determinado por los puntos (0,0,0)?,
(0,1,1)t y (1,1,0)%, que se extiende en la direccién de los vectores
(0,1,1)%, (1,1,0)%. Y por lo tanto, todo punto que pertenezca a
este plano se puede escribir en la forma:

(z,y,2)" = t(0,1,1)" + s(1,1,0)*

Hiperplanos por el origen

Como caso especial entre los subespacios correspondientes al ejem-
plo [7.7 expuesto en la pdgina [215] se tienen los hiperplanos por el
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origen, es decir los subespacio de IR™ correspondiente al conjunto
solucién de una sola ecuacién homogénea en n variables:

H ={z € R"|ayz1 + asxs + - - + anx, = 0}.

Este subespacio también se describe en términos del vector a =
(a1,az,...,a,)" como:

H={xeR"a z=0}

Lo que nos permite visualizar que el subespacio H estd formado
por todos los vectores de IR™ que son ortogonales al vector a.

Figura 7.2: Subespacio H: hiperplano por el origen ortogonal a
a.

7.3 Combinaciones lineales y conjuntos
generadores

Basados, exclusivamente, en la estructura algebraica de los espa-
cios vectoriales —suma de vectores y multiplicacién de un escalar
por un vector, con sus propiedades— se definen una serie de con-
ceptos como: combinacién lineal de vectores, conjuntos generado-
res, independencia lineal, bases, etc., algunos ya introducidos al
estudiar los vectores columna, pero que ahora se retoman en una
forma més general.
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Definicién 7.5 (Combinaciones lineales)

Sea E un espacio vectorial y {vi,va,...,vp}, un conjunto de
vectores de E. Se llama combinacion lineal de los vectores
V1, V2, ..., Vp al vector

V= Q101 + aV2 + -+ apvp

cualquiera sea la eleccion de los escalares ay,az,...,a,. Y al con-
junto

Cl{vy,...,vp} = {a1v1 + agve + - - + apvplas, as, ..., ap € R}

se le denomina conjunto de combinaciones lineales de
V1,02,...,Up.

Esta definicién no tiene nada nuevo si se piensa sélo en los vec-
tores columna de IR™, sin embargo, se ha repetido para reafirmar
que ahora se aplicara a cualquier espacio vectorial, es decir, a vec-
tores v; que también pueden ser matrices, polinomios o funciones.

Ejemplo 7.14 Sean vi,vs,...,v; vectores de cualquier espacio
vectorial E, entonces S = Cl{vy,vs,...,v;} es un subespacio de
E.

Claramente, cualquiera sea el espacio vectorial E, la suma de
dos combinaciones lineales — de un mismo conjunto de vectores —
es una nueva combinacion lineal de tales vectores, lo mismo que
el producto de un escalar por una combinacién lineal de dichos
vectores. Por lo tanto, la suma de vectores y la multiplicaciéon por
escalares son operaciones cerradas en Cl{vy,va,..., v} y este es
un subespacio vectorial.

7.3.1 Conjuntos generadores

Una de las ideas més importantes a asociar con la de espacio
vectorial es la de conjunto generador.
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Definicién 7.6 (Conjunto Generador)

Un conjunto de vectores {vy,va,..., vk}, de un espacio vectorial
E; se llama un conjunto generador de E si todo v € E se puede
expresar como combinacion lineal de los vectores vy, va, ..., Vk.

Observe que cuando {vy,ve, ..., v} genera a E, entonces

E = CE{’Ul,UQ,...,Uk}.

Porque siempre se tiene que Cl{vi,va,...,vp} C E y cuando
ocurre que todo v € F se puede expresar como combinacién lineal
de v1,ve, ..., v entonces E C Cl{vy,va,. .., Uk}

De esta manera se logra una caracterizacion importante del
espacio vectorial E: todo vector en F es una combinacién lineal
de un conjunto finito de vectores de E. Pero ... jtodos los espacios
vectoriales tendrdn conjuntos finitos con esta caracteristica? La
respuesta es no, sin embargo los espacios IR™ y los matriciales si
tienen esta particularidad.

Ejemplo 7.15 Considere el espacio vectorial IR? y sus vectores
e1 = (1,0)%, ea = (0,1)!. Claramente todo vector (z,y)! € IR? se
puede escribir como combinacién lineal de e y es:

T\ _ . 1 " 0
y) T \O Y1
, 1\ (0 . .
luego IR* = C¢{ o)1 } v se dice que {e1,ea} es un conjunto
generador de IR2.
Ejemplo 7.16 Sean v; = (1,2)!, v = (0,3)" y v3 = (—1,6)",

se puede comprobar que el conjunto {vy,vs,v3} es también un
conjunto generador de IR?.

Hay que mostrar que para todo vector (z,y)! € IR? existen
escalares a1, as, ag tales que

()=o) ree )+ (3,

Esta tltima proposicién de igualdad conduce al sistema de ecua-
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ciones lineales:

en las variables a1, as yas, €l cual se transforma a uno equivalente
mediante las siguientes operaciones elementales:

1 0 —1 X —2f1+f2 1 0 —1 X
2 3 6 y — 0 3 8 y—2z
(1/3)f 10 -1 x
— Lo 1 83 (y—21)/3

De lo anterior se sigue que el sistema tiene infinitas soluciones;
especificamente, que para cada (z,y)':

ap = x+t
ay = Q—gt conte R
az = t

En particular, si se elige t = 0 entonces V (z,y)*

()==() 57 () o ()

Conclusién: IR? = Ct{(1,2),(0,3)%,(—1,6)'}.

Ejemplo 7.17 Considere los vectores de IR?, v; = (1,1,—1),
ve = (0,1,-2)" v3 = (=1,0,—1)". Muestre que el conjunto
{v1,v2,v3} no genera a IR3.

Solucién: Nos proponemos demostrar que

]R3 #Cf{vl,ﬂg,vg} (71)
(Para todo v = (a, b, ¢)!, existen escalares a1, az, ag tales que
a 1 0 -1
b = aq ]. —|- as ]. + as 0 7
c -1 -2 -1

Reduciendo la matriz aumentada del sistema

a 1 0 -1 a1
b| = 1 1 0 as
c -1 -2 -1 as
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se obtiene:
1 0 —1la\ —1fi+fo /(1 0 —-1| a
1 1 0|b | 1ai+f [0 1 1 |-a+d
-1 -2 —-1]|¢ R 0 -2 —-2| a+c
1 0 -1 a
R N S S U
0 0 0 |—-a+2b+ec

Luego, cualquier vector v = (a, b, c)? tal que —a + 2b+ ¢ # 0 no
pertenece a C¢{vy, v, v3}, por ejemplo v = (1, 1,1)!. Esto muestra
la existencia de vectores de IR® que no pertenecen a Cf{vy, v, v3}
y por lo tanto demuestra la proposicion .

De este ejemplo se tiene que no es suficiente con tener 3 vec-
tores para generar B3, aunque claramente los tres vectores e; =
(1,0,0), e2 = (0,1,0) y e3 = (0,0, 1) si lo generan. Por otra parte,
en los ejemplos anteriores se pudo observar que varios conjuntos
de vectores pueden generar a un mismo espacio vectorial. De todo
esto surgen dos preguntas centrales:

1. ;Para cada espacio vectorial, existird un conjunto finito de
vectores que lo generan?

2. Cuando hay un conjunto finito que genera el espacio ;Cuédl
es el menor nimero de elementos necesarios para generarlo?

La primera pregunta ya se habia formulado y se respondié que
no. Especificamente, el espacio de funciones reales de variable
real, no tiene un conjunto de funciones que lo generen, y tampoco
el espacio de los polinomios en una variable con coeficientes reales
tiene un conjunto finito que lo genere.

La segunda pregunta nos lleva al concepto de independencia
lineal, ya visto para el caso de vectores columna y se respondera
més adelante.
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7.3.2 Dependencia e independencia lineal

Igual que en el caso visto de vectores columna, si {ui,...,up}
son vectores de un espacio vectorial E cualquiera, se dice que
son l.d. (linealmente dependientes), si al menos uno de ellos se
puede expresar como combinacién de los restantes y que son l.i.
(linealmente independientes) si no son l.d. lo cual se caracteriza
en la siguiente forma:

Definicién 7.7 (Dependencia e independencia lineal)

Un conjunto {ul,ug,...,up} de wvectores de un espacio vecto-
rial E se llama linealmente dependiente, l.d., si existen escalares
ai,az,...,ap no todos nulos tales que

ajuy + aguz + - - -+ apup = 0

Es decir, si uno de ellos es combinacion lineal de los restantes. Y
se llaman linealmente independientes, l.i., si

aiuy + agg + - +apuy, =0 = a; =ay=---=a, =0.

Observe que si un conjunto de vectores contiene a 0, entonces
es 1.d. y si estd compuesto por un unico vector no nulo entonces
es Li.

Teorema 7.8 Sea V. = Cl{vi,vs,...,vp}, donde cada v;
pertenece a un espacio vectorial E, entonces cualquier conjunto
de p+ 1 vectores en'V es l.d.

De este teorema se deriva que cualquier subconjunto finito de
Cl{vi,va,...,vp}, con més de p elementos es 1.d. Su demostracién
es un ejercicio donde se aplica induccién matematica sobre p y
puede ser consultada en [2].

7.4 Bases

Entre los conjuntos generadores de un espacio vectorial E, aquellos
para los cuales cada vector de E se expresa como combinacién
lineal tnica de ellos, adquieren especial importancia.
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Definicién 7.9 (Bases de un e.v.)

Un conjunto de vectores {v1,va,..., 05} de un espacio vectorial
E, es una base de este espacio si y solo si todo vector v € E
se puede expresar como combinacion lineal Ginica de los vectores
V1,02y...,Vk.

Ejemplo 7.18 Muestre que

1 0 1 0
1 1 -1 0
-1)17{0)"[-2|"(0
0 1 0 1

es una base de IR*.

Solucién: Para todo v = (a, b, c,d)! € IR* deben existir valores
T1, T, T3y T4 Gnicos tales que

a 1 0 1 0
b 1 1 -1 0
i e + X9 0 + x3 9 + x4 0 (7.2)
d 0 1 0 1
o sea, el sistema
a 1 0 1 1 T
b o 1 1 -1 0 X9
c|l | -1 0 -2 0 T3
d 0 -1 0 1 Ty

debe tener solucién tnica. Su matriz aumentada es equivalente a
la matriz

1 0 0 O 2a 4+ c
01 00 —3a+b—2c
00 1 0 —a—c

0 00 1|-3a+b—-2c+d

de manera que para cada v = (a, b, c,d)! € IR*, los tinicos valores
x1, Ta, T3, T4 que satisfacen (7.2)) son:

1 = 2a-+c¢
ro = —3a+b—2c
r3 = —a-—c

Ty = —-3a+b—2c+d -
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Ejemplo 7.19 SeanA1<1 -1 ),AQ(O 1>,A3

0 1 10
10 0
(07) v - (G

una base de M (2, IR).

). Muestre que {A1, A, A3, Ay} es

—_ =

Solucién: Se debe demostrar que cualquier matriz

=(e4)

de M(2,IR) se escribe como combinacién lineal de A;, As, Aj
y A4, de manera tnica, es decir, existen escalares 1, T2, T3, X4
unicos tales que

b
( Z d > =11A1 + x9As + 1343 + 14 A4

Sustituyendo por las matrices respectivas y efectuando las opera-
ciones se obtiene:

a b\ [ ri4+z3 —mi+T2+74
c d ) 9 T+ 23+ 24

lo cual, nuevamente, representa un sistema de ecuaciones lineales:

a 1 01 0 T
bl -1 1 0 1 To
c|l | O 1 00 T3

En este caso, la forma escalonada reducida de la matriz aumentada
es:

1 00 0|—-a—b+c+d
01 00 c
0 01 0|2a+b—c—d
0 0 01 d—a
lo que refleja que la solucién es unica. Entonces cualquiera sea la

a

matriz A = ), esta se escribe de manera inica como:

d
A=(—a—b+c+d)A1+cAs+ (2a+b—c—d)Az+ (d—a)Ay
luego {A1, Az, A3, A4} es una base de M (2, IR).
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Observe que si un conjunto {vy,va,...,v;} es una base de E,
entonces el cero de E, 0., se expresa como combinacién lineal
tnica de vy, va, ..., Uk,

0c = a1v1 + agva + -+ - + apvg
Y como 0. = Ov; + Ovg + - -+ 4+ Ovg, por la unicidad se tiene que

ap =ag =---=a; =0, luego {v1,va,...,v;} es Li. Esto muestra
una de las direcciones del siguiente teorema.

Teorema 7.10 Un conjunto {v1,va,- -, v} de vectores de un es-
pacio vectorial B es una base de E si y solo si el conjunto es l.i.
y genera a F.

Demostracién: “<”: suponga que {v1,ve, --,vr} es Li. ¥y
genera a E. Entonces todo v € E es combinacién lineal de
v1,V2, Uk Y Suponga que un cierto vector v se expresa como
combinacion lineal de las dos siguientes maneras:

V= a1V + agv2 + - -+ + arvVg
y v ="bivs +bovy + -+ brup

luego

v—v= (a1 —b1)vy + (a2 — b2)va + -+ + (ar — bg)vk
= 08 = (al - bl)vl + (CLZ - b2)U2 +-- (ak — bk)vk

= al—blzag—b2:~~-:ak—bk:0
porque {vy, v, -, v} es Li. De esto se deduce que a; = b;, para
i=1,...,k, osea, v se expresa como combinacién lineal tinica de
V1,V2, ", Vk.

Ejemplo 7.20 Sean v; = (1,0,2,3), va = (0,-3,0,2)! y vz =
(0,0,2,0)!, y lamatriz A = (v, v2,v3). Demuestre que {v1,vs,v3}
es una base del espacio S:

S={yec R'y=Aryuzc R}
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Solucién: S es el espacio generado por las columnas de A, o

sea, S = Cl{v1,v9,v3}. Por otra parte, facilmente se verifica que
a1v1 + asvs +azvy =04 = a1 = as =az3 =0

entonces {v1,v2,v3} es Li. y genera S por lo tanto es una base de

S.

Teorema 7.11 Sea E un espacio vectorial que tiene una base
finita, entonces toda base de E tiene el mismo niumero de elemen-
tos.

Demostracion: Sean By y Bs dos bases de E y suponga que
tienen k y p elementos, respectivamente. Como B; genera a E
entonces F = C¢{B;} y cualquier conjunto con mds es k elementos
en E es 1.d. por teorema luego como Bj es Li. se concluye
que p < k. Intercambiando las bases By y By en la argumentacion
anterior se concluye que k < p. Luego k = p.

7.4.1 Dimension

Los teoremas y responden a la pregunta [2] en la pagina
[224] y motivan la siguiente definicién.

Definicién 7.12 (Dimensién de un espacio vectorial)

Si E es un espacio vectorial y tiene una base con n elementos,
entonces el entero n es la dimension de E.

Ejemplo 7.21 Sea S el conjunto de los vectores columna
(@1, 22,23, 24)" tales que:

—2x1 + 3T9 — 24 0
T — 2$2 — I3 = 0

Determine el menor nimero de vectores que generan a S.
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Solucién: El menor nimero de vectores que generan un subes-
pacio, es la dimensién del subespacio y para conocerlo se requiere
determinar el nimero de elementos de una base de S.

Este subespacio es un caso particular del ejemplo (7.7)), con-
junto solucién de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales vy,
en todos estos casos, resolviendo el sistema se obtiene un conjunto

de generadores:
-2 3 0 -11|0
1 -2 -1 0 |0

fi e fo <1 -2 -1 00)

_— -2 3 0 -1

2f1 + fo (1 -2 -1 00>
0

De manera que si x3 =t y x4 = s las soluciones al sistema son de
la forma:

v, = -3t — 2s

Ty = -2t —

vy — ¢ contysen R
Trg = S

entonces si z' = (x1, T2, 73,74), S se puede describir como:
S = {z|r =t(-3,-2,1,0)" + s(-2,-1,0,1)" t,5 € R}
o equivalentemente,
S =Ct{(-3,-2,1,0)", (-2,—1,0,1)"}.

Como claramente los vectores (—3,—2,1,0)%, (=2, —1,0, 1) son Li.
entonces una base de S es:

B = {(_37 _27 170)t7 (_2u _1707 1)t}
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y su dimensién, o menor numero de vectores necesarios para ge-
nerarlo, es 2.

Teorema 7.13 Si E es un espacio vectorial de dimension n y
v, 1=1,2,...,k, son k vectores l.i. de E:

a) Si k < n, entonces existen vgi1,...,v, vectores en E tales
que {v1,v9, ..., Vg, Vk11,.-.,Un} €s una base de E.

b) Si k =n entonces {vi,va,...,v,} generan a E.

Corolario 7.14 Sea E un espacio vectorial de dimension n en-

tonces:
(i)  Cualquier conjunto de n vectores que genere a E

es una base.
(i)  Cualquier conjunto de n vectores Li. de E es una base.

Ejemplo 7.22 Sea T = {A € M(2,IR)/A es triangular inferior}

10 00 10
yAlz(l 0>,A2:(1 1>,A3:<0 1>.Demuestre

que B ={A;, Ay, A3}, es una base de T

Demostracién: Observe que cualquier matriz A, triangular in-
ferior, se puede escribir como:

(5 2) (0 2) (2 0) (0 2)

luego 10 00 00 eneran 7' y como son l.i
©loo)l10)\o0o1)® y -

forman una base, de manera que la dimensién de T es 3.

Por otra parte A; € T, Ay € T 'y A3 € T y para mostrar
que son una base es suficiente con demostrar que son li. por el

corolario [T.141

B es un conjunto l.i.

0 0 10 00 10
(b a)=n(i5)e=(i7)=(a1)
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0 0 ([ z1+ux3 0
:>(0 0)(.1‘1+.’II2 $2+JI3>

0 = $1+£C3
— 0 = x1+x2
0 = a9+ a3
— 23 =—T1, Ta=—21,y —2x1 =0

:>.’I:1:$2:$U3:0

Luego B es l.i. y por lo tanto es una base de T.

7.4.2 Conjuntos generadores de hiperplanos

Recordemos que los subespacio de IR™:
H={zx€ R"/ayz1 + agza + - - + apz, = 0}

corresponden a hiperplanos que contienen el origen y todos sus
vectores son ortogonales al vector a = (a1, as, ..., an)t.

Nos interesa determinar una base para estos subespacios: la
ecuacion

a1x1 + asxs + -+ anx, =0

permite despejar una de las variables x;, en términos de las res-
tantes, de manera que cualquier solucién z = (21, z2,...,2,) € H
depende de la eleccién de n—1 pardmetros. Para aclarar esta idea,
suponga que a, # 0, entonces

Ty, = (—a11 — a2T2 — -+ — Ap—1Tn—1)/an.

Luego es posible describir cada solucién (1, . . ., x, ) de la ecuacién
homogénea en la siguiente formas:

X1 = X1

T2 = T2

Tpn—1 = Tn—1
Tn = fa‘ilxl 772:172 _ 7‘171—11,”_1

an [e2% [£27%
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Si se piensa que 1,2, ..., T,_1 son parametros que varian libre-
mente en IR, entonces:

1 1 0 0
T 0 1 0
S Bk B B2l I ]
Tp—1 0 0 1

. ) s —

con lo que se observa que los n—1 vectores columna de la derecha,
que denotamos v1,vs,...,V,_1, son vectores de H y generan a H.
También resulta facil verificar que son Li. y por lo tanto forman
una base de H. Asi

H= Cg{’l)l, V2,y..., 'Unfl}
y por lo tanto los hiperplanos en IR™ tienen dimensiéon n — 1.

Por otra parte, si ui,us,...,u,_1 son n — 1 vectores Li. de
IR"™, el subespacio

T = CE{U:[,UQ, . .,un,l}

debe corresponder a un cierto hiperplano que contiene el origen.
Y resulta interesante determinar un vector a = (a1, az,...,a,)
que permita describir T' como:

T={zxe€R"/a1z1 + asxa + - + anz, = 0}

Este problema se propone como ejercicio (16)), al final de la si-
guiente seccién de ejercicios

Ejemplo 7.23 Considere
H = {(z,y,2,w) € R*/x — 3y +w = 0}.

Observe que H = {(z,y,2,w) € IR*/z = 3y — w} donde y,z w
son variables a las que se les puede asignar cualquier valor real.
Entonces si y = ¢,z = s y w = r un vector cualquiera de H se
escribe

(z,y,z,w) =t(3,1,0,0) + s(0,0,1,0) + r(—1,0,0,1)
Lo que también significa que

H = Cr{(3,1,0,0),(0,0,1,0), (—1,0,0,1)}
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El vector a = (1,—3,0,1) — definido por los coeficientes de de la
ecuacion x — 3y + w = 0— verifica que es ortogonal a cada vector
de la base {(3,1,0,0),(0,0,1,0),(—1,0,0,1)} de H y por lo tanto,
también a cada vector del hiperplano H.

7.4.3 Vector de coordenadas en una base B

Definicién 7.15 (Coordenadas de v en la base B)

Si B = {v1,va,...,0,} es una base de E entonces Vv € E,
se llaman coordenadas de v en la base B a los unicos escalares
ai,as,...,a, tales que

V= a1v1 + agv2 + - - + a, v,

Y se denota con [v|g al vector columna [v]p = (a1, as,...,a,)" de
coordenadas de v en la base B.

Ejemplo 7.24 Sea B = {vy,vq,v3,v4} una base de IR* y suponga
que
v =2v1 — 3v3 + 14

entonces el vector de coordenadas de v en la base B es:

Por otra parte, si By = {v2, v4,v3,v1} es la misma base pero con
los vectores considerados en un nuevo orden, entonces

Es decir, el concepto de coordenadas de un vector en una base
depende del orden en que se listan los vectores de la base.
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Observe que si B = (v1,v2,...,v,) denota la matriz

cuyas columnas son los vectores de la base B entonces

v = Blv]g,
dado que v = ajvy + agva + -+ + apvn v [Vl = (a1,a2,...,a,)t.

1

Ejemplo 7.25 Sea B = {u,v} = {(-1,1),(1,2)} una base de
IR?. Puesto que

w=(7/2,1) = —2(—=1,1) + (3/2)(1,2) = —2u + (3/2)v
las coordenadas del vector w = (7/2,1) en la base B son:
[w]s = (=2,3/2).

En el siguiente gréafico se muestran los ejes que representan la base
canonica y la base B, y las coordenadas de w en la base candnica
y en la base B.

Ya
3 R
\\
A
\\\
2] SR ~ .
i A
f AN
A
/ """" 1 _______________ /:
L2 w S
) -1 1 2 B3 1z
/ 2
/
1 /
/
/
/
/
v N\
)

Figura 7.3: Coordenadas candnicas de w = (7/2,1) y Co-
ordenadas de w en la base B, [w]g = (-2, 3/2).
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7.5 Espacio generado por las filas de
una matriz

Si v1,v2,...,v; son vectores fila en R™ y A' = (vi,05,...,0L), la
matriz Ag«, cuyas filas son los vectores v;, o sea:

se denota con F4 al subespacio vectorial generado por las filas de
A, esto es:

Fa =Cl{vr,ve,... 05}

Observe que en esta situacién, si w € F4, y se escribe como un

vector columna, entonces existen escalares x1, xo,..., T tales que
T
¢ t t t ot N t
W = T1v] + Tovy + -+ - + xpvf, = (V],05,...,05) | . | = Az,
T
O lo que es lo mismo, existe * = (71, 72,...,7)" € IRF tal que

w = Az y de esta manera F4 también se puede describir como
Fa={be R"/b= A'z, para algin x € IR*}.
Por otra parte el espacio generado por las columnas de A es

Far ={c e R*¥/c = Ay, para algin y € IR"}.
7.5.1 Operaciones elementales y espacio gene-
rado

Las operaciones elementales sobre las filas de una matriz no mod-
ifican el espacio que éstas generan.
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Teorema 7.16 Sean vi,vs,...,V% Y U1, Us, ..., u vectores fila en
R™ y
U1 Uy
U2 Uz
A= . |yB=| .1,
Vg Uk

dos matrices k X n, equivalentes, es decir B se obtiene de A me-
diante operaciones elementales de renglon, entonces

Cl{vi,va,...,vp} = Cl{ur,ug,...,ur}.

Demostraciéon: Observe que:

Clvy,va, ..., 05} = {b € R"/b = Az, para algtin z € IR*},

Cl{uy, ug, ..., ury = {c € R"/c = B'y, para algin y € R*}.
Sea P el producto de las matrices elementales necesarias para
reducir A en B, o sea, B= PAy P7'!B = A, (P es una matriz
k x k). Sea b € Cl{vy,vs,...,v;} entonces existe x € IR* tal que

b= A'z = (P~'B)'z = B'|(P~")'z] = By

de manera que b es combinacion lineal de las filas de B, por lo
cual b € Cl{uy,ua,...,ur} y de esto se deduce que

Cl{vy,ve,...,vp} C Cl{ur,ug,...,uk}.
En forma similar se muestra que:

Cl{uy,ug,...,ur} C Cl{vy,va, ..., vk}
para concluir finalmente

Cl{vy,va, ... v} = Cl{uy,ug,...,ug}.
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Corolario 7.17 Sean vi,ve,...,v Yy Wi, wWs,...,ws vectores de
IR™, correspondientes a filas de A y filas no nulas de R, respecti-
vamente:

wq
U1
V2
A= . yR= | ws
Vk :
0

Suponga ademds que R es una matriz escalonada equivalente a A,
con s filas no nulas, s < k, entonces

B:{w17w27"'5w3}

es una base del subespacio, C4{v1,vs,...,v;}, que generan las filas
de A.

Demostracion: Es suficiente con reconocer que:
Cl{vy,va, ..., v} = Cl{wy,wa, ..., ws}

y que las filas no nulas de una matriz escalonada son vectores Li..

Ejemplo 7.26 Si w; = (—3,-2,1,0), we = (—2,-1,0,1), w3 =
(5a37_1a _1)7 Wy = (07_1a07 1) y

W = Ce{wl7w27w37w4}

a) Muestre que el subespacio W tiene dimensién 3.

b) Determine una base B para W y complete B hasta obtener
una base de IR*.

Solucion: Haciendo operaciones elementales sobre una ma-
triz cuyas filas son los vectores que generan W, se obtienen otras
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matrices cuyas filas también generan a W, por teorema

-3 -2 1 0 1 2/3 1/3 0
-2 -1 0 1 0 1/3 2/3 1
5 3 -1 -1 | ——— | 0 -1/3 —2/3 -1
0 -1 0 1 0o -1 0 1

1 2/3 1/3 0

o 1 2 3

— 10 0o 2 3

00 0 0

En la ultima matriz, es evidente que sus tres filas no nulas son
Li., y como generan a W, son una base de este subespacio. De lo
anterior se tiene que la dimensién de W es 3 y ademds que:

W =
Cct{(-3,-2,1,0),(-2,-1,0, 1),(5 3,-1,-1),(0,—-1,0
= C{(, ,1,0), (0,1,2 3) (0, 1,-2,-3),(0,-1,0,1
= C¥{(1, /3,1/3 0), (071,2,3),(070,2,3)}

1)}
)}
Proponer una base para W, supone elegir tres vectores de W
Li., los cuales, por las igualdades anteriores, pueden escogerse
entre las filas de cualquiera de las tres matrices dadas, o en-
tre los generados por estas. Incluso, puede elegirse una fila de
cada matriz en el tanto sean l.i.. Dos ejemplos de bases para
W son: By = {(-3,-2,1,0),(-2,-1,0,1),(0,—-1,0,1)} v B2 =
{(1,2/3,1/3,0),(0,1,2,3),(0,0,2,3)}.

Dar una base de IR* supone elegir 4 vectores Li. de IR*, dado
que este espacio tiene dimensién 4. Entonces para completar las
anteriores bases hasta formar una base de IR*, sélo se requiere
elegir un nuevo vector de IR* que en conjunto con los de By o B
formen un conjunto lLi. Observando las filas de la ultima matriz
es facil proponer la fila (0,0,0, 1), para reemplazar la dltima de
ceros y establecer cuatro vectores fila Li., de los cuales los tres
primeros constituyen la base By de W. Asi, este vector completa
tanto la base Bs, como la By para formar una base de IR*.
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7.6 Ejercicios

1. Decida si S es un subespacio de V y justifique su respuesta:

a) S={(1,z,9)|lz,y € R} con V = IR3.
b) S={(z,y,2)|lr —y=y+z2} con V= IR3.
c) S={Ae€ M(n,R)|A es simétrica} con V = M(n, IR).
d) S={(z,y,z,w)|r—y=0,2—w=0}con V=R
e) S={reR"|Az = e} donde A es una matriz m x n
de rango my V = IR".
f) S={(z,y,2,w)|z+y+z+w+1=0}conV = R
g) S={re€RPlr-a=0}dondeaecV = IRP.
h) S={Ae M(5,IR)|A es una matriz triangular superior
con unos en la diagonal} y V. = M (5, IR).
(i) S ={A|A es una matriz diagonal de orden n}
con V= M(n, R).
G) S={(z,9,2)[x=062z=0} con V = IR3.

2. Sea v = (a,5,0,—1) y
W = Cﬁ{(Q, -1,3, 2), (—17 1,1, —3), (1,1,9, —4)}

Calcule o y 8 de modo v € W.

1 1 -2 1
3.Sea A= 1 -1 1 0 |y
1 5 -8 3

S ={z € R*/Ax =0}
Determine una base para S.
4. Sea B={(1,-1,2),(1,0,1),(0,1,1)}

(a) Demuestre que B es una base de IR3.

(b) Encuentre [v]g las coordenadas de v = (1,2,—1) en la

base B.
1 1 2 2
5.Sean A= 2 -1 1 7 ,
1 5 6 -2

F el espacio generado por las filas de A y C el espacio de las
columnas de A.
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(a) Determine una base para F' y lldmela B;.

(b) :(1,1,1,1) € F? Calcule [(2,6,8,0)]3,-

(¢) Determine una base para C' e identifiquela con Bs.

(d) Calcule [A3]p,, donde Aj es la columna 2 de A.

(e) Los subespacios F'y C tienen la misma dimensién cual-
quiera sea la matriz A. ;Porqué?

6. Sea S = Cl{vy,v2,v3,v4} donde v1 = (1,-1,2),v2 = (1,1,0),
v3 =(1,0,1) y vy = (0,1, 1).
(a) Demuestre que S = IR3.
(b) Determine una base para S.

(c) iElsistema, x1v1 +22v2+x3v3+24v4 = (a,b,c), de ecua-
ciones lineales, tiene solucién tnica para todo (a,b,c) €
IR3?

7. Sean vy, v, v3,v4 € IR? y suponga que
R = Cl{va,v3,v4}
Justifique las respuestas a las siguientes preguntas.
(a) i {v2,vs3,v4} es 117

(b) LIR® = Cl{vy, va,v3}7

(c) (Elsistema, z1v1+x2ve+w3v3+74v4 = (a,b,¢)t, de ecua-
ciones lineales, tiene solucién tnica para todo (a,b,c) €
IR3?

8. Sea U = {(x,x 4+ y,0)/z,y € R}

(a) Verifique que U es un subespacio de IR3.
(b) Encuentre una base para U.

(c) Determine un vector (a1, as, az) que sea ortogonal a cada
vector de la base de U.

(d) Represente en un gréfico U y el vector (ai,as,as).

(e) Justifique geométricamente que

U= {(1‘7y,2«')/a11} + agy + asz = 0}
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9. Sea S ={A € M(3,IR)/A es simétrica}. Determine una base
B para S y las coordenadas de la matriz

o o

b
d
e

~ O 0O

en la base B.

10. Calcule la dimensién de

U={(z,y,2) € R*/3z — y + 42 = 0}

11. Determine condiciones sobre a y b para que

1 -1 1 2
a 2 2 6 . .
W = C¢{ 9 | 9 a6 } tenga dimensién 3.
-1 a+b 1 3
1 -1 0 2 1
0 0 1 0 1
12. Sea A = 1 —1 -1 2 0
2 =2 -1 4 1

a) Encuentre una base para el subespacio que es solucién de
Ax =0.

b) Use el resultado en a), para proponer un ejemplo de una
matriz B, 5 X 2, con columnas no nulas, tal que AB = 0.

c) jPertenece el vector (1,2,1,0)! al espacio generado por las
columnas de A? (Justifique)

d) Encuentre una base para el espacio generado por las filas
de A e indique cudl es el rango de A.

13. Sean V' y W subespacios de un espacio vectorial E.

1. Muestre que V N W es un subespacio de F.

2.8a E =RV = {(z,y,2)]20 -3y + 2 =0} y W =
{(z,y,2)lx —y + 22 =0}
(a) Determine el subespacio VN W.

(b) Muestre con un ejemplo que existen v,w € VU W
tales que v+w € VUW.
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3. Muestre que V UW no siempre es subespacio de E. ;En
qué situacion V U W es un subespacio?

14. Sea W = {(z,z + y + 22,y + z,2)/x,y,2 € IR}. Encuentre
una base para W. ;Es W un hiperplano de IR*? Determine
un vector (a1, az,as,aq) tal que

W ={(z,y,z,w)/a1x + a2y + asz + aqw = 0}

1 2 -1 0 1
1 0 1 1 -1
15. Sea A = 9 9 0 1 o |+ Y

0 -2 2 =2 2
W = {y € R*|y = Az, para algiin z € R®}.

(a) Determine cuatro vectores vy, vs,v3,v4 tales que
W = Cl{vy,v9,v3,04}.

(b) Determine una base B para W.

(c) Si R = {y € IR?|y = Alx, para algiin z € IR*}. ;Cual
es la dimension de R? Conteste sin hacer mas calculos.

16. Si v1,v9,...,v,—1 son n — 1 vectores Li. de IR", y
H =Cl{vy,va,...,v,_1}, demuestre que:

(a) Existe a = (a1, az,...,a,) € IR™ no nulo tal que
a-v;=0Vi=1,...,n—1. Sugerencia: observe que a es
solucién de un sistema homogéneo con n — 1 ecuaciones.

(b) {v1,v2,...,0n_1,a} es una base de IR".

(¢c) H={x € R"/a -z =0}.

17. Sean V' y W subespacios de un espacio vectorial E y considere
el conjunto:

V+W={v+wpeVyweW}

1. Muestre que V + W es un subespacio de E.
2. Sea E = IR3, Vi = Cl{(2,-3,1)'}, Vo = C¢{(3,1,-1)}

y W =A{(z,y,2)|r —y+2z=0}:

(a) Muestre que V14+V2 = P((0,0,0),(2,-3,1), (3,1, —1)),
el plano que contiene el origen en la direccién de los
vectores (2,—3,1) y (3,1,-1).

(b) Muestre que W + Vi, = IR® y que W + Vo = W.
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Capitulo 8

Ortogonalidad y
proyecciones

La nocién de ortogonalidad, asi como la de norma, distancia,
angulo y proyeccién, dependen del producto escalar de vectores.
Recuerde que en un espacio vectorial E sélo se disponen de las
operaciones, suma de vectores y multiplicaciéon de un escalar por
un vector, de manera que la introduccion de los anteriores concep-
tos es posible Unicamente en aquellos espacios vectoriales donde
se ha definido un producto escalar o interior, llamados espacios
vectoriales normados.

En este capitulo trabajaremos en el espacio IR™ para presen-
tar, fundamentalmente, los conceptos de conjuntos y subespacios
ortogonales y construir bases ortonormales.

8.1 Conjuntos ortogonales

Las ideas que se expondran son continuacién de los conceptos
sobre ortogonalidad que se introdujeron en el capitulo

245
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Definicién 8.1 (Conjunto ortogonal)

Un conjunto T = {uy,us,...,ur} de vectores, no nulos, en IR™
es ortogonal si u; - u; = 0, para cualquier pareja de indices i,j en
{1,2,...,k}, siempre que i # j.

Ejemplo 8.1 El conjunto

1 2 1
T:{U17U2,U3}: 0 5 1 5 —4
-1 2 1
es un conjunto ortogonal porque:
Uy -Ug = (1)2+(0)1+(—1)2 = 0
upruz = (D140(-4)+(-1)1 = 0
U * U3z = 2(1)+1(—4)—|—(2)1 = 0
Teorema 8.2 Siun conjunto B = {uy,us,...,u} de vectores no

nulos de IR™ es ortogonal entonces es l.i. (linealmente indepen-
diente).

Demostracion: Se debe mostrar que si aju; + asus + -+ +
arur = 0, entonces cada a; = 0, i = 1,...,k. Observe que
Vie{l,2,...,k}

0=u;-0, = uj-(a1ur + agua+---+ apuy)
ar(uj - 1) + az(u; - uz) + -+ + ag(u; - ug)
— a(0) +a2(0) + - + a5ty - ) + -+ -+ ax(0)

Porque u; - u; = 0 siempre que j # ¢, dado que 7" es ortogonal.
2

Luego 0 = a;(u; - uj) = a; ||u;||” y como u; es un vector no nulo,

su norma no es cero por lo que, necesariamente, a; = 0.

Corolario 8.3 Sea B = {uj,us,...,u} un conjunto de vectores
no nulos ortogonales, de un subespacio S de dimension k, entonces
B es una base de S.
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Demostracién: Como B es ortogonal entonces es un conjunto 1.i.
y como son k vectores de un subespacio de dimension k, entonces
deben generarlo y por lo tanto es una base de S.

8.2 Bases ortonormales

Definicién 8.4 (Bases ortonormales)

Sea S C IR™ un subespacio vectorial de dimension k. Una base
B ={vy,va,...,u,} de S es ortonormal si

(i) vi-v;=0Vij=1,... .k i#j
(ii) vl =1Vi=1,....k

Es decir, si es un conjunto ortogonal de vectores unitarios de S.

Observe que la base canénica de IR™ es una base ortonormal.

Ejemplo 8.2 El conjunto

1/V2 0 1/vV2
0 1), o
-1/v2) \0o/ \1/v2

B = {U17027’U3} =

es una base ortonormal de IR? porque:

v vy = (1/v/2)04 (0)1+ (=1//2)0 = 0
vi vy = (1/V2)1/vV240(0) + (-1/v2)1/vV2 = 0
va vz = 0(1/v2) +1(0) +0(1/v2) = 0
vicor = (1/V2)?+ (0 + (-1/v2)° = 1
V2 * UV = 02+12+02 =1
vsovy = (1/V2)?+(0)2 +(1/v2)? =1
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Teorema 8.5 Sean S un subespacio de IR™, B = {vy,va,..., 05}
una base ortonormal de S y B la matriz cuyas columnas son los
vectores vy, Vs, ...,V , entonces:

(a) B'B=I,
(b) [vlg= - -v,v-v9,...,0 1) YveSI

En particular si k = n entonces B es una matriz ortogonal.

Demostracion: Ejercicio.

Ejemplo 8.3 Sea B = {v;,v2,v3} la base ortonormal de IR3
propuesta en el ejemplo Un atributo apreciable de las bases
ortonormales es que facilitan el computo de las coordenadas de un
vector cualquiera. Si z = (21,72, 73)"

[z]5 = (a1, a2, a3)" <= = = a1 + vy + asv3

y observe que para cualquier ¢ = 1,2,3

x-v; = (@11 + aave + azvs) - v;
= ;U5 - U;
= Oéi

Entonces, por ejemplo, las coordenadas de z = (1,2, 3)? en la base
B son dadas por:

& = TV = (1’273)t'(%’0’%) %
as = x-ve = (1,2,3)"-(0,1,0) = 2
a3 = T U3 = (17273)15(%707%) %
Esto es
-2 4
zlp=(—,2, — ¢
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8.3 Subespacios ortogonales

Definicién 8.6 (Subespacios Ortogonales)

Dos subespacios S y T de IR™ son ortogonales si
x-y=0 VeeSyVyeT

Si S y T son ortogonales se escribe S 1L T.

Ejemplo 8.4 Los subespacios S y T siguientes, son ortogonales:

S = {(z,y.2)' € R*/22 — 3y + 2z =0}
T = {(z,y,2)' € R*/(z,y,2) =t(2,-3,1)" con t € R}

Observe que si x = (11,72, 73)" € S entonces
2.%1 73$2+.’£3 =0
ademds si y = (y1,y2,y3)" € T existe s € IR tal que
(yla Y2, y3)t = 8(27 _33 l)t = (237 _337 S)t
de manera que:
r-y = (w1,m,13)" (28, —3s,5)"

2sx1 — 3sx9 + Sx3

s(2x1 — 3x9 + x3)

s0
=0

Luegoz-y =0Vx € Sy Vy € T. Geométricamente, S corresponde
al plano que contiene el origen y es ortogonal al vector (2,—3,1),
vy T es la recta que contiene el origen con la direccién del vector
(2,-3,1).

Teorema 8.7 Si S y T son subespacios ortogonales de IR"™ en-
tonces SNT = {0,}.




250 Ortogonalidad y proyecciones

Demostracién: Suponga que z € SNT y z = (21, Z2,...,%,)t.
Como S L T entoncesVaxeSyVyeT
z-y=0
Luegosiz € Sy x € T se tiene que
rr=0=al+a3+ - +a5=0=13,=0 Vi

entonces = (0,0,...,0)t = 0,.

Teorema 8.8 Sean By = {u1,us,...,ux} y By = {v1,v9,...,0.}
bases de S y T, subespacios de IR™, entonces

S1T<=wu Lo, Vi=1,....,k y Vj=1,...,7

Demostracion: De la definicién de subespacios ortogonales se
tiene en forma directa que si S L T entonces u; L v; Viy V j.
Por otra parte, si u; L v; ViyV j, entoncesVaexeSyVyel:

T =au +aoug + -+ ogug y Y= Pror + Pove + -+ Gruy
Luego

Ty = (qur + agus + - - - + agug) - (Brvr + Bova + - + Bruy)
= a1frur - v1 + a1 four v -+ o Brug - vt
asfrug - v1 + agfoug - va + -+ azBrug - v+
st agBrug v+ apfaug s ve + -+ agBrug - vp
= 0151(0) + -+ akﬁr(O)
=0 e

Teorema 8.9 S5i .S es un subespacio de IR™ entonces el conjunto
St ={recR"/x LyVycS}

es un subespacio vectorial.

Demostraciéon: Ejercicio.
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Definicién 8.10 (Complemento ortogonal de S, S+ )

Sea S un subespacio vectorial de IR™, se llama complemento or-
togonal de S al subespacio de todos los vectores de IR"™ que son
ortogonales a cualquier vector de S:

St={zecR" 2 LyVYyecS}

Ejemplo 8.5 Sea S = C¢{(1,2,3)'} la recta por el origen con
vector director (1,2,3), entonces el complemento ortogonal de S
es el plano

St ={(2,9,2)" € R*| # + 2y + 32 = 0}

Veamoslo:
St = {zeRzLlyvVyecsS}
= {(x,y,2)" € B°| (z,y,2)" L (t,2t,3t) Vt € R}
= {(z.y,2) € B (z,y,2)" L (1,2,3)}
= {(z,y,2)! € R*| z+2y+ 32 =0}
En general se puede observar que si S = Cl{vy,va,...,v;} es un
subespacio de IR™ entonces:
St = {zeR"|xLlyVYyeS}
= {zeR"zLvy,Vi=12,...,k}
= {zeR"viz=0Vi=1,2,...,k}
= {zr e R"| Az =0}
donde A es la matriz k xn cuyas filas son los vectores v, vk, ... vk.
Teorema 8.11 Sea By = {v1,vs,...,0;}, k <n, una base de un

subespacio S de IR™ entonces
1. dim(St) =n—k.

2. Si By = {uy,us,...,u,_r} es una base de S+ entonces
B = B; U By es una base de IR™.

Demostracién: 1) si A es la matriz k x n formada con filas

iguales a los vectores v, v5,. .., v} entonces

St = {z € R"|Az = 0}
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y como Rng A = k entonces dim(S+) = n — k. Vea también los
ejercicios [T y [l

2) Ejercicio.

8.4 Proyeccion ortogonal sobre un sub-
espacio

Para cada z € IR™ el teorema [8.12] muestra la existencia de un
vector u € W con dos propiedades que generalizan el concepto de
proyeccién ortogonal sobre un vector (o recta) visto en el capitulo

Bl

Teorema 8.12 S W C IR™ es un subespacio de IR™, para todo
x € IR™ existe un unico vector u € W tal que

(1) (x—u) Lw YweW.
2) ||z —ul| <|lz—w| YweW.

Figura 8.1: ||z —ul| < ||z —w| VY w & W: u = Proyyx.
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Demostracién: Sea B = {wy, ws, ..., w;} una base ortonormal
de Wy

u=(z- w)w; + (z wr)ws + -+ (- wg)wg.

Claramente v € W. Para demostrar la parte (1) es suficiente
demostrar que

(x—u) Lw;, Vi=12,...k:

(x —u) - w;
= [z— ((z w)w + (x - wa)ws + -+ (z - wg)wy)] - w,
= z-w — (z-w)wy - wj — (T - we)wa - wj — -

= z-w;— (z-wj)w; - w;
= z-wj—(z-w;)

= 0.

Dado que para i # j: (z-w;)w;-w; = (z-w;)0 =0y que vj-v; = 1.

La unicidad de u se deriva de la parte (2) y se deja como
ejercicio.
(2) Ver ejercicio [6]

Este teorema permite definir el concepto de proyeccién orto-
gonal sobre subespacios.

Definicién 8.13 (Proyeccién ortog. sobre un subespacio)

Sea W C IR™ un subespacio y x € IR™ se llama vector proyeccion
ortogonal de x sobre el subespacio W, o simplemente proyeccion
ortogonal de x sobre W, al unico vector u € W tal que

x—u)lw VYVweW

y se escribe u = Proyy,x. El vector x—u se denomina componente
de x ortogonal a W.

La demostracién del teorema [8:12] provee la forma de calcular
la proyeccién ortogonal de un vector sobre un subespacio, dada
una base ortonormal de este.
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Teorema 8.14 Si W es wun subespacio de IR™ y B =
{v1,v2,...,v} una base ortonormal de W entonces

1. Proyyx = (x-v1)v1 + (x - v2)va + -+ - + (2 - vk )ug
2. Proyyx = BB'x

donde B es la matriz cuyas columnas son los vectores de la base

B.

Demostracién: La parte 1) corresponde a la demostracién del
teorema I8.12)

Parte 2): B = (v1,v2,...,v;) €s una matrizn X k y
BB'z = (vi,v2,...,05)(v1,02,...,0%) T
o
v3
= (v1,v9,...,0g) E:
Uk
V1T
V2 - T
= (’Ul,’Uz,...,’Uk) .
Vg - T

Esta tltima expresiéon es el producto de la matriz B n x k por
un vector columna de k componentes, que se puede escribir como
una combinacién lineal de las columnas de B:
BB'x = (v1-2)vi+ (va-x)vg+ -+ + (v - T)Vp
= Proygzx

Observe que:

1. En el caso particular de que el subespacio W sea de dimen-
sién 1, W = C¢{v}, la proyeccién ortogonal del vector x
sobre W coincide con la proyeccién ortogonal del vector x
sobre v, en este caso si v es un vector unitario se tiene que:

Proycq,y@ = (2 - v)v = Proy,x
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dado que {v} constituye una base ortonormal de C¢{v}.

2. Y si W es un plano que contiene el origen, W = C¢{vy,va},
y {w1, w2} es una base ortonormal de W entonces

Proyyz = (z - wi)wy + (z - we)ws

Ejemplo 8.6 Sea S = {(x1,72,23,24)" € IR*/x3 = 0}, Deter-
mine Proygx y la componente de = ortogonal a S.

Solucién:  Observe que para todo x = (x1, 2, 23,74)" € IR* el
vector u = (21, %2,0,24)" € S, ademds, z —u = (0,0, 23,0)" es tal
que (z —u) L s para todo s € S. Luego

U= — (07 0,333, O)t = (x17x2707x4)t = Proysx
y la componente de x ortogonal a S es x —u = (0,0, z3,0)".

Por otra parte,

1 1
\(/)5 V2

0
B:{Uh'UQaUS}: 0 , ,
=1

0
2 1/V2

SO = O

es una base ortonormal de S (cada uno de sus elementos estd en
Sy es un conjunto ortonormal). Entonces por el teorema se
tiene que

Proygz = (z-v1)vr+ (x-va)va + (z - v3)vs
7“\7;4 vy + Tovg + 75””';4 v3
= (21,72,0,24)"

lo cual confirma el resultado ya obtenido. Verifique que también
obtiene el mismo resultado si utiliza la siguiente base de S

1 -2 0

1 1 1 1

By = {u1,uz,uz} = Blol%lol ]| o
1 1
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8.5 Construccion de bases ortonorma-
les

Si {u1,us,...,uxr} es una base cualquiera de un subespacio vecto-
rial Sy de IR™, es posible mediante un proceso recursivo construir
una nueva base {v1,vs,...,v;} de S ortonormal y tal que cada
nuevo vector v; € S; = Cl{uy,ua,...,u;}, i = 1,2,..., k. Este
método utiliza fuertemente las proyecciones ortogonales sobre los
subespacios S; y se conoce como proceso de ortonormalizacién de
Gram-Schmidt.

8.5.1 Ortonormalizacion de Gram-Schmidt

Paso 1: Defina v, = ”Z—ln, un vector unitario en la direccién del
1

primer vector de base. Considere el subespacio S; = Cl{vi} y
observe que {v1} es una base ortonormal de Sy.

U1

Figura 8.2: v1 = uy/ |Ju1]| y S1 = C€{v1}.

Paso 2: Defina v, como:

uz — Proyg, us

V2= HUQ — ProyslugH

un vector unitario en la direcciéon de la componente de us ortogo-
nal a S7. Observe que vo € Sy = Cl{vy,va}, vo L S1y {v1,v2} es
una base ortonormal de Ss.
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S1
Uy g
U
U1g 2
Proys, us
%) uz — Proys, us

Figura 8.3: ve: vector unitario en la direccién de
uy — Proyg up y Sz = Cl{vy,v2}.

Paso 3: Defina vz como:

ug — Proyg, us
v

" Ty~ Proyg, ]

un vector unitario en la direccién de la componente de uz or-
togonal a Sy. Nuevamente vy € S3 = Cl{vy,vq,v3}, v3 L Sy y
{v1, v2,v3} es una base ortonormal de Ss.

us — Proys,us

Figura 8.4: v3: vector unitario en la direccién de
u3 — Proyg, us y S3 = Cl{vi, vz, vs}.

El proceso continua utilizando la misma estrategia hasta definir
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el vector wvy:

Paso k:
U — PYOYS,PIUI«
Vi =
Huk — PTOYS,C,IUICH
de manera que vy, € Sy, = Cl{v1,va,..., Uk}, Vp L Sp_1y
{v1,v2,...,v;} es una base ortonormal de S.

Observe que en cada etapa i, se obtiene una base ortonormal
{v1,v2,...,v;} de S; lo cual permite en el siguiente paso, calcular

Proyg, uit1 = (wig1 - v1)v1 + (Wig1 - v2)V2 + -+ - + (Wig1 - V3)V;
Ejemplo 8.7 Considere el siguiente subespacio vectorial de IR*:

S = Cg{ulvu%ufi} = CE{(Ov 13 Oa 1)ta (07 ]-7 ]-7 O)tv (_]—v ]-7 07 1)t}

a) Obtenga una base ortonormal para S.

b) Sea w = (0,1,0,0)?, calcule w; = Proygw.

d) Proponga una base ortonormal para IR*, completando la
base obtenida en a) para S.

)
)

c¢) Determine wy € S* tal que w = wy + wa.
)

Solucion:

a) Base ortonormal para S. Aplicando el procedimiento de
Gram-Schmidt, a la base {u1,us2,us} de S, se obtiene:

1) Primer vector unitario de la nueva base:

v = ul/ Hulll = (07 1/\/5’ 0, 1/\/§)t

2) Sea S = Ct{v1}.
Proyg, us = (uz-v1)v1 = (0,1/2,0,1/2)". Luego el segundo vector
unitario de la nueva base es:
uz — Proyg, us
luz — Proyg, us|
(0,1/2,1,—1/2)"
‘ (07 1/27 17 _1/2)tH
(1/\/6>(07 1,2, _1>t

Vo =
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3) Sea Sy = Cl{v1, v2}.

Proyg,us = (uz-vi)vi + (us-v2)ve
= 50, 75,0, 75)" +0((0,1,2, - 1)")
(0, ,O,I)t

Entonces el tercer vector unitario de la nueva base es:

ug — Proyg, us

v =
3 Hu3 — ProyS%u;gH
— (_1a07070)
(71a07070)t|
= (-1,0,0,0)
Luego, el conjunto
0 0 -1
oo —d L] 1] ] o
1,02,035 — \/i 0 ’\/6 9 ] 0
1 -1 0

es una base ortonormal para S.

b) Caélculo de Proygw: como {v1,v2,v3} es una base ortonor-
mal de S, entonces:

w; = Proygqw

= (w-v1)v1 + (W v2)ve + (w - v3)v3

= 750, 755,0, 55)" + 7=(5(0,1,2,-1)") + 0(~1,0,0,0)"
(0,2/3,1/3,1/3)*

c) Determinar wy € S+ tal que w = wq + wa:

wy=w—w; = (0,1,0,0)" —(0,2/3,1/3,1/3)
(07 1/37 _1/37 _1/3)t

el cual es un vector en S+, por ser ortogonal a todo vector en S.
En la definicién de Proy gw se le llamé componente de w ortogonal
as.

d) Base ortonormal para IR*: como ws es ortogonal a
V1, Vg, ¥ U3, entonces una base ortonormal de IR* es:

{v1, vz, v3, w2/ [lwal|}



260 Ortogonalidad y proyecciones

especificamente:
0 0 -1 0
] )| fo] L
Volol'vel 2710 v3 -1
1 -1 0 -1

8.6 Ejercicios

1 1 -1 1
1. Sean A= | -2 3 7T =2 |,
1 -4 —6 1
F el espacio generado por las filas de A y
N = {z € IR*/Ax = 0}, el Niicleo de A.
(a) Determine una base para F'.
(b) Determine una base para N.
(c) Demuestre que F+ = N.
(d) Determine bases ortonormales B; para F'y Bs para N.
(e) Sea & = (1,2,3,4). Calcule dos vectores @ y b ortogonales
y talesque be Ny ¥ =d+b.
(f) Muestre que para todo T = (z,y,2,w) € R* existen dos
vectores @ € F'y b e N tales que ¥ = a+b.

2. Sea e3 = (0,0,1) y W = Cl{e3}. Determine W+. Haga una
representacién grafica de Wy W+,

3. Sea W = {(z,z —y+2,y+22,2)/x,y,z € IR}, encuentre una
base ortonormal para W y determine W, el complemento
ortogonal de W.

4. Sean A € M(m,n,IR) y

F = {b e IR"/b = Aly para algiin y € IR™} el subespacio
generado por las filas de A.

N = {z € IR"/Axz = 0} el Niicleo de A.



8.6 Ejercicios 261

Demuestre que N = F* y justifique que

Rng (A) + Nulidad (4) =n

5. La distancia del vector z € IR™ al subespacio W de IR" se
define como ||z — Proyy,z||. Calcule la distancia de (1, 1,0, 1)
al subespacio W = C¢{(1,1,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,1)}.

6. Sea W subespacio de IR" y u = Proyy,« la proyeccion orto-
gonal de x sobre W. Demuestre que

[ = u| = mingew ||z — w|

Sugerencia: Justifique que (x —u) - (w —u) =0V w € W,
demuestre que ||z —w|]® = |z —u|)® + |w—ul]> Vw e Wy
concluya el resultado.

7. Considere las rectas Ly = {(1 —¢,0,1+t)[t € R} y
Ly ={(t,24t,0)|t € R}.

a) Establezca si estas rectas se intersecan o no, y si tienen
un punto de interseccién determine dicho punto.

b) Determine la ecuacién vectorial del plano II, que contiene
el origen y no interseca las rectas Ly y Lo.

c¢) Si W es el conjunto de puntos del plano II (observe que
W es un subespacio vectorial de IR?), determine una base
para W=,

d) Haga un esquema para ilustrar graficamente II, L; y W+
y muestre la forma de calcular la distancia de L; a II.
Calcule dicha distancia.

8. Sea W = C¢{(1,—1,1,1),(1,1,1,—-1)}

1. Obtenga una base B ortonormal para W=,

2. Complete B a una base D ortonormal de IR*.

3. Calcule la proyeccién ortogonal de v = (2,—1,0,0) sobre
W,

4. Si C es una base canénica de IR*. Calcule las coordenadas

de Proyy,.v en la base B,D y C.

9. Sean u = (1,—1,2),v = (2,3,0) vectores de IR> y W =
Cl{u,v}.
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(a) Construya una base de B ortonormal para W.
(b) Si = (1,1,2) encuentre w € W y p € W+ tal que
r = w + p. Haga el dibujo correspondiente.

10. Sean v; = (0,1,1,0)!, vo = (1,1,0,1)" y W = Cl{vy,v2}.

a) Determine una base para W+.
b) Si x = (a,a,a,0), calcule Proyy, .

c) iy — Proyy, v es un vector de W+, para todo y € IR*?
Justifique su respuesta.

11. Sea W = C¢{(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,0,1,1)}. Observe que
W es un hiperplano de IR* y por lo tanto puede ser descrito
en términos de una ecuacién, en la forma:

W = {(z1, 22, 23,24)" € B4/a1x1 + asxs + azws + agry = 0}

Determine (a1, as, as, aq).

12. Sea W = C¢{(1,0,0,1),(0,1,1,0)}. Observe que W y W+
son planos de IR%.

a) Determine bases ortonormales para W y W+,

b) Si Bs = {a,b} es la base obtenida para W+. justifique
que W={zxeR/z-a=0yx-b=0}.

¢) Determine un sistema de ecuaciones lineales, cuyo con-
junto solucién sea W.

d) Muestre que si W = Cl{v1,va,...,v;} es un subespa-
cio de IR™ de dimensién k, entonces existe un sistema
homogéneo de n — k ecuaciones en n variables, con con-
junto solucién igual a W.

e) Concluya (explique) que todo subespacio vectorial de IR"™
puede ser descrito en dos formas:

— Como el conjunto de combinaciones lineales de un
conjunto de vectores dado.

— O, como el espacio soluciéon de un cierto sistema de
ecuaciones lineales homogéneo.



Capitulo 9

Regresion Lineal

Con frecuencia nuestro interés se centra en buscar relaciones entre
dos o mas variables, con el propdsito de explicar una de ellas. El
problema se plantea en términos de encontrar una funcién del
tipo:

y=L(x1,22,..,Tp)

donde x1,xs9,..,x, representan las variables explicativas o inde-
pendientes, y y la variable dependiente o variable a explicar. Una
vez conocida la funcién L es posible utilizarla para elaborar es-
timaciones o predicciones de y dados los valores de las variables
L1y L2y ey Ly-

El método denominado Regresion Lineal consiste en asumir
que la funcién L es de tipo lineal, agregando a esto el supuesto
probabilistico de normalidad en los residuos con lo que se consigue
averiguar explicitamente la funcién L. Nosotros nos ocuparemos
del problema de estimar los pardametros que caracterizan la funcién
L, asumiendo que es lineal, sin entrar en el campo de las proba-
bilidades, asi las técnicas a desarrollar corresponden al ajuste de
curvas por Minimos Cuadrados.

263
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9.1 El caso de dos variables

Analizaremos primero el caso méas simple, que es el de dos va-
riables, una a explicar ¢y y una explicativa z, con el supuesto que
existe entre ellas, aproximadamente una relacién lineal de la forma
Yy =ap+ aix.

El término constante ag, lo podemos considerar como el coe-
ficiente de una variable artificial zy cuyo valor es siempre 1. Una
relacién como la descrita la tenemos en el siguiente ejemplo.

9.1.1 Planteo del modelo y = ag + a1z + ¢

Se estudiara este modelo con la presentacién de un ejemplo con-
creto, lo que permitird fijar mejor las ideas y la notacién que se
involucra.

Ejemplo 9.1 Supongamos que en un pais, el ingreso promedio
anual (en miles de ddlares), varfa aproximadamente de acuerdo
con el niumero de anos de escolaridad, segin la relacion:

Yy =ag+a1x +e¢€

donde las variables z, y representan:

e 1 : anos de escolaridad,
e y : ingreso anual (miles de ddlares)

e c¢: el error.

Se desea estimar ag y a; a partir de los siguientes datos observados:

x |5 |10 |13 | 17
y | 8|12 ] 15| 19

Geométricamente, el objetivo planteado es determinar la recta
y = ag + a1z (pardmetros ag y ai) que mejor ajusta los datos
observados, segin se muestra en el siguiente gréfico.
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Y,
19

16

Yy =ao+ax

11

5 10 13 17 =

Figura 9.1: Puntos (z;,y;) y recta de mejor ajuste.

Tradicionalmente del grafico luego de precisar la idea de
mejor ajuste, se derivan las condiciones necesarias para estimar
ag 'y bg, haciendo uso de las herramientas del calculo diferencial.
Nosotros sin embargo, acudiremos a una nueva representacion geo-
métrica del problema en IR* (en IR™ en general) que nos dard la
solucion de una manera mucho mas directa y facil.

Denotemos con z = (z1,22,23,24)" y con 14 = (1,1,1,1)
los vectores de IR*, de valores observados correspondientes a las
variables explicativas y con y = (y1,¥2,¥y3,94)" el vector de val-
ores observados para la variable a explicar [T} Denotamos con e;
los residuos que dependen de los datos, para diferenciarlos de los
tedricos €;, que son independientes de los datos.

De acuerdo a nuestro supuesto, para los datos observados, debe
verificarse que

y¢:a0+a1xi+ei, ’L:1,,4

lo que da lugar al siguiente sistema de ecuaciones

ap + a1 +e = 8
ag+ a110 4+ ey = 12
ag+ a11l3 +e3 = 15
ag + a1l7 4+e4 = 19.

1Observe que se usa los mismos simbolos  y y para denotar las vari-
ables del modelo y los vectores de valores observados de estas variables y a
estos vectores se les llamé indistintamente variables, variables observadas o
simplemente vectores
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Hay n = 4 ecuaciones para determinar p = 2 coeficientes descono-
cidos (ag y a1) y otras n = 4 incégnitas que son los residuos ¢;. El
interés fundamental es determinar los coeficientes ag y a1, para lo
que se dispone de un sistema con 244 incégnitas y 4 ecuaciones;
el sistema admite, por lo tanto infinitas soluciones. En el conjunto
de las infinitas soluciones queremos encontrar la mejor de estas
soluciones, lo cual se precisa en la siguiente forma:

Estimar (ao, a1) de modo que se minimicen los errores
e;, de acuerdo con algun criterio de calidad (mini-
mizacion).

Entre los posibles criterios de minimizacién para los e; se tienen
los siguientes:
e min() €?): que la suma de los errores al cuadrado sea minima.

e min(>_ |e;|): que la suma de los valores absolutos de los
errores sea minima.

e min(maxe;): minimizar el méximo de los errores.

yA

Yy =ag+ ai1x
Yi|
Yi

>

T X

Figura 9.2: e;: distancia vertical entre (z;,y;) y la
recta de mejor ajuste.

Nosotros utilizaremos el primer criterio, llamado criterio de
los minimos cuadrados, el cual conduce a célculos simples que
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pueden ponerse en el contexto del algebra vectorial y tiene una
interpretacién geométrica clara: minimizar la suma de los cuadra-
dos de las distancias verticales entre los puntos (z;,y;) y la recta
de mejor ajuste, como se ilustra en el grafico o equivalente-
mente, minimizar ||e||? = ||(e1, ez, e3,€4)||* = 2?21 e? lo que se
ilustra en la figura (9.3

9.1.2 Solucién: minimos cuadrados

Las ecuaciones
Yi = ag +a1T; + €; (iZl,...,4>

se expresan, en términos vectoriales, como y = agly + a1z + €, es
decir, si se elige denotar a = (ag,a1)t y X = (14, ) se tiene que:

y=Xa+e,

lo que en concreto corresponde a:

8 1 5 el
12 . 1 10 ap €9
3 Bl BT ( a ) T e
19 1 19 €4

En la busqueda de los “mejores” valores ag y a1, el criterio de los
minimos cuadrado se expresa como:

4
minaz el = mina||e||2. (9.1)
i=1

~ ag
a = ~
ay
13

el vector a que satisface la relacién 0.0 al cual llamaremos “a
estimado” y como § = agly + a2 = Xa al vector “y estimado”.
Con esta notacién y =y +ey Se expresa Como

Denotemos como

. 2 ~12
mingle[|” = [y — gl (9.2)

Para encontrar el vector a que satisface la relacién [9.2] se usa-
rda un procedimiento geométrico basado en los resultados sobre
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proyecciones del capitulo anterior. Definamos W como el subes-
pacio de IR™ generado por las variables 1,, y x, esto es

W =Cl{1,,2} =Cl{l,,z.} con x.=2x—Tl,.

La variable . = x — T1,, es conocida como x centrada.

Figura 9.3: y = Xa = Proy,y.

Note que:

1. y =agl, +aix es un vector de W.

2. El conjunto {1,, z.} formado por la variable 1,, y la variable
x centrada es una base ortogonal para W:

1, ze=1, - (x—7Zl,)=nT —Tn =

3. Encontrar el vector a que minimiza [9.2] es equivalente a en-
contrar el vector § de W m4ds préximo al vector y.

4. El vector i més cercano al vector y es
y = Proyyy = Proy, y+ Proy, y (9.3)

pues {1,,z.} es una base ortogonal de W.

De estas observaciones, para encontrar las mejores estima-
ciones de ag y a1, segun el criterio dado, se tiene por una parte
que

Yy =agl, + a1z = Proyyy. (9.4)
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Y por otra

Y- 1y Y- Te
1, - 9.5
1, -1, + T - xcx (9:5)

y = Proy, y + Proy, y =

. . 1 . .
Ademds si se denomina by = £~ y by = £, j se escribe
nln oo

también como:
7 =bol, + bi(x —Tl,) = (by — b17)1,, + b1 (9.6)

Finalmente, como las coordenadas de un vector son unicas, tene-

mos de y que

ylp

dado que 30 =15 =7

Las relaciones proveen la solucién buscada.

9.1.3 Aplicacion al ejemplo

Ahora en términos de los datos del ejemplo se tiene

EziZmi:11.25, y:iz,yi:l&f)

y x.=x—Tly = (—6.25,—1.251.75,5.75)".

Luego las estimaciones para los coeficientes ag, @1 de nuestro mo-
delo son:

a1 = YTe _— T35 _
ay = Lo = a5 = 0.9576

~

4o = 77— b7 =13.5—0.9576 % 11.25 = 2.726.

El grafico muestra los datos iniciales (z;,y;) vy la recta de
mejor ajuste y = dp + a1 .
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Ya
19

16

y = 2.726 + 0.9576x

>

5 10 13 17 =

Figura 9.4: Recta y = ap + a1z y puntos (z;,y;).

9.1.4 Calidad de las estimaciones

Para cuantificar la calidad de de las estimaciones dadas en (9.7)),
utilizamos el coeficiente de correlacién (ver subseccion |5.4.1)) entre
los vectores y, ¥, esto es

~ <Z//\C7yc>p
(YY) = =
’ 1Tell» lvell

El subindice ¢ indica que las variables son centradas. Natu-
ralmente esta medida surge de estudiar el vector de residuos e en
la relacién y = y + e. En la Figura se ilustra esta relacién,
haciendo ver que los vectores e y ¥ son catetos de un tridngulo
rectangulo de hipotenusa y, y que el proceso de centraje reduce
esta relacién a y. = ¥, + e involucrando el mismo vector de resi-
duos e, lo que define un nuevo tridngulo rectangulo de catetos ¥,
y e e hipotenusa y.. El teorema [9.1] precisa estas ideas.

De la visualizacién del teorema[J.1]en la Figura[9.5] se reconoce
que el coeficiente r(y, ) corresponde al coseno del dngulo 6 entre
los vectores y. y y.. Por lo tanto —1 < r(y,y) < 1, y ademds si
r(y,y) es cercano a 1 o -1 es porque 6 es cercano a 0 o 7, lo que
significa que la magnitud del vector de residuos e es pequefa y
que ag + box explica bien la variable y. Contrariamente, si r(y, y)
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se aleja de 1 0 -1 (se acerca a 0) los errores se hacen mayores y el
modelo falla en explicar la variable y.

y_yln:yc T

r—7l, =x.

W = Ct{1,,}

Figura 9.5: e =y — §J = ye — Y-

Se deja como ejercicio verificar que el valor de r no cambia si
se utiliza el producto punto en lugar del producto con la matriz
de pesos D = %In, ademds dos vectores son D-ortogonales si y
sélo si son I,-ortogonales. Se tiene entonces

) = e
D= Tyl

Teorema 9.1 Sean y,z,1, € R", W = Cl{l,,z.}, § =
Proyyy, e=y—79y. Entonces

a) € =0 (La media del vector de residuos es cero).
b) Y=7 (y, § tienen la misma media).

¢) Yo = (Y)e ( Centrar y y luego estimar es igual a estimar y y
luego centrar).

d) e:yc_go
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Demostracién:

a) De § = Proy,y se signee =y —y € Wt y como 1, € W
entonces

e=(e1,), =0.
b) y=7+eluegog=7y+¢=7.

c¢) Proyyy. = Proy, y.+Proy; y.como Proy, y. = 0 se tiene
que J. = Proy, y.. Por otro lado

Proyy,y. = Proyyy—vyl,
= Proyyy — yProyy 1,

:@\_yln
= Ye
d) Ye—Ye =Ye—Ye B
:yc_(/y\_g)
=y—yl, —y+7yl,

=y-gy=e.
e) Yo=19—Uln € W yec W luego
<e7gC>D = <yc _@\67§C>D = 0

de donde (y.,7.), = ||7ell>. Finalmente de esta tltima
igualdad se tiene

(. 5) = WerYe)p _ Nell, _ 1Tl
’ yellp 1Gell, Mlyell lyell

Calculos segtin los datos del ejemplo

En este ejemplo vimos que z. = (—6.25,—1.25,1.75,5.75),
a; =0.9576 y y. = (—5.5,—2.5,2.5,5.5), por lo tanto

Yo = a1x. = (—5.98534, —1.19707,1.6759, 5.50651).

Luego el valor del coeficiente de correlacién es:

~ el

r(y,.y) =
[1yel

= 0.981944.
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9.2 Regresion Lineal Multiple

Analicemos ahora el caso de varias variables independientes (ex-
plicativas) y una variable dependiente a explicar.

Suponga que tenemos p variables x1,...,x ue explican la

9 y Dy
variable y. Y maés especificamente que, salvo por un cierto error
€, y se puede explicar por las variables z1,...,z,, mediante la

siguiente relacién:
y=bix1 +---+bpzp +e (9.8)

Nuevamente, la exposicién de resultados y su justificacién se apo-
yaran en un ejemplo.

9.2.1 Planteo del modelo

Ejemplo 9.2 Consideremos que los principales factores que inci-
den en el rendimiento del cultivo del trigo son: a) Potasio y fésforo
(kg/Ha), b) Nitrégeno (kg/Ha), c) Agua de lluvia promedio (cm?),
d) Acidez del suelo (pH) y e) Temperatura promedio (°). Y que
las respectivas variables explicativas se denotaran como:

x1: Cantidad de potasio y fésforo (mezcla) por hectérea.

z9: Cantidad de nitrégeno por hectirea.

x3: Acidez del suelo (pH).

x4: Cantidad promedio de lluvia caida (cm?).

x5: Temperatura promedio.

y: Rendimiento medido en quintales/Ha. (variable dependien-

te a explicar)

Nuestro objetivo es medir de alguna forma la incidencia en la
variable y de los factores explicativos. Asumimos que el efecto de
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T X2 Z3 T4 Z5 Yy

Pot | Nit | Allluv | PH | tem | rend
1 | 1100 | 300 6 5 10 30
2 | 1000 | 200 4 7 8 20
3 | 1200 | 350 6.7 8 10 40
4 | 1000 | 300 5 6 8 25
5 | 1100 | 300 5.5 7 9 35
6 | 1200 | 350 8 6 11 45
7 | 900 | 300 4 5 8 30
8 700 | 400 3.5 3 7 25
9 | 1200 | 350 6 7 7 35
10 | 1300 | 350 7 6.5 | 10 40

Tabla 9.1: Rendimiento de trigo, y, en 10 parcelas
segun los factores x;.

cada factor sobre el rendimiento es aditivo de manera que y se
expresa en términos de los factores explicativos como:

Yy = boIo + b1x1 + bQIQ R b5.I5 + € (99)

donde se ha incluido un factor explicativo z( (variable cuyo valor
es constante e igual a 1) y que tiene el efecto de agregar un término
constante by en la relacién

Al conocer los valores de los b; de este modelo, se explica el
poder de incidencia de cada factor x; en la variable y, lo que per-
mite estimar el rendimiento del cultivo de trigo y, para diferentes
valores de los factores explicativos xz; (variables independientes),
entre otros objetivos.

A fin de disponer de los datos necesarios para estimar los valo-
res by, ..., bs se realizd el siguiente experimento: cultivar trigo en
10 campos diferentes sometido a distintos tratamientos de las va-
riables explicativas. Las mediciones resultantes de las 6 variables,
en cada caso, se resumen en la tabla

Si convenimos en que los valores observados de cada variable se
denotan con los vectores g, z1,...z5, ¥y € IR, (xo = 1,,n = 10),
—observe que por comodidad los vectores de datos observados y
las respectivas variables usan el mismo nombre- la relacién [9.9] se
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expresa vectorialmente como:

30 1 1100 300 6
20 1 1000 200 4
40 1 1200 350 6.7
25 1 1000 300 5
35 1 1100 300 5.5
A5 = by 1 +by 1200 + b 350 + b3 8
30 1 900 300 4
25 1 700 400 3.5
35 1 1200 350 6
40 1 1300 350 7

5 10 e
7 8 e
8 10 €3
6 8 €4
1by g 1 bs 191 + ZZ
5 8 €7
3 7 €g
7 7 €9
6.5 10 €10

o lo que es lo mismo
30 1 1100 300 6 5 10 er
20 1 1000 200 4 7 8 ey
40 1 1200 350 6.7 8 10 b e3
25 1 1000 300 5 6 8 bl es
35 | _| 1 1100 300 55 7 9 sza L oo
45 1 1200 350 8 6 11 b es
30 1 900 300 4 5 8 b4 er
25 1 700 400 35 3 7 > es
35 1 1200 350 6 7 7 e9
40 1 1300 350 7 6.5 10 10

Asi el modelo se escribe como
y=Xb+e

donde y es el vector cuyas entradas son los valores que asume la
variable y en los 10 campos, X = (zg, z1, z2, T3, T4, 25) la matriz
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de tamano 10 x 6, cuyas entradas son los valores de las variables
independientes y b = (bg, by, -,bs)! el vector de pardmetros a
estimar.

El problema es determinar el vector de pardmetros b tal que
y = Xbsea los mds cercano a y, o lo que es lo mismo, que minimice
la magnitud del vector de residuos ||y — Xb||.

9.2.2 Solucién geométrica

Geométricamente, el problema corresponde a encontrar la combi-
nacién lineal de los vectores xg, 1, ...T5:

Z//\ = X?)\ = ?)\Oxo —‘rgll‘l +7)\2$2 +33333 +?)\4JU4 +65335

més proxima a y. Si denotamos con W = Cl{zg, x1,...x5}, se debe
encontrar b € IR® y 4 = Xb € W tal que ||y — || sea minima.

Figura 9.6: y = Xb= Proyyy.

Sabemos que el vector en W més cercano a y es § = Xb =
Proyyy, sin embargo para calcular b utilizando proyecciones so-
bre subespacios, necesitamos una base ortonormal de W, que no
tenemos. Y ortonormalizar la base {xg,x1,...25} (si suponemos
que son l.i.) demandaria mds esfuerzo que el siguiente procedi-
miento alternativo.

El vector de residuos e = y — ¥ es ortogonal a W de manera
que (y—y)-z; =0, o lo que es lo mismo, xé(y —79) =0, para cada
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Jj=0,1,...,5. Entonces

Xy-7) = 0
= X'(y—-Xb) = 0
— Xty—XtXb = 0
— XtXb = Xty

Suponiendo que XX sea una matriz invertible, lo cual se tiene
cuando los vectores columna zg,z1,...,2s son linealmente inde-
pendientes, se obtiene finalmente que:

b= (X'X)"'X"y. (9.10)

9.2.3 Indice de calidad

Andlogamente al caso de dos variables, medimos la calidad de la
estimacién con el coeficiente de correlacién entre los vectores y y

~

y:

~

r(,7) = Wl _ o) (9.11)
[[yel
que se llama indice de calidad de la regresion ( 6 es el dngulo entre
el vector y,. y su proyeccién ortogonal y.., sobre W = Cl{z1¢, ..., T5:},
donde ;. es la variable z; centrada).

9.2.4 Ejemplo [9.2: estimaciones con datos no
centrados

A continuacién realizaremos los célculos correspondientes para
estimar los vectores b y y de acuerdo con la informacién que
disponemos:

10 10700 3200 55.7 60.5 88
10700 11730000 3425000 61640 66450 95600
3200 3425000 1050000 18045 19125 28200
55.7 61640 18045 329.39  346.1 505
60.5 66450 19125  346.1 384.25 538
88 95600 28200 505 538 792
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Calculando (X*X)~1 Xty = b obtenemos
B = (—0.26.0822,0.00276874, 0.0714974, 1.80473, 1.38543, 1.62571)

con lo cual
j=Xb=
1 1100 300 6 5 10 32.425
1 1000 200 4 7 8 20.908
1 1200 350 6.7 8 10 —26.082 41.696
1 1000 300 5 6 8 0.00277 28.477
1 1100 300 55 7 9 0.07150 | | 32.668
1 1200 350 8 6 11 1.80473 | — | 42.897
1 900 300 4 5 8 1.38543 25.010
1 700 400 35 3 7 1.62571 26.307
1 1200 350 6 T T 34.170
1 1300 350 7 6.5 10 40.436

La calidad de los pardmetros estimados se mide con el coefi-
ciente de correlacién entre y y 7, como en el caso de dos variables:

~ Ye 7.09563
i) Il

el T 0.946084.

El siguiente grafico muestra los valores experimentales (vari-
able y) y los valores estimados por el modelo (variable 3), o sea,
los puntos (y;,%:). También se agrega la recta identidad para vi-
sualizar més facilmente los puntos (y;, ¥;) muy proximos a la recta

lo cual indica que g; es muy préximo a y;.

45

40

35

30

25

20

20 25 30 35 40 45

Figura 9.7: Puntos (y;,y;) y recta y = y.
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Resumimos los resultados obtenidos al estudiar el ejemplo an-
terior en la siguiente forma.

9.2.5 Resumen

Modelo de regresién lineal miiltiple: cuando una variable y
se explica por otras z1,...,z, variables mediante la relacién

y=bo+bizi+...+byz, te

los valores estimados para los pardmetros by, b1, ..., by, usando el
criterio de calidad de los minimos cuadrados, se obtienen segin el
teorema

Teorema 9.2 (Minimos cuadrados, datos no centrados)
Sean y, xo,...,xp € IR™, vectores de valores observados de las
variables del modelo de regresion lineal maultiple, con o = 1,
una variable de valor constante 1. En estos términos la relacion
asumida es

y="boro+biz1 +...+bpxy, +e=Xb+e

donde X = (20,21, Zp)px(p+1) ¥ b = (bo,...,bp)". Ademds
suponga que {xo,x1,...,2,} es linealmente independiente. En-
tonces al estimar el vector b usando minimos cuadrados se obtiene
que R

b= Proyy, y=(X'X)"'X'y

con Wx = Cl{xo,x1,...,zp}. Y el coeficiente de correlacion li-

neal entre y y y, r(y,y) = HzZH

ajuste, donde §j = Xb.

es una medida de calidad del

Al calcular Z, con el criterio de los minimos cuadrados, el vector
de residuos e resulta ortogonal a 1,, de manera que la media de
estos residuos es cero. Esto conduce a la igualdad entre las medias
deyyy: S A

y="boxTo+b1T1 + ...+ bpfp,

y entonces

Y =Tl = bi(x1 — T11n) + ... + by(zp, — Tpl,) = Za,
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o~ o~

donde @ = (b1,...,bp)", Z = (21,..., 2p)nxp ¥ 2i = T; — Til, para
t=1,...,p.

Estas variables centradas y la matriz Z pueden ser usadas en
el cémputo del vector b, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 9.3 (Variables centradas) Sean y, zo,...,z, € IR"
como en el teorema . Y sean z;, = x; — Til,, i =
1,...p los respectivos vectores centrados, Z = (zi,.. .,zp)nxp
y Wz = Cl{z,...,2,}. Entonces al estimar los pardmetros
b= (by,...,bp)", del modelo de regresion lineal mailtiple

Yy =boro +bix1+ ... +byx, t+e

usando minimos cuadrados con los datos centrados, se tiene que

~

(61, coby)t = Proyy,y = (ZtZ)~ 17ty

o~

bo= Y- biTi.

Demostracién: Sea H = C¢{1,,}. Como z; - 1, = 0 se tiene que
H, W, son subespacios ortogonales, ademas Wx = Wz + H. Se
sigue entonces que

ProyWX y = ProyWZ y + Proy vy
Proyy, vy = Zf:o bixi
Proyw,y = >0 Gz
Proygy = ¥l
luego
Pobiwi = YU, @@ —Fila) +7la

Zle a;T; + (? — Zle ’difi)ln.
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Como las coordenadas en una base son tnicas, se tiene

o~

by = a, i=1,...p
g0 = 7->r, Eﬁl
Finalmente
(b1,..., byt = Proyy,,y = (Z2'Z)"'Z'y
by = T b

9.2.6 Ejemplo estimaciones usando datos
centrados

Considere la matriz X = (z1,...,25), que a diferencia del caso
con datos no centrados, no incluye la primera columna de unos.
Entonces centrando las variables la matriz Z = (I,, — 11,1!)X,
n = 10 es:

30 =20 043 -—-1.05 1.2
-70 —-120 -1.57 0.95 -0.8
130 30 1.13 1.95 1.2
-7 —-20 -0.57 —-0.056 -0.8

30 =20 -0.07 0.95 0.2
130 30 243 —-0.06 22

-170 -20 -1.57 —-1.05 -0.8
-370 80 —2.07 -3.05 -18
130 30 043 0.—-95 -18
230 30 1.43 0.45 1.2

Estimacién de los pardmetros b;:

o~

(b1,...,bs) = (ZtZ)~1Zty = (0.0028,0.0715, 1.805, 1.385, 1.626)

by =7 — 0, biTi = —26.08
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Calculo del vector de valores estimados para y, sin centrar y cen-
trado, segin el modelo.

7 = X(bi,...bs)" +bols
= (32.43,20.91,41.7,28.48, 32.67, 42.9,
25.01,26.31,34.17,40.44)*

J. = (—0.07469,—11.59,9.197, —4.022,0.1681,
10.4, —7.489, —6.192, 1.671,7.937)*

Indice de calidad, calculado con los datos anteriores:

_
= _ el

r(y,Yy) = 0.946084.
[lyell

Observacion: si usamos en la definiciéon del producto interno la
matriz de pesos D, en lugar de la identidad I,,, el teorema [9.2] no
se altera en lo fundamental y ademas

o~

(b1,...,by) = (Z'DZ)~'Zty = V' Z' Dy

donde V es la matriz de varianza covarianza de las variables x;.

9.3 Ejercicios

1. En un espectrofotometro se mide absorvancia para muestras
de diferentes concentraciones de una sustancia. Los datos
obtenidos son los siguientes

Cp | 0.25 | 0.50 | 1.00 | 1.50 | 2.00 | 0.00
A ]0.03|0.02|0.05]| 0.07 | 0.09 | 0.00

Sabemos que la relacion entre absorvancia y concentraciéon es
lineal
A=ag+a1C, +¢

Estime la concentracién de la sustancia para una absorvancia
de 0.04.
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2. Use regresién lineal multiple para estimar los valores de a, b, c,
y d del polinomio ctibico y = a + bz + cx? + dz® que mejor
ajusta los datos de la siguiente tabla.

X

3
v | -2

[0]-1]2]1
[3]4]-2]2

Calcule el indice de calidad de la regresién (coeficiente de

correlacién) y discitalo. Indicacién, defina z1 = z, zo =

22, g3 = 2.

3. Un fabricante compra grandes cantidades de ciertos repuestos
para maquinas. Encuentra que su costo depende del nimero
de cajas de piezas que compre de una sola vez y que el cos-
to por unidad disminuye al aumentar el nimero de unidades
compradas. Supone que el costo es una funciéon cuadratica
del volumen de compra. De experiencias anteriores obtuvo la
siguiente tabla.

numero cajas | 10 | 30 | 50 | 100 | 175
costo total $ | 150 | 260 | 325 | 500 | 570

Encuentre la funcién de costo total.

4. Fl siguiente problema busca determinar la cantidad de ali-
mento que se le debe suministrar a una vaca de acuerdo con
su produccion de leche. Los datos corresponden a la Finca del
senior Ricardo Madriz Arias, el cual posee 50 vacas en produc-
cion. La Cooperativa de Productores de leche Dos pinos usa
la férmula : Cantidad alim= 0.4 Produccién.

Corrobore esa ecuacién con los datos de Don Ricardo, obte-
nidos de un muestreo de diez vacas. Observacién. Note que
en el modelo se asume que no hay término constante.

P(Ib / dfa) [ 49.5 [ 38 [ 34.5 [ 32.0 [ 275
CA(@b) [ 20 [15] 14 | 13 [ 11

P(Ib / dfa) | 25.0 | 21.0 | 17.0 | 13.5 | 7.0
CA@) |10 9 | 7 |5 |3

5. Los siguientes datos son el caudal promedio mensual obtenidos
en la estacién de Belén del Rio Macho (datos del ICE).
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Mes may | jun | jul ag | set | oc
Cau (m?/s) | 1.88 | 3.5 | 3.84 | 4.61 | 5.2 | 4.89

mes no di en feb | mar ab
Cau (m3/s 3.80 | 3.38 | 2.02 | 1.35 | 1.02 | 1.14

Usando una funcién cuadratica estime el caudal en funcién del
mes y use esa informacién para estimar la fecha de méaximo
caudal y el valor de este (Esta estaciéon aporta un 12% del
caudal que necesita la planta Hidroeléctrica de Rio Macho
para funcionar).

6. Suponga que la variable y se explica aproximadamente en
términos de la variable z, mediante la relacion

y=a+bxr+e

Utilice regresién lineal a fin de estimar los parametros a y b,
del anterior modelo, para la siguiente tabla de datos:

x| —-1|12|3]4
y| 5 |[4]1]|2

Detalle el procedimiento que lleva a su resultado.

7. Una cierta variable y se explica, aproximadamente, por la
variable x, en términos del siguiente modelo:

y=a+br’+e

donde € es un error desconocido y a, y b son pardmetros que se
desean estimar. Si dispone de los siguientes datos observados:

T 1 2 3 4 5
y | 8 | 60 |36 |45 | 75

a) Establezca el o los cambios de variable necesarios para
resolver el problema utilizando un modelo de regresion
lineal.

b) Determine la tabla de datos que requiere el modelo de
regresién lineal, para estimar dichos parametros.

¢) Calcule las estimaciones de a y b segin el modelo pro-
puesto, y el coeficiente de correlacién correspondiente.
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8.

10.

Igual que en el problema anterior, una cierta variable y se
explica, aproximadamente, por la variable z, en términos del
siguiente modelo:

y:a0+a1x+a2x2+a3x3+e

donde € es un error desconocido y ag, a1, as y ag son parame-
tros que se desean estimar. Si dispone de los siguientes datos
observados:

x|-3|-2|-1]0]1|2]3
y|-3|-1| 1|1]1|0]|2

Responda las mismas preguntas que en el ejercicio anterior.

. Suponga que la variable z se explica aproximadamente en

términos de las variables z y y, mediante la relacién
z=ar+ by +e.

Utilice regresion lineal multiple a fin de estimar los pardametros
a y b, del anterior modelo, segtn la siguiente tabla de datos:

x| 1] 0]-1]1
yl—2[-1] 0
z| 5] 3] 1|2

Detalle las operaciones que conducen a su resultado y estime
el valor de z cuandoxz =1y y = 1.

Se ha observado que en una granja, la producciéon de huevos
que denominamos y depende de la cantidad suministrada de
dos tipos de alimentos: x1 y x2. Suponga que la relacién entre
estas variables se explica apropiadamente por el modelo:

y = axry + bxo + ¢,

y que para la tabla de datos siguiente (que se muestra par-
cialmente: faltan los valores observados para y),

zp |1]0]1]2]1
z2 |01 ]1]1]2

Y

se estimaron los parametros a, b utilizando regresién lineal
multiple, y se calcul6 g (y estimado) y 7(y, y).
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11.

12.

13.

Regresién Lineal

a) Haga una ilustracién grafica de W = Cl{x1, 22}, vy §.

b) Si el vector y estimado resulté ser § = (2,2,4,6,6)%, cal-
cule los parametros a, b que se obtuvieron.

c) Si con estos datos, el coeficiente de correlacién es r =
0.902. ;Cuél es la norma del vector y. ? (y centrado)

d) Estime la produccién de huevos si las cantidades de los
dos tipos de alimentos son: 1 =1y o = 2.

El rendimiento y de la alfalfa (toneladas por acre) depende
linealmente de la cantidad = de agua aplicada (pulgadas por
acre) de acuerdo con la relacién: y = 5 + kx, que se puede
expresar como z = kz, con z =y — 5.

Estimar el valor de k& mediante regresién lineal, asumiendo
que se hicieron 8 mediciones y que los datos expresados en los
vectores I, 1 | T ( T es el vector con sus 8 entradas iguales a
1) verifican:

Z-1=210 -7 =7308 Z-§ = 1590.48
Indicacién: Z = (7 — 51)

Cuando se extrae agua de un pozo, este recupera parcialmente
su nivel con la captacién de agua de sus alrededores (acuifero).

Si en un pozo cilindrico se extrae agua mediante un bombeo
de caudal constante de 225m/h. El descenso en el nivel del
agua se da en la siguiente tabla.

t (min) | 200 | 280 | 300 | 350 | 400 | 500 | 600
Des (cm) | 31 | 33 | 335 | 34 |35 |34 |35

t (min) 700 | 900 | 1100 | 1200 | 1300 | 1440
Des (cm) | 36 | 38 | 38.5 | 39.5 | 39.5 | 40

Fuente:Custopio E: Ensayo de bombeo en el pozo Cornella-13
(Barcelona 1968)

Use una funcién lineal para estimar el descenso después de
1000 minutos de bombeo.

Una cierta variable y se explica, aproximadamente, por la
variable x, en términos del siguiente modelo exponencial:

y = e Prte
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14.

15.

16.

17.
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donde € es un error desconocido y «, 3 son los parametros que
se desean estimar.

Si dispone de los siguientes datos observados:

T

2

4 6

12

18

24

Y

1.07 | 1.88 | 2.26

2.78

2.97

2.99

a) Formule el problema como un problema de regresién li-
neal multiple.

b) Calcule las estimaciones de los pardmetros a 'y .

¢) Segun este modelo, cudl es el valor estimado para y,
cuando = = 10.

Sea B = {1,,21,..

., &p}, p < n, subconjunto de IR". D =
%In la matriz de pesos. Demuestre que:

a) Si B es linealmente independiente y z; = x; — T;1, en-

tonces B, = {z1, ..

., Zp} es Li.

b) Si W = C¢{B}, W.=Cl{B.}, H=Cl{1,}, Hesel
complemento ortogonal de W, respecto de W.

c) Si y € IR™, y. es el vector centrado correspondiente,
entonces Proyy,y = Proyy ye.

Sea H = I, — 21,1} matriz de n x n. Demuestre que

a) H es simétrica e idempotente ( H? = H.)

b) X. = HX. Al multiplicar X por H, por la izquierda,
produce como resultado una matriz con las correspondi-
entes columnas de X centradas.

Sean z,y € IR™ con ¥ la proyeccién de y a lo largo de z.

Demuestre que si 6 es el angulo de y con i entonces:

|cos O] =

ol

Yl

Si el producto interno esta definido por una matriz de pesos
D,,. Demuestre que:

L r2(y,7)

_ Var(y)
~ Var(y)
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2. 7%(y,7) = %. donde r es el coeficiente de

correlacién, Var (y) es la varianza de y, Cov (y,7) es la
covarianza entre y y ¥ .

18. En el modelo y = a 4 bx + €. Demuestre que:

= St ay; — nTy ~ Cov (z,y)
Y ta?—nz® Var(z)

a=y —bz. donde n es el nimero de datos.

19. Sean z, y vectores en IR™ de valores observados para las va-
riables z y y vy 1,, = (1,...,1)t. Considere los dos modelos
dados en términos de los vectores de datos observados:

y = axtal,+e (9.12)
y—7l, = ai(x—7Tl,) +e¢ (9.13)

donde T y ¥ son las medias aritméticas de x y y respectiva-
mente (T = Y ., x;/n). Observe que el modelo centrado
9.13| se obtiene del no centrado [9.12] por la relacién entre las
medias de x y y:
Y= a1T +ag
a) Muestre (e ilustre graficamente) que Proy, x = 71, y
(x —71,) L 1,.
b) Justifique que ||ayz + agl,||* = |lai(z — Z1,) + (1T +
ao)1n)l* = llar(z — T1n) [ + [71a 1.
c) Muestre que [[y|* = [ly — 71 % + |71 >

d) Finalmente pruebe que si definimos la calidad de la re-
gresion utilizando el coseno cuadrado del angulo entre los

vectores i,y (R? = %), en lugar del coseno cuadra-
do del angulo entre los mismos vectores, pero centrados
(r? = HZ‘Hj ), el resultado es diferente.
e NI e+ aolal? _ flar(e = L)) + 1
lyl]? lyl1? Ity = 71n) |12 + n7?

12

—71,) e )

donde lor@=TlI" _ llwell
 ly—y1a)I? Tyell? 7.

coeficiente de correlacién entre y, ¥.

r(y,7)?, es el cuadrado del



Capitulo 10

Transformaciones
Lineales

EL tema central de este capitulo es el estudio de una clase de
funciones especiales, llamadas transformaciones lineales.

Una de las caracteristicas importantes de las transformaciones
lineales es que estan totalmente determinadas por sus valores en
una base cualquiera del espacio. Ademas en los espacios de dimen-
sién finita (como es el caso que nos ocupa) toda transformacién
lineal puede ser representada por una matriz y reciprocamente a
toda matriz se le puede asociar una transformacion lineal.

Por ejemplo cuando se estudian sistemas de ecuaciones lineales
donde el recurso fundamental es la teoria de matrices, se puede es-
tablecer una conexién inmediata con las transformaciones lineales
para ver que la solucién de un sistema homogéneo es el nicleo
de una transformacién lineal, y que la solucién de un sistema no
homogéneo son las preimégenes bajo una transformacién lineal de
un cierto vector fijo.

Otras veces un enfoque basado en el lenguaje de las trans-
formaciones lineales nos permite deducir facil y elegantemente,
propiedades relativas a las matrices.

Aparte de lo anteriormente expuesto, el estudio de las trans-

289
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formaciones lineales cobra mayor interés en razén de que cuando
una transformacién entre espacios de dimensién finita no es lineal,
se acostumbra bajo ciertas hipotesis, aproximarlas por la suma de
una transformacion lineal més una constante. Este procedimiento
es tipico en numerosos problemas tanto de matematica como de
otras ciencias.

10.1 Concepto de transformacion lineal

Definicién 10.1 (Transformacidén lineal)

Sean V- y W e.v. sobre IR; se llama transformacion lineal de V a
W (que abreviamos con t.1. de V. a W), a toda funcidn

T:V—s W
que satisface para todo v,u € V y a € IR lo siguiente:
(a) T(aw) = T (v) (decimos que T “saca” el escalar «)

(b) T(v+u)=T(w)+T(u) (T preserva las operaciones suma
de los espacios vectoriales)

Notacion: Se denota al conjunto de las transformaciones linea-
lesde V a W por L(V,W) y si V =W se escribe L(V) en lugar
de L(V, V).

Ejemplo 10.1 Sea T : IR> —— IR? una funcién definida por:

T(x,y) = (x+y,z—-yy)
Comprobar que T' € L(IR?, IR3).
Solucién
T saca el escalar:

T((z,y)) = T(az,oy)
= (az +ay,az — ay,ay)
= alz+y,xr—y,y)
= oT'(z,y)
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T preserva la suma:

T((z1,y1) + (22, y2))
= T(x1+x2,y1 +Y2)
(1 + 22+ (y1 +y2), 21 + 22 — (Y1 + ¥2),y1 + Y2)
(1 +y1, 21 — Y1, 91) + (22 + Y2, 22 — Y2, Y2)
= T(x1,y1) + T(22,92)

Por lo tanto: T'((x1,y1) + (22,y2)) = T(x1,y1) + T(x2, y2).

Observaciones

(i) Una consecuencia directa de la propiedad (b) de la definicién
de t.1. es que T hace corresponder el cero de V con el cero
de W.

En efecto, T(0,) = T(0, + 0,) = T(0,) + T(0,). Luego
T(0,) = 0. Nétese que usamos el simbolo 0, para referirnos
al cero de V' y 0,, para el de W.

(ii) Las propiedades (a) y (b) definitorias de una t.l., se pueden
resumir en una sola:

TeLlV,W) < T(aw+u)=aT(w)+T(u)
VoueV yVaceR.

10.1.1 Imdagenes de los vectores de una base de-
terminan la t.l.

Una transformacion lineal queda determinada por sus valores en
los vectores de una base del espacio V.

Supongamos que para la transformacion T : V —— W, se
conocen los valores T'(v1),...,T(vy,), donde B = {v1,...,v,} es
una base de V, entonces para cualquier v € V se tiene que:

V= QU1 + QU + -+ -+ an U,
y es posible determinar T'(v) porque:
T(v) =T ;) = onT(v1) + axT(vz) + -+ + aT(vn).
i=1

Los siguientes ejemplos ilustran esta idea.
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Ejemplo 10.2 Sea la transformacién lineal T : IR? ——— IR?
cuyos valores en la base canénica de IR® son: T(e1) = (1,1),
T(e2) = (0,1), T(eg) = (1,—1). Obtenga la expresién general de
T(z,y,z2).

Solucion

Sea (1,y,2) € IR?, es decir (z,y,2) = xe; + yes + ze3. Puesto
que T es una t.l. se tiene que:

T($7y7 Z) = xT(el) + yT(e2) + zT(eS)
(x+z,24+y—2)

Ejemplo 10.3 Encontrar la transformacion lineal
T : IR? —— IR? que a todo vector de IR? lo rota en un angulo 6
en la direccién positiva, sin alterar su norma.

T(ez) €24

NE]

Figura 10.1: T rota vectores en un angulo 6.

Como T queda determinada por sus valores en los vectores de
una base, para determinar T'(z,y) es suficiente calcular T'(e1) y
T'(ez). De la gréfica se observa que:

T(e1) = (cos b, sen6) T(es) = (—sen6,cosf)
Luego

T(z,y) =T(ze1 +ye2) = aT(e1)+ yT(e2)
= xz(cosf, senf) + y(—sen b, cosh)
= (xcosf —ysenb, xsenb + ycosb)
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10.2 Relacién entre transformaciones y
matrices

Cada matriz en M(m,n,IR) determina una unica transforma-
cién en L(IR™,IR™), e inversamente, cada transformacién lineal
en L(IR™, IR™) se puede asociar a una matriz A € M(m,n, R),
Unica si fijamos una base para cada espacio, lo cual se explicara
més adelante.

Esta asociacién entre transformaciones y matrices se expresa
por medio de una funcién biyectiva que preserva ciertas operacio-
nes (esto es, el isomorfismo entre t.l. y matrices), lo cual permite
afirmar que que transformaciones lineales y matrices son objetos
matematicos idénticos.

En primer término observemos que a toda matriz define una
transformacién lineal.

10.2.1 Toda matriz define una transformacion
lineal

Sea A una matriz de tamano m x n. A la matriz A le asociamos
la transformacion lineal:

Ty :R" —— IR™ tal que Ta(z) = Az ¥V z € R".
Claramente T4 es lineal. En efecto:
Tu(aw +y) = Alaw +y) = ada + Ay = oTa(x) + Ta(y)

De lo anterior podemos concluir que toda matriz de tamano m xn
puede verse como una transformacion lineal de IR™ en IR™.

En estos casos conviene representar los vectores de los espacios
IR™ como vectores columna.

Ejemplo 10.4 La transformacién T : IR®> —— IR?, obtenida en
el ejemplo es de la forma “T4(x) = Axz”, porque puede ser
escrita como:

Txix—i—zille
Y1 = \o+y—2)" L1 1 -1 )Y

z
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Y ademads, se puede observar que las columnas de la matriz que
se asocia a la transformacién son las imagenes de los vectores de
la base canénica de IR>:

1 0 0
(1 9.0)-|r o) 7 (1) 7o) ) = renrieris)

En el ejemplo tenemos lo mismo:

AR xcosf —ysenf\ [ cosf —senf x
y)  \xzsenf+ycosf) \ senf cosf Yy
y nuevamente las columnas de la matriz que asocia a la rotacién
T son las imagenes de los vectores candnicos:

(o Tumg ) - ey T,

10.2.2 Asociacion de matrices a las transforma-
ciones

En el caso particular de que se elijan las bases canénicas, para los
espacios IR"™ y IR™, se puede asociar a la transformaciéon lineal
T : IR" —— IR™ una matriz A de la siguiente manera:

Para todo x € IR", x = x1e1 + x2e2 + - -+ + ey, luego

T(x) = T, wie;)
x1T(e1) + z2T(e2) + -+ + x, T (en)
E4T(€1)T(€2) <Tlep))z

donde A = (T'(e1)T(e2)--T(en)) es una matriz m x n, que se
asocia a la transformacién T y la denominamos matriz candnica
de T.

La asociacién de una matriz a una transformacion, vista an-
teriormente, no es Unica, puesto que para cada pareja de bases
By € R™ y By € IR™, se puede pensar en una asociaciéon de este
tipo.
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SeaT : V —— W, una transformacién lineal y By = {vy, -+, v, }
y Bo = {u1, - ,un} bases de V' y W respectivamente. Para
t=1,---,n, T(v;) se puede expresar de manera tnica como com-
binacién lineal de wq, -« -, Up,:
T(v1) = anur + -+ Gmitn,
T(v2) = apur + - + Gmalm
(10.1)
T(Un) = aipUur + -+ Gmpltm

lo que también expresamos como:

arl a2 Q1n
Tl = | | Twls = | = | - [T(va)ls, =

am1 am?2 Amn
Como los valores T'(vy),...,T(vy,) definen la transformacién T,
dada Ba, los vectores [T'(v1)]B,, - - -, [T'(vn)]B, también determinan

a T, y convenimos en la siguiente definicién.

Definicién 10.2 (Matriz de una transformacién lineal)

La matriz de T (o representacidn matricial) en el par de bases By
y By se define por:

ail aiz -+ Gin

Ba a1 Qg2 *-° A2n
(T52 = ([T(v1)]g, - [T(vn)lB,) =

Am1 Gm2 *°° OGmn

Si V=W y By = By escribimos [T, en lugar de [T]gf.

La matriz [T]gf juega para T un papel similar que la matriz
A para Ty.

Como Bj es base de V, todo v € V se escribe:

V=1V + v + - -+ a,Un



296 Transformaciones Lineales

On

Y dada la linealidad de T' y las identidades en se deduce que:

Tw) = oaT(v1) 4+ T (va)+ -+ a,T(vy)

= o(aniur + -+ amitiy)
+az(aiour + - - + Amatim)

+Oln(a1nu1 +-+ amnum)

= (1011 + a2a12 + -+ - + apain)ur
+(aja1 + aag + - - + apaon)us

+Hoami + ama + - - + A lmn ) Un,.

De lo cual se puede observar que:

Q1011 + Q2612 + -+ + Qpin

Q1021 + Q222 + - - + Qp2y
[T(v)]BQ =

Q1am1 + Q2Gm2 + -+ + Qpamn

aiil @12 o A1n aq
a21 G2 -+ G2p Qg
Am1  Am2 o Qmn Qo
_ B2
= [T]5[vls,-

Resultado que resumimos en el siguiente teorema:



10.2 Relacion entre transformaciones y matrices 297

Teorema 10.3 Sea T € L(V,W), By = {v1,---,vn} una base de
V,yBs={u1, -, un} una base de W. St A = (aij)mxn = [T]gf
es la matriz de T en las bases By y Ba, entonces

[T (2)]s, = [T [z]s, Yz € V.

Ejemplo 10.5 Considere la t.1. T : IR —— IR? tal que
x sty
r Z - (Bx — z) '

Y sean C; = {e1, e2,e3}, Co = {f1, f2} las bases canénicas de IR® y
IR? respectivamente. Ademéds B; = {(1,1,2)%,(-3,0,1)%,(2,4,3)"}
una base de IR? y By = {(4,1),(3,1)} base de IR%. Encuentre las

matrices: [T]gf y 15

Solucién: En el primer caso resulta facil ver que:

T(er) = (4) = /i + 3 = TleDle, = (5

T(ea) = () = fr + 08 = [T(e)lex = ()
0 0

T = () =05~ o= el = ().

116 = (e TealesTeale) = (5 ¢y )-

Para obtener [T gf procedemos andlogamente, sin embargo, no
conocemos los coeficientes a;; de las identidades que corres-
ponden a este caso, por lo que debemos plantear los respectivos
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sistemas de ecuaciones:

i) =0 =)0
(1) - ) = )
(1) = O =00

Observe que se trata de tres sistemas de ecuaciones lineales, es-
critos en su forma columnar, todos con la misma matriz del sis-

temas:
4 3 ail\ 2
1 1 a1 S\l
4 3 a12 o -3
1 1 a2 - —-10/°
4 3 13\ _ 6
1 1 a3 o 3/
Naturalmente, como en el caso del computo de una matriz inversa,

se pueden resolver todos simultaneamente, mediante el siguiente
proceso de cémputo:

4 3|2 -3 6 fi, fo 1 1|1 —10 3
1 1]1 -10 3) ——— 4 3[2 -3 6

Luego

B
T35 Tt

B2 Ba Bz
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Este ejemplo muestra que si T : IR® —— IR™ es una t.1.,
By = {v1,--+,v,} una base de R", y Bs = {u1, -+, Uy} una
base de IR™, el problema de calcular [T] gf se resuelve aplicando
operaciones elementales a la matriz

(urug . .. up|T(v1)T (v2) ... T(vy))
hasta obtener

(er€2 .. em|[T(01)]5, [T (v2)]B, - .. [T (vn)l5,) = (L [T1E2).

Ejemplo 10.6 Usando la matriz [T]gf del ejemplo anterior, cal-
cular T(0,5,6)*.

Solucién
Sabemos que [T'(z)]|p, = [T}gf [], ¥ como
1 -3

2
=1+ 0 |+(4
2 1 3

0
5
6
0
se tiene que 5 =|1]. Luego
1
(-1 27 -3 1] = 23
- 2 =37 6 1 To\—29)°
Ba
0
4 3 )
o(3)=n()-m()- (%)

Podemos verificar nuestros cédlculos evaluando directamente en la
trasformacién lineal 7'(0,5,6) = (0 + 5,3(0) — 6) = (5, —6).

T

(@230} S an)

Finalmente

10.2.3 Matrices de cambio de base

Cuando consideramos la t.l. identidad de IR™, que denotamos
como I —no confundir con la matriz identidad— y un par de bases



300 Transformaciones Lineales

para R™: By = {u1, -, un} y Ba = {v1,--,v,}, la matriz de T
en las bases By y Ba, [I ]gf, tiene una interpretacion especialmente
importante. Observe que para todo x € IR™, por el teorema [10.3]

(], = [ (@)]5, = [L]3:[2]5,

luego [I ]gf tiene el efecto de cambiar las coordenadas de x de la
base By a la base Bs.

Definicién 10.4 (Matriz de cambio de base)

St By y By son dos bases de un mismo espacio V e I la transfor-
macion identidad de V', se llama matriz de cambio de base de B
a By a la matriz:

1.

Naturalmente, el computo de matrices de cambio de base, re-
sulta en un caso particular de proceso para determinar una matriz
[T]gf, ya visto en el ejemplo

Ejemplo 10.7 Considere las bases de IR3:
Bl = {Ul,’LLQ,’LLg} = {(1’0, 1)t, (07 ]-a 1)ta (_1707 1)t}v

62 = {Ul,’U27’U3} = {(07 _17 1)t7 (1707 _1)t7 (17 07 1>t}
y determine la matriz de cambio de base de By a Bs.

Solucion:

115 = (L (u1)]s, [ (u2)]s, [ (u3)]5,) = ([ur] s, [us] s [us]s,)-

Por otra parte,

alj
[uj]Bz = | az; <~ Uj; = a1501 + QA2;V2 + as;vs
agj
a1y
< Uu; = (’1}17]21}3) az;
Cng

Luego deben resolverse simultdneamente estos tres sistemas de
ecuaciones lineales, todos com matriz del sistema igual a (v;vv3):

0 1 1|11 0 -1
(1)11)21}3|U1UQU3) = -1 0 0j]0 1 0
1 -1 1|1 1 1
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10 0[/0 -1 0
01 0[0 -1 -1 |=(I|)
— \oo1/1 1 o0 '

De donde se obtiene la matriz de cambio de base buscada:

0 -1 0
MNg=10 -1 -1
1 1 0

Observe que [(0,1,3)!]5, = (1,1,1)* y que el producto:

0 -1 0 1 -1
0 -1 -1 11 =1-2
1 1 0 1 2

produce el vector de coordenadas de (0,1, 3)* en la base Bs.

10.2.4 Composicion de t.l. y producto matricial

Con la representacion matricial de las transformaciones lineales
se obtiene una correspondencia directa entre la composicién de
transformaciones lineales y la multiplicaciéon matricial

Definicién 10.5 (Composicién de transf. lineales)

Dados los espacios vectoriales V. W y U y dos t.1. S € L(V,W)
yT € LIW,U):

VSWTU.

Se define la funcion T oS : V —— U por

(ToS)(x)=T(S(x)) VezeV.

Se comprueba facilmente que T o S es lineal y ademaés que la
composicién de transformaciones es asociativa, esto es:

si Vg T Vs & V3 T V4 entonces

(T3 9 Tg) o T1 = Tg o (T2 o Tl)
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La composicién de transformaciones corresponde con la multi-
plicaciéon matricial en los términos que establece el siguiente teo-
rema:

Teorema 10.6 Considere las t.I. S y T como en el esquema:

% S w T U
RN NN
Bl —_— BQ —_— 33
Donde By = {v1,-+,v,} es una base de V,
By = {wy, -, wn} es una base de Wy
Bs = {u1, -, up} es una base de U.

Entonces [T o S]gf = [T]gz [S]gf'

Demostracién: Sea [T]gi = (aij)pxm ¥ [S’}gf = (bij)mxn. Pro-

baremos que la i-ésima columna de [T o S}gi’ es igual a [T ]gi b;.
B2

donde b; es la columna i-ésima de [S];3°.
(ToS)(vi) =T(S(w)) = T(3.L; bsiws)

2o bsiT(ws)

D omy bsi (Z§:1 ajsuj)

= i (2l ajsbsi) uy.

Por lo tanto, la columna i-ésima de

[T o S]g’f es

(Z:;l aisbsi7 ) Z;ll (Ipsbsi)t

aix aiz - QAim b
10
a21 A22 - A2m
b..:
pT
apl ap2 PRI apm

= [T)3 b
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Si en particular, en el teorema anterior todos los espacios vec-
toriales son el mismo: V = W = U, ambas transformaciones son
la identidad: T'= S =1 y By = B3, obtenemos:

B BB
s, = [I o 1], = [1],[1]5;-

Por otra parte [I|g, = I,, puesto que si By = {v1,v9,...,0n},
entonces [v;]p, = e; es el i-ésimo vector candnico, luego

U]g, = ([vils,[v2]B, - - - [vn]B,) = (e1€2.. . €n) = In.
Por tanto

L = Mg 15 = (1)~ = [z
Ejemplo 10.8 Utilizando la matriz del ejemplo [10.5]
mE- (5 5 )
Calcule [T, donde & = {(-1,1)%,(4,-5)"}.
Solucién: Como I o T = T utilizando el teorema [I0.6}
(T15, = [T o T)g, = (15, [T)3;-

Luego es suficiente calcular [I]% :

1((4,1)) = (4,1) = —24(—1,1) — 5(4, —5),

I((3,1)) = (3,1) = —=19(—1,1) — 4(4, —5), entonces

£ -24 -19
[I] B — < -5 4 .
Finalmente

24 —19\ [ -1 27 -3
E _
s, = ( 5 -4 )( 2 37 6 )

[ —14 55 —42
-\ -3 13 -9 )
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10.2.5 Matrices asociadas a una misma trans-
formacion

Supongamos que 7' : V. —— W es una t.l. y que B; y B3 son
bases del espacio vectorial V', en tanto que By y B4 son bases
de W. El teorema [I0.6] permite también relacionar las matrices,
[T] g;‘ y [T]gf asociadas a una misma transformacién lineal 7', en
bases distintas.

Sean I, e I, las transformaciones identidad de V' y W respec-
tivamente y consideremos la siguiente composicién de transforma-
ciones:

I, T I,

V Vv w w

Podemos observar que T' = I, o T o I,,, de manera que:

[T]5: = (L] (T2 1],

Ejemplo 10.9 Sea L la recta de IR® engendrada por el vector
v = (1,1,1) y que contiene el origen. Queremos determinar la
transformacién T’ : IR? —— IR3, que a todo vector (x,y,z2) lo
rota un angulo 6 sobre el eje que determina la recta L.

Como en otras situaciones, para determinar la transformacion
T es suficiente con definir la imagenes por T de los vectores de
una base de IR3. Pero en este caso, debemos elegir una base
apropiada para facilitar el proceso: consideremos el vector vz =
(%, %, %)t sobre el eje L y completemos con otros dos vectores
hasta obtener una base ortonormal, por ejemplo:

1 1

_(7_7 1 1 2
IRV

,O)t y v2 = (%7%7—%)t~

Sea B la base obtenida: B = {vy,v2,v3}. Como v; y v2 son
ortogonales al eje de rotacion, los vectores del plano que engendran
rotan como en el caso de la rotacién de d4ngulo 6 en IR? (ejemplo
10.3)):
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Figura 10.2: Rotacién sobre el eje L de angulo 6.

Como en IR?, de las relaciones de trigonométricas seno y coseno
se tiene que:
T(v1) = cosfvy + sen Ovy
y T(v2) = —sen vy + cos Ouvs.

Ademads, como vz estd en el eje de rotacién no se modifica al
aplicarle T

T('Ug) = V3.
Luego
cos 6 —senf 0
[T(v)]lg= | senb |, [T(v)lg=| cost |, [T(vs)lz=1]0
0 0 1

Con lo que disponemos de la matriz de T" en la base B:

cos) —senf O
[T = ([T'(v1)]s[T(v2)]5[T (v3)]5) = | sen® cos® 0
0 0 1

Por otra parte, si C = {ej,ea,e3} es la base canénica de IR3, las
matrices de cambio de base [I]G y [I]5 se obtienen fcilmente:

115 = ([v1e [v2le [vsle) = (v1,v2,v3) =

< SIS
ShS-§l-
SFS-S-



306 Transformaciones Lineales

1 =1 9
[11¢ = (1)) = (115" = Vi i1
R U G G
Vi V3 VB

Finalmente podemos obtener la matriz de T en la base candnica:

[Tle =5 [Ts 12 =

11 1 o1
\_/% \{g \{g cosf@ —senf O \45 \45 o
E Tg @ Se(r)19 Coge (1) @ @ @
0 % Vi V5 VB

Si denotamos a = 1 4 2cosf, f = 1 — cosf — /3senf y v =
1 — cos @ + v/3senb, el producto de estas matrices es:

1 (o B 7
[T]ng vy oa B
B v o«
De manera que
T 1 [ @ 6 v T
Tly)=3( 1 « B Yy
z 8 v « z

10.3 Nucleo e Imagen

Esta seccién comprende el estudio de dos subespacios asociados a
toda transformacion lineal: el nicleo y la imagen. En particular
nos interesa destacar los métodos de cdlculo, algunos resultados
sobre dimensién y la relacién del nicleo y la imagen con la inyec-
tividad y sobreyectividad.
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10.3.1 Definicion de nicleo e imagen

Definicién 10.7 (Nicleo e imagen)

Sea T € L(V,W).

a) El conjunto Nuc(T) ={v € V|T(v) = 0y} se llama nicleo
de T.

b) El conjunto Img(T) = {T(x)|z € V} se llama imagen de V
bajo T', o simplemente imagen de T'.

Teorema 10.8 Sea T € L(V,W). El Nuc(T) y la Img(T) son
subespacios de V. y W respectivamente

Demostracién: Nuc (T') # (:
T(0y) =T(0, +0,) = T(0,) + T(0,) = T(0y) = Oy,
luego 0, € Nuc (7).

Sean v,u € Nuc(T) y @ € IR. Vamos a probar que
av +u € Nuc(T).

T(aw +u) = aT(v) + T(u) = a0y + 0y = 0.

Por lo tanto av + u € Nuc(T'). De manera igualmente fécil se
deduce que Img (T') es un subespacio de W.

2 =2
Ejemplo 10.10 Sea A= | -1 1 | yT € L(IR?, IR?) defini-
1 -1

da por T'(z,y) = A (j) Calcular una base de Nuc (7).

Solucion
Por definicién:

(z,y) € Nuc(T) < T'(z,y) = (0,0,0).
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Por lo tanto tienen lugar las siguientes equivalencias:

(z,y) € Nuc(T) <= (2z-2y,—z+y,x—y)=(0,0,0)

20 -2y = 0
= —z+y = 0
T —y = 0

Luego x =y y por lo tanto: Nuc (T') = C¢{(1,1)}.

En este ejemplo hemos visto que encontrar una base del nicleo
es lo mismo que encontrar una base del espacio soluciéon de un sis-
tema homogéneo. El teorema[10.3] permite generalizar este resul-
tado a una t.l. definida entre cualesquiera espacios de dimensién
finita.

En efecto, si A es la matriz de T' € L(V,W) en un par de
bases By C de V' y W respectivamente, entonces la solucién del
sistema Az = 0, donde x = [v]g caracteriza las coordenadas de
los vectores v del nicleo de T'.

Ejemplo 10.11 Sea T € L(IR*, IR?) tal que:

1 21 -1
mg=10 -1 0 1 |=A
1 3 2 2

1. Obtenga una base del Nuc (7).

2. Obtenga la expresién general de T'(z) en términos de las
entradas de z € IR*.

Las bases C y B se definen asi: C es la base canénica de IR?
y
B={(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,0,0,1)}

Solucion

(1) Sea = = (a,b,c,d), entonces

[T(z)]c = Alz]g = 0 <= z € Nuc(T).
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Luego hay que resolver el sistema

1 21 -1 " 0

0 -1 0 1 i:o

1 3 2 2 0
u

donde [z]|p = (r, s, t, u).

Realizando operaciones elementales fila sobre A se obtiene
el sistema equivalente:

1 00 -3 i 0
0 -1 0 1 . =10
0 0 1 4 0
U
cuya solucion es r = 3u, s = u, t = —4u. Por tanto

x € Nuc(T) <
2 = 3u(1,1,0,0) + u(1,0,1,0) — 4u(1,0,0,1) + u(0,0,0,1)

Luego x es igual a:
xz=u(0,3,1,-3).

Por tanto una base del Nuc(T) estd formada por el dnico
elemento (0,3, 1, —3).
Sea z = (a,b,¢,d), [T(z)|c = Alz]s.

Es suficiente calcular las coordenadas de z en B, en términos
de a,b,c,d:

z = 1(1,1,0,0) + h(1,0,1,0) + k£(1,0,0,1) + r(0,0,0,1)
= (I+h+kllhk+r).
Entonces
h = ¢
I =D
k = a—1l—h
r = d-—
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Porlotanto k=a—-b—cyr=d—a+b+c

1 21 -1 b
T = | 0 -1 0 1 a_z_c
1 32 2
d—a+b+c
2a —b—d
= d+b—a
b+ 3¢+ 2d

Luego

T(z)=(2a—b—d,d+b—a,b+ 3c—a+2d).

10.3.2 Inyectividad y sobreyectividad

La secuencia de teoremas que siguen ((10.10}. .. {10.13)) conforman

una sola unidad en cuanto que establecen las relaciones basicas en-
tre las propiedades de inyectividad y sobreyectividad con el nticleo
y las dimensiones de los espacios involucrados. Como veremos, es-
tos resultados nos permitiran comprender mejor la naturaleza de
las transformaciones lineales.

Definicién 10.9 (Inyectividad y Sobreyectividad)

Sea f: A—— B, una funcidon del conjunto A al conjunto B.

a) Se dice que f es inyectiva si todo elemento z € B tiene a lo
mds una preimagen x € A, z = f(x), o equivalentemente si:

f@)=fly) =z=y
b) f es sobreyectiva si todo elemento z € B es imagen de algin
x € A, o sea, Img(f) = B. Equivalentemente, f es so-

breyectiva si la ecuacion en la variable x:

f(z) =z tiene solucion ¥V z € B

¢) Cuando f es inyectiva y sobreyectiva se dice que f es biyec-
tiva.
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Ejemplo 10.12 Sea T € L(IR3, IR?) definida por T(x,y,z) =
(r—y,—x+y+ 2z, —y+2). (Es T sobreyectiva?

Solucién: T es sobreyectiva si T'(x,y, z) = (a, b, ¢) tiene solucién

V (a,b,c) € IR3.

T(m,y,z) = (aab7 C)
= (@-y-—z+y+z-y+2)=(abo)

r—y = a
— —x+y+z =0
—y+z = c

Resolviendo el sistema se tiene que (z,y,2) = (2a+b—c,a+b—
c¢,a+b). Luego para cada (a,b,c) € IR? el sistema tiene solucién
por lo tanto es sobreyectiva.

Verificar la inyectividad de una transformacién lineal a partir
de la definicién, aunque no es en extremo dificil, es mas dificil que
si se emplea el teorema siguiente.

Teorema 10.10 Sea T € L(V,W). Se tiene que:

T es inyectiva <= Nuc(T) = {0}.

Demostraciéon: “=": Supongamos que 7T es inyectiva. Sea
x € Nuc(T) entonces T'(x) = 0 = T(0). Luego z = 0 (por la
inyectividad). De donde Nuc (T') = {0}.

“<”: Supongamos que Nuc(T) = {0} y que T(x) = T(y).
Hay que probar que x = y. Como T es lineal:

T(x) =T(y)
= T(x)—-T(y) =0
= T(x—-y)=0
= z—y€ Nuc(T)
= z—y=0
= z=y.
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Teorema 10.11 Sea T € L(V, W)
(a) SiV =Cl{vy,- -+, v} entonces

Img (T) = CK{T(Ul)a e ’T(vm)}

(b) Si T es inyectiva y vi, -, Uy Sson Li entonces
T(v1), -, T(vm) son Li.

En particular: dimV = dim( Img (T)).

Demostracién:

(a) La prueba se propone como ejercicio.

(b) Veamos que: T'(v1), -, T (vy,) son Li. :
Sea dy,---,d,, escalares en IR tales que:

m

Z le(’Ul) =0

i=1

entonces >0 ;T (v;) =T (31, div;) =0,

de donde Z:il div; € Nuc(T). Pero como T es inyectiva

entonces Nuc (T') = {0}. Por tanto Z d;v; =0y se deduce
i=1

que dy =ds = -+ =d,, =0, porque {vy,...,v,} es Li.

Ejemplo 10.13 Sea la transformacién lineal T : IR? —— IR*
definida por:

T(x,y,2)=(x+z,x+y+22,y+z,2+2).
Obtenga una base de Img (T") y del nucleo(T).
Solucién

Calculo de una base de Img (7"): consideramos la base canénica
de IR3, {e1,ea,e3}. Por el teorema [10.11] se concluye que T'(ey),
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T(e2), T'(e3) generan a Img (7).
Img (T) = Cl{T(e1),T(e2), T(e3)}.
Pero por otra parte:

T(e1) =(1,1,0,1) T(e2) =(0,1,1,0) T(e3)=1(1,2,1,1).
Y se observa que T'(es) = T'(e1) + T'(e2). Luego una base para
Img (T') es:

B, ={(1,1,0,1),(0.1,1,0)}.
Ahora calculemos una base para Nuc (T'):

(2,9,2) € Nuc(T)
= T(z,y,2) = (0,0,0,0)
— (z+z,c+y+2z,y+z,2+2)=(0,00,0).

Y resolviendo se tiene que x + z =0, y+ z =0, luego
Nue (T) = {(~2,—=2)|2 € R} = C¢{(1,1,~1)}
de donde By = {(1,1,—1)} es una base para Nuc (7).

Teorema 10.12 Sea T € L(V,W) y dimV = dimW = n. En-
tonces
T es inyectiva <= T es sobreyectiva.

Demostracién:  “=": Sea {vi,---,v,} una base de V, por

teorema [10.11)(b) se tiene que {T'(v1),---,T(v,)} es una base
de Img (7). Luego dim Img(T) = dimW y consecuentemente

Img (T) =W.

“<”: sea {z1, -+, 2n} una base de W. Como Img(T) = W,
existe
v € Vitalque T(v;) =2, i =1,2,--+,n.
Vamos a probar que {vy,---,v,} es una base de V y luego que
Nuc (T') = {0} con lo cual la prueba seria completa. Sean dy, - - -, d,

elementos de IR tales que Z d;v; = 0. Por tanto
i=1

n

ZdiT(Ui) = idlzl =0
i=1

=1
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luego dy = --- =d, = 0. Es decir vy, - -, v, son Li. y constituyen
una base de V, puesto que dimV = n.

Sea ahora x € Nuc (T), existen «ay, -+, a, € IR tales que

n
Tr = E ;5.
i=1

Entonces 0 = T'(x) = Z o;T(v;) = Z a;z;. De donde

i=1 i=1
ap==a,=0.

Por lo tanto z = 0, Nuc (T') = {0} y T es inyectiva.

Observacién

El resultado anterior no es valido si dim V' # dim W.

Teorema 10.13 Sea T € L(V,W) y V de dimension finita, en-
tonces
dim V = dim( Nuc(T)) + dim( Img (T))

Demostracion: Para los casos especiales T = 0 y T inyectiva
la validez del resultado es evidente.

Supongamos que T' # 0 y T no es inyectiva. Sea {v, -, v}
una base del Nuc (7T'), es decir dim(Nuc (7)) = k. Por el teore-
ma de completacién de la base existen uy,---,u, € V tales que
{v1, "+, Vg, U1, -, u-} es una base de V.

Vamos a probar que {T'(uy), T (u2), -, T (u,)} es una base de
Img (T'), con lo cual se tendria que dim Img (T') = r y por lo tanto
que dimV = r 4+ k = dim(Img (7)) + dim(Nuc (7).

e T(uy),--+,T(uy) son Li:
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T
sean d; € K, tales que ZdiT(ui) =0.

i=1
Luego T(Z d;ju;) = 0. De donde Z diu; € Nuc (T).
i=1 i=1
Como {vy, - -+, vx} es una base del Nuc (T'), entonces existen

«a; € IR tales que

r k
E dlul = E Q;V;.
i=1 j=1

Como vy, -+, Vg, U1, -, Ur son Li., se concluye que
d1:"'7:dr:a1:"'7:ak20'
De donde T'(u1), -+, T (u,) son Li.

e T(uy),-+,T(u,) generan a Img (T):

sea y € Img (T') entonces existe z € V tal que T'(z) = y.

k r
Sea x = Z d;v; + Z Bju;; luego

i=1 j=1

k r r
T(x)=> dT(v;)+ Y BiT(u;) = BT (uy).
i=1 j=1 j=1
Por lo tanto T'(u1), -+, T (u,) generan a Img (7).

Ejemplo 10.14 En el ejemplo en la pagina observe
que T : R} —— IR*, dim(Nuc (7)) = 1y dim(Img(T)) = 3, asi
se verifica que:

dim(IR?) = dim(Nuc (7)) + dim(Img(T))

estoes 3 =1+ 2.



316 Transformaciones Lineales
10.3.3 Transformaciones invertibles

Definicién 10.14 (Inversa de una t. lineal)

Sea T € L(V,W). T se llama invertible si existe una transforma-
cion lineal TV W —— V tal que ToT ' =1, yT 'oT =1,
donde I, e I, son las identidades de V. y W respectivamente.

Teorema 10.15 (a) Sea T € L(V,W).

T es invertible <= T es biyectiva

(b) SeaT € L(V,W), dimV =n =dimW, By y By bases de
V' y W respectivamente. Entonces T es invertible si y solo
si [T]gf lo es. Y si este es el caso, entonces

(T3~ =[5

Demostracion:
(a) Ejercicio.
(b) “=": Sea T invertible, existe T~ € L(W, V) tal que
ToT '=I,yT loT=1,.
Por el teorema [I0.6] en la pdgina [302] se tiene:
Lulg; = [T o T = [T [T 5
Por otra parte, es claro que
By _
Lwlp: = In.
De manera similar se comprueba que:
— Bl BQ
I, = [T 1]32 [T}Bl'

Se concluye que A~ = [T_l]g;'
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“<”: Si A es invertible entonces el sistema Ax = 0 tiene
solucién S = {0}. Por el teorema se tiene:

T(v) = 0 <= [T(v)]s, = A[v]s, = 0.

Por la tanto: Nuc(T') = {0}. Luego por el teorema [10.12| T es
biyectiva y por la parte (a) sigue que T es invertible.

Ejemplo 10.15 Sea T € L(IR?) definida por
1 2 0
[T)c = -1 3 2 =A
0 1 1
donde C es la base canénica de IR3.

Compruebe que T es invertible, calcule T~!(z,y, ) y la matriz
de T~ ! en la base C.

Solucién: Para calcular la matriz inversa se aplican las opera-
ciones elementales por filas, a la matriz A.

1 2 0l1 0 1 2 0[1 0 0
13 92/0 10| nth 05 2/1 1 1
01 1/0 0 1 01 1]/0 0 1
12 o0l10 o0
—Sfs+ o 00 -3|1 1 -5
01 1/00 1
f2, f3 1 20/ 1 0 0
S lo11]l 0 o1
(W3)fs \0 0 1]-1 —1 3
120/ 1 0 o0
—1f3+ fo 101 2
S 011 b3
00 1f-3 -3 3
1 0 0] £ -2 4
—2fo+ f1 iF 3
01 0 )
— O G
00 1|-% -1 B
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1
Luego [T 1e=A"1 = %
3
Por otra parte, dado que
1
T @l = A7 ele = |
3

se obtiene el resultado siguiente:

Transformaciones Lineales

|
|
sloeolnol

(St v TN

Z1
T2
T3

\

[SS VN NI N

[T71($171'2,$3)]C = T71($1,$27£L'3)

1
= g(l‘l — 2x9 + 4dx3, 1 + T2 — 223, —x1 — T2 + Dx3).

Observacion: otra forma de resolver el problema anterior es:

[T(x)le

1 20
-1 3 2 [.’L‘]c
011

T(z,y,z) = (21 +2x9,—21 + 3w + 273,72 + 73)"

Luego se calcula directamente de T'(x,y, 2), la expresién general

de Tz, y,2).
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10.4 Ejercicios

1. Sea T : IR? — IR? una transformacién lineal tal que:
T(L 2a 0) = (17 1)7 T(_17 17 2) = (17 1)7 T(Oa 37 3) = (_13 O)
Para (z,y,2) € IR? determine T'(z,y, 2).

2. Defina una transformacién lineal T : IR? — IR?, que asocie
los puntos del cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1) (0,1)
(puntos de los lados e interiores) con puntos del paralelogramo
de vértices (0,0), (3,2), (4,6) (1,4), (puntos de los lados e
interiores).

3. Determine una transformacién lineal T : IR® — IR3, que
asigne el cero como imagen de todos los puntos de la recta
L: (t2t,0) y tal que el conjunto de imégenes de los puntos
del plano ITy : 2x+y—2=0seael plano Il : y+2z =0, (en
algunos casos se escribird: T(L) =0y T(II;) = IIy).

4. Determine una transformacién lineal T : IR? — IR3 tal que
T(Pl) = Pg, donde

P ={(z,y,2) € ZR3|(x,y,z) = (1+t,14s,—2t+3s), t,s € R}

vy B={(z.y.2) € R’z —2y — 2 =0}
Es decir, el conjunto de imagenes de los vectores del plano P;

es Ps.

5. Considere la transformacién T : IR® — IR? correspondiente
a una reflexién sobre el plano 7 : x+2z = 0. Observe que T deja
invariantes a los vectores del plano 7 e invierte la direccién de
aquellos que son ortogonales a 7.

i) Determine T'(z,y, 2).
ii) Calcule bases para Nuc (T) e Img(T).

6. Construya una t.1. T : IR* — IR®  tal que
Nuc (T) =C¢{(1,1,1,0),(2,-1,1, )} y
Img (T') = C4{(1,1,1),(0,0,1)}
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7. Considere la transformacién lineal identidad I en IR® vy
B = {uy,us,u3} una base de IR3.

1. Calcule [I]g y [IG con C = {eq,e2,e3} la base canénica
de IR3.

2. Si uy +ug —ug = ey, up +us = ez, aui + buz = e3.

Encuentre [I)5.

8. Sea T : IR® — IR? lineal tal que:
g_ (1 -1 2
[T}D - < 1 2 3 )
a) Si [v]p = (2,1,0)". Encuentre [T'(v)] .

b) Si B = {(1,—1),(0,1)} . Calcule las coordenadas de T'(v)
en la base canénica C de IR%.

c¢) Encuentre [T]%.
9. Sea T : IR® — IR? la transformacién lineal dada por:

T(z,y,2) = (z,y + 2,z + z). Considere las bases de IR:
B={(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}
B; ={(1,0,0,),(0,1,1),(1,1,0)}

1. Hallar la matriz de T respecto a la base B ([T]z).

2. Hallar la matriz de transicién de By a B ([I]5).

3. Usar 1. y 2. para encontrar la matriz de T' respecto a
By B (es decir la matriz [T]gl).

10. Sea B = {(1,1,0)*,(0,1,1)*,(1,1,1)*} una base y la transfor-
macién lineal 7 : IR? — IR3, definida por:

T[(1,1,0)"] = (0,1,1)*,  T[(0,1,1)"] = (0,0,0)",
y T[(]-vlal)t] - (232a2)t'

a) Sin hacer calculos, dé una base para Nuc(T') (Justi-
fique).

b) Determine [1]§ y [I]8 donde C es la base canénica de IR®
e I la transformacién identidad de R* a IR3.

¢) Calcule [T]¢ y dé una férmula general para T[(x,y, 2)*].
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11. Sea T : IR™ — IR™ lineal. Si B = {uq,...,u,} es base de IR".

1. Demuestre que Img (T") = C{T (u1),...,T(un)}.
2. Si T es inyectiva entonces {T'(u1),...,T (un)} es Li.

3. Si A es la matriz de T en las bases candnicas respectivas,
demuestre que las columnas de A generan Img (7).

4. Si
1 2 3
A_<—1 —2 —3)

Encuentre bases para Img (T"), Nuc (7).

12. Sea B = {(1,1,0)%,(0,—1,1)%,(1,0,—1)*} una base y la trans-
formacién lineal T : IR? — IR?, definida por:

T[(1,1,0)"] = (2,0,1)",  T[(0,-1,1)"] = (0,—1,1)",

T[(1,0,-1)] = (4,—-1,3)".

i) Determine [T]§, donde C es la basica canénica de IR®.

ii) Use i) para determinar la férmula general de T'[(z,y, 2)'],
iii) Calcule una base para el niicleo de T'. ;T es sobreyectiva?
Justifique.

13. Sean B = {vi,v2} y D = {wi,ws} bases de IR? tales que
w; = v; — Vg ¥ we = 3v1, y considere las transformaciones
lineales:

I:R? — IR? la transformacién identidad

T:IR?> — IR? talque[T}E—(é _(1))

a) Calcule [I]%.
b) Encuentre [T]g.
¢) Calcule [T'(2v1 — v2)]p.
d) Siwy = (1,-2)" y wy = (0,1)?, determine T'(2v; — v3).
14. Sean V, W subespacios de IR" de igual dimensién y
T:V — W, lineal. Demuestre que:

T es inyectiva si y s6lo si T es sobreyectiva.
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15. Sea W subespacio de IR™, T : IR™ — W tal que
T(v) = Proyyv.

1. Demuestre que T es lineal.

2.Sin=3y W ={(x,y,2)|z +y =0},
encuentre una base B de W y calcule [T15,
donde C es la base canénica de IR3.

3. Use 2) para determinar T'(z,y, 2).

4. Calcule la distancia de (—1,2,5) a W, utilizando la trans-
formacién T y el resultado obtenido en 3).

16. Sean T : IR — IR? definida por
1 2 0
Tly=A=| -1 3 2
0 1 1

a) Compruebe que T es invertible.

b) Calcule [T’l]B y T Y(w,y,2)
donde B = {(1,0,0,),(0,1,1),(1,1,0)}.

17. Sea T : IR3 — IR?,

T(x,y,z):(a:+y,xfy+z,yfz,x+z)

a) Demuestre que T es lineal.
b) Obtenga D base de Img (7).
c) Sea B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,0,1)} base de IR3.
Se define S : IR® — Img (T), S(z) = T(z) ¥V x € IR3.
Calcule [S]g y S~1!

18. Sea T : IR? — IR* definida por:

T(x,y,z) = (x—y,x—z,O,x—y)

a) Encuentre bases para el Nuc (T) e Img (7).
b) Decida si T es inyectiva. (Es T sobreyectiva?

c) Si C es la base canénica de IR* encuentre B base de IR? tal
que [T]fg tenga la segunda columna nula.
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19. Sea W = {(=,y, 2) € IR3|4z = 3y}.

a) Justifique por qué W es un subespacio de IR3.

b) Verifique que B = {(3,4,0),(—6,—8,2)} es una base de
w.

¢) Construya a partir de B una base ortonormal para W.
d) Dé una base ortonormal para W+.

e) Considere la transformacion lineal:
T : IR?* —— IR® definida por T'(v) = Proyy,v

i) Sin mds cdlculos, establezca: ImgT, NucT.

ii) Indique el rango de T y la dimensién del niicleo de
T.

iii) ;Es T Inyectiva, sobreyectiva? (Justifique.)
20. Sean W un subespacio de IR? y T : IR?> — W definida por:
T(x) = Proyyx

1. Demuestre que T es una transformacion lineal.

2. Si W es el plano de ecuacién 2x — 3y + z = 0 encuentre:
(a) Una férmula para T(z,y, 2).

(b) El nticleo de T.

(c) El conjunto T'(IR3).

(d) La distancia del punto (2, —1,0) al subespacio W.

21. Sea A una matriz de 2 x 2, v T4 : IR? —— IR2, tal que
Ta(x) = Az Vo € IR?

1. Demuestre que la matriz asociada a T’y en la base candnica
de IR? es A.

2. Demuestre que si A es una matriz ortogonal (A*A = I)
entonces T4 preserva norma y angulo, esto es que para
cualquier z,y € IR? se tiene:

[ Ta(@)|] = llz]] v ang(Ta(x), Ta(y)) = ang(z,y)

22. Sea v = (v1,v2) € IR?, ||v]| = 1y L la recta que pasa por el
origen en la direccién de v.
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Considere la transformacién linealﬂ T4 tal que Ta(x) es el
punto simétrico de x respecto a la recta L.

Nos referiremos a T4 como la reflexion respecto a la recta L.

1. Justifique que V = € IR?,
Ta(x) = 2Proy,z — x

y muestre que
i) Ta(er) = (203 —1,2v1v2) y Ta(ez) = (2v1v9, 205 —1)
ii) [|[Ta(ed)l| = 1.
2. Calcule A y det(A).
3. Muestre que T4 preserva norma.

4. Muestre que si e;+7T4(e1) es no nulo es un vector paralelo
av. Similarmente, si eo+74(e2) # 0 entonces es paralelo
awv.

23. En cada caso, encuentre A tal que T4 sea una reflexién res-
pecto:
i) al eje x,
ii) a la recta y = z,

(Ver pie de pégina en pdgina [324]). Verifique en ambos casos
que A es una matriz ortogonal.

24. Encuentre A para que T4 sea una rotacién en 30 grados. (Vea
pie de péagina en pagina y ejemplo [10.3). Encuentre ex-
plicitamente T's(z, y)

IEn este y los problemas que siguen A € M(2,IR) y T4 denota la t.l
definida por Ty : R2 —— IR?, tal que Ta(x) = Az Va € IR?
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25. Considere las transformaciones lineales Tr y T's definidas por:

(-1 0 (12 —3)2
R=(5 1) vs=( i V07)
a) Que tipo de movimientos realizan Tr y Ts.

b) Encuentre C tal que T¢ realiza un movimiento equiva-
lente a realizar Ts y luego Tg.

¢) Muestre que T preserva norma.

26. Sea la transformacion lineal Ty (z,y) = (z + ky,y) (llamada
deslizamiento de factor k en la direccién x)

1. Haga un grafico que muestre el efecto de T4 en la base
candnica.

2. Encuentre A

3. Si Tp es la t.l. que rota en un dngulo 6. Encuentre la
t.1. Te que rota y luego desliza.

27. Sea T4 tal que su imagen sobre la recta L; generada por e;
que pasa por el origen, es la recta T4 (L;) rotada 30 grados con
respecto a L; en el sentido del movimiento de las manecillas
del reloj, i =1, 2.

1. Encuentre la matriz A. Note que hay varias respuestas
que dependen de dos parametros.

2. Muestre que las tnicas transformaciones T € L(IR?)
que transforman rectas L que pasan por cero en rectas
T(L), rotadas 30 grados respecto a L, en el sentido del
movimiento de las manecillas del reloj, son las determi-
nadas en 1.

28. En cada caso, determine la transformacién T : IR? —— IR3,
es decir, determine la matriz A tal que T'(z) = Ax:
1. T es una rotacion derechaEI de dngulo 6 sobre el eje y.
2. T es una reflexién sobre el plano y = 0.

3. T es una rotacién derecha de dngulo 6 sobre el eje gene-
rado por v = (1,0, 1).

2Una rotacién sobre el eje determinado por el vector v se dice que es
derecha si corresponde al giro normal de atornillar e izquierda al de desator-
nillar.
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4. T es una reflexién sobre el plano x + z = 0.
5. T es una reflexién sobre el eje plano 2z —y + z = 0.

6. T es una rotacién derecha de angulo 6 sobre el eje ge-
nerado por v = (2,—1,1). Este caso, puede requerir de
computadora para efectuar y simplificar las operaciones
involucradas.



Capitulo 11

Vectores y Valores
Propios

Las ideas de vector y valor propio constituyen conceptos centrales
del algebra lineal y resultan una valiosa herramienta en la solucién
de numerosos problemas de la matematica. Aqui se presentan las
definiciones y resultados principales que permiten determinarlos,
y se aplican al problema de reconocer las cénicas y superficies
cuadricas, a partir de su ecuacion.

11.1 Concepto de valor y vector propio

Definicién 11.1 (Vector y valor propio)

Sea A una matriz n X n, decimos que un numero real \ es un
valor propio de A si existe una columna x de IR"™, x # 0, tal que
Ax = Ax. El vector x se llama vector propio de A asociado a .

También se utiliza el término valor caracteristico y autova-
lor para nombrar un valor propio y, correspondientemente, vector
caracteristico y autovector, para el vector propio.

327
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1 0 -1 1
Ejemplo 11.1 Sea A=| 0 1 1 y = [—-1]. Como
11 0 1

2 es un vector no nulo en el Nuc (A), verifica que Az = 03, o lo
que es lo mismo:

Az = 0x.

Luego = (1,—1,1)" es un vector propio de A asociado al valor
propio A = 0. Por otra parte, Va € IR, a # 0, x = (a,—a,a)*
también es vector propio de A asociado a 0.

Este ejemplo permite ver que en general si Nuc(A4) # {0},
entonces los vectores no nulos en Nuc (A) son vectores propios de
A asociados al valor propio 0.

1 0 -1 0
Ejemplo 11.2 Sea B=| 0 1 1 y z= |1 te R.
1 0 O 0

Si se efectia el producto matricial se verifica que
Bx =1z

luego Vt € IR,t # 0, x = (0,£,0)! es un vector propio de B
asociado al valor propio A = 1.

En los ejemplos anteriores se observa que para cada valor pro-
pio existe una infinitud de vectores propios. De hecho es facil
ver que si & es un vector propio de A asociado al valor propio A,
Az = Az, entonces A(az) = A(azx), luego axr también es vector
propio de A asociado a A\. Ademds, si y es otro vector propio de
A también asociado al valor propio A, Ay = Ay, entonces

Alz+y)=Az+ Ay = x4+ Iy = Az +y)

luego x + y es otro vector propio de A asociado a A. De esta
manera, para una matriz A n X n, si A es un valor propio de A
el conjunto de vectores propios de A asociados a A, incluyendo el
vector cero que no es vector propio, es un subespacio vectorial de
R™.
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Definicién 11.2 (Subespacio propio o caracteristico)

Sea \ un wvalor propio de A, el conjunto V) = {x|Ax =Xz} se
llama subespacio propio o espacio caracteristico de A asociado

a M. Y la dimension de Vy se denomina multiplicidad geométrica
de \.

Observe que:

V' = {z|Az = Az}
= {z|Az — \x =0}
= {z|(A-X)z=0,}

de manera que el subespacio propio de A asociado al valor propio A
corresponde al nicleo de la matriz A— A\I. Equivalente se muestra
que también es el nicleo de A\ — A.

Teorema 11.3 Si Ay,..., g, son k wvalores propios de A, dife-
rentes entre si y asociados respectivamente a los vectores propios
V1,...,Vk, entonces vy,...,v; son linealmente independientes.

Demostracién: La prueba se hace por induccion sobre el niimero
de valores propios de A. Sea k este nimero:

Para k = 2; se debe probar que
a1v1 + g = 0 = a1 = ag = 0. (11.1)
De la hipétesis en [11.1]se tiene que
0=A(a1v1 + azve) = ag Avy + agAvg

Luego
A1 101 + Agagvg = 0 (112)

Sumando —A;(a1v1 + agve = 0) a ecuacién ([11.2) se obtiene:
7A10[2’UQ + )\20[21}2 =0 o sea (7)\1 + )\2) Vg — 0

Como —A; + Ay # 0 entonces ay = 0. Sustituyendo ay = 0 en
a1v1 + agve = 0 se llega a a; = 0.
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Supongamos ahora que el resultado vale para k — 1 y que
o+ ap_1vp—1 + agvr = 0.
Procediendo de manera similar al caso k = 2, se llega a la ecuacion:

(=X + A1) a1vr + (A, + A2) agug + -+ -
+ (_/\k + Ak—l) ap_1vg_1 = 0.

Como por hipdtesis de induccién vq,...,vx_1 son li. entonces
(=Xk + X)) a; =0parai=1,...,k—1. De esto se sigue facilmente
que a; = -+ = = 0.

11.1.1 Calculo de valores y vectores propios

La busqueda y célculo de valores propios para una matriz A se
apoya en las equivalencias siguientes:

A es un valor propio de A
<= Axz = Az tiene soluciones no nulas
< (A= Az =0 tiene infinitas soluciones
< det(A—-XN)=0.

Con lo que obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 11.4 Las proposiciones que siguen son equivalentes:
(a) A\ es un valor propio de A.
(b) det(A— \I)=0.

Ejemplo 11.3 Considere la matriz

) 6 —6
A= -3 —4 6
0 0 2

Para determinar posibles valores propios de A debemos resolver la
ecuacién en la variable A: det(A — AI) = 0, denominada ecuacién
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caracteristica. Lo cual requiere calcular y factorizar el polinomio
P(\) =det(A— \):

PO = det(A— )
5—A 6 —6

= -3 —4—2) 6

0 0 2—X

= 2=N[6G-N(-4-X) - (=3)(
= 2= -)1-2
= =N -2 +1)
= —(A=22\+1).
De esta manera det(A — M) = 0 < —(A—2)2(A+1) =0

<= A=20)X=—1. Y los tnicos valores propios de A son —1 y
2.

Definicién 11.5 (Polinomio caracteristico)

Si A € M(n, IR) se llama polinomio caracteristico de A y se
denota Py, al polinomio de grado n:

Pa(\) = det(A — AI).

Si Po(X\) se factoriza en factores lineales y, eventualmente, al-
gunos factores irreducibles de grado mayor igual que 2 cuyo pro-
ducto denotamos Q(N):

PaA) = A =A)" (A =X)" ... (A=) Q(N),

se dice que n; es la multiplicidad algebraica del valor propio
A

Ejemplo 11.4 El polinomio caracteristico de la matriz A dada

en el ejemplo es:
PaA)=—(A=22A+1) = -2 +3)\2 -4

Luego los valores propios son: A =2 y A = —1 con multiplicidad
algebraica 2 y 1 respectivamente.
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El hecho de que los valores propios de A, en el ejemplo
resultaran enteros es debido a una seleccién especial —con fines
diddcticos— de la matriz A. En general si A es una matriz n X n,
con entradas reales se puede demostrar que det(A—\I) es un poli-
nomio en A, de grado n con coeficientes reales, que tiene a lo sumo
n raices reales. El computo o aproximacién de estas raices reales
en general demanda la utilizacion de métodos numéricos. En este
material, se evita dicha dificultad eligiendo matrices cuya ecuacién
caracteristica pueda ser resuelta por métodos de factorizacion.

Observaciones:
e Una matriz A, de orden n, tiene a lo sumo n valores propios

ya que el polinomio caracteristico a lo sumo tiene n ceros.

e Los valores propios de una matriz triangular son los elemen-
tos en la diagonal. Nétese que si A es triangular entonces
A — M también lo es, de donde se sigue el resultado.

e Las matrices Ay C~1AC tienen igual polinomio caracteristico
y por tanto los mismos valores propios. En efecto:

det (CTTAC = \I) = det (C™' (A= AI)C) = det (A — XI).

El procedimiento de calculo de valores y vectores propios se
resume asi :

Paso 1: Calcular y factorizar el polinomio det(A — AI), a efecto
de obtener los valores propios de A. Es decir, resolver la
ecuacion caracteristica: det(A — A\I) = 0.

Paso 2: Para cada valor propio A, hallar una base de V, re-
solviendo el sistema (A — AI)x = 0.

Ejemplo 11.5 Para la matriz A del ejemplo ya conocemos
el resultado del paso 1:

A= M| =-(A=2’A+1)=0<=A1=2 6 \=—1.

Ahora determinamos los espacios caracteristicos asociados a estos
valores propios:
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Vae2: Az = 22 <= (A — 2D)xz = 0 y resolviendo este sistema

homogéneo:
36 —6]0 fi+ fo 1 2 =210
-3 =6 60 Lf1 00 0]0
0 0 0]0 — \0 0 0|0

Asi w1 = =29 + 223 y Vieo = C0{(—2,1,0)%,(2,0,1)'}.

Vaz—1t Az = —lx <= (A+ 1)z = 0 y resolviendo:

6 6 —6]0 1100
-3 -3 610 N 0 0 1]0
0 0 013 0 0 00
Asi 21 = —m9 y 23 = 0 luego Va1 = C¢{(—1,1,0)'}.

11.2 Diagonalizacion de matrices

Algunas matrices A permiten una factorizacién en términos de
una matriz invertible y una matriz diagonal, en la que se utilizan
sus vectores y valores propios. Para obtener esta factorizacion se
realiza un proceso denominado diagonalizacién de matrices.

11.2.1 Caracterizacién de matrices diagonaliza-
bles

Definicién 11.6 (Matriz diagonalizable)

Una matriz A es diagonalizable si existe una matriz C invertible
y una matriz D diagonal tales que

C 'AC = D.

Esto también significa que A se factoriza como
A=CDC™!.

Para determinar las matrices C' y D en esta factorizacién, observe
que
C 'AC =D < AC =CD.
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Y escribiendo apropiadamente la igualdad AC' = C'D se reconoce
en ella la presencia de los vectores y valores propios de A: si

C = (C1,Cy...,Cp),

donde C4,Cs, ..., C), son las columnas de C'y

A O - 0
D— 0 Ao
0 An

entonces, por una parte
AC = (ACy, ACy, ..., ACY,)

y por otra, si se recuerda el efecto sobre las columnas de una
matriz al multiplicarla por matriz diagonal (por la derecha), se
tiene que

CD = (MCh, ACs, ..., AaCh).

Finalmente
AC =DC
— (ACy1,AC,, ..., AC,) = (MC1, 220, ..., A Ch)
— AC;,=XC; Vi=12...n

De lo cual observamos que los elementos en la diagonal de la matriz
D, buscada, son valores propios de A y las columnas de C son
los respectivos vectores propios. Ademds, como C' es una matriz
invertible sus columnas deben ser L.i.

Entonces

A es diagonalizable <= A tiene n vectores
propios Li.

o equivalentemente, como se propone en el siguiente teorema.
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Teorema 11.7 Sea A € M(n,IR) tal que el polinomio carac-
teristico se puede factorizar como:

Pa(\) = det(A — M) = (A= A)™ (A= Xg)™ - (A= A\)"™

donde ny +no+---+n, =n, A\i,..., A\ son todos los valores pro-
pios distintos de A, y V., ..., Vx, los espacios propios correspon-
dientes. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) La matriz A es diagonalizable.

(b) Existe una base B = {vy,...,v,}, para IR™, de vectores pro-

pios de A.

(¢) Para cada X\, i = 1,...,r, su multiplicidad geométrica es
igual a su multiplicidad algebraica. Es decir, dim(Vy,) = n;,
para todo v =1,...,r.

(d) dim(Vy,) +---+dim(Vy,) = n.

(e) Todo vector x € IR™ se puede escribir de manera unica en la
forma x =x1 + -+ 2, con x; € Vy,.

Una demostracion de este teorema se puede consultar en [7].

Ejemplo 11.6 Considere la matriz

1 10
A= 1 1 0
0 1 2
Su polinomio caracteristico es:

Pi(\) = det(A— )

1-A 1 0
= 1 1-A 0
0 1 2-A

=N =00 =) —1]

= —A(A-2)2.

Asi los valores propios son 2 y 0, y determinando los correspondi-
entes espacios propios (o caracteristicos) Vo y Vp tenemos:



336 Vectores y Valores Propios

Va: Az = 2x <= (A — 2I)x = 0 y resolviendo:

-1 1 00 1 0 0]0
1 -1 010 . 0 1 0/0
0 1 010 0 0 0|0
Luego z1 = 0y x2 = 0, de manera que Vo = C£{(0,0,1)"}.
Vo: Az = 0z <= Ax = 0 y resolviendo:
1 1 00 1 0 =210
1 1 010 01 2|0
01 2|0 0 0 0f0
Entonces z1 = 2x3 y 2 = —2x3, luego Vo = C#{(2,—-2,1)*

De esto tenemos que dim(Va) = 1 y dim(Vp) = 1, luego por la
parte (c) del teorema [11.7} la matriz A no es diagonalizable.

Observe que para efectos de determinar si la matriz A es dia-
gonalizable o no, en el ejemplo anterior, el cémputo de V| es un
paso innecesario. Porque al determinar que

dim(V3) = 1 # 2 = multiplicidad algebraica de\ = 2,

se tiene que A no es diagonalizable.

Ejemplo 11.7 Para la matriz A del ejemplo [T1.3] en pagina [330]

) 6 —6
A= -3 —4 6
0 0 2

se obtuvo que
Pa(\) = —(A = 2)*(A + 1).
Ademés, en el ejemplo [I1.5] se calculé:

-2 2 —1
V)\ZQ = Cf{ 1 5 0 } y V)\:_l - C@{ 1 }
0 1 0

Luego es posible elegir una base B para IR3 de vectores propios
de A. Especificamente:

B = 1
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Asf se tiene que A es diagonalizable, es decir, que A = CDC!
donde

—2 2 -1 2.0 0
C = 10 1 y D=[02 o0
01 0 00 —1

Observe que el orden de las columnas C' se eligié arbitrariamente.
Si se cambia este orden, otra eleccién para C'y D puede ser:

—2 -1 2 2 00
C= 1 10 y D=[0 -1 0
0 0 1 0 0 2

En ambos casos se comprueba que A = CDC~! verificando que
AC =CD.

El teorema [11.7] anterior, presenta un caso particular impor-
tante cuando r = n. Esto es, si A tiene n valores propios distintos
entonces es clara la existencia de n vectores propios l.i. y por lo
tanto la matriz A es diagonalizable.

Corolario 11.8 Si una matriz A, n X n, tiene n valores propios
distintos entonces es diagonalizable.

0

Ejemplo 11.8 La matriz A = < 1

0 . . .
1 tiene como polinomio

caracteristico a:

PA()\):det( _IA 18/\ ) = A\ —1).

Por lo tanto A tiene dos valores propios distintos cuyos espacios
caracteristicos tienen dimensién 1, necesariamente. Y por lo tanto
A es diagonalizable.

11.2.2 Matrices ortogonalmente diagonalizables

El proceso de diagonalizacién de una matriz A presenta una situa-
cién especial cuando la matriz C, cuyas columnas son una base
de vectores propios de A, resulta ser ortogonal. Es decir cuando
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la base de vectores propios de A es una base ortonormal.

Definicién 11.9 (Diagonalizacién ortogonal)

Una matriz A, n X n, es ortogonalmente diagonalizable si existe
una matriz C ortogonal y una matriz D diagonal, tales que

C'AC =D

Recordemos que C' es ortogonal si C*C = I, es decir, si C~! =
C*t. Asf la diagonalizacién ortogonal es un caso particular de dia-
gonalizacién, en el cual la base de vectores propios que forman las
columnas de C' es una base ortonormal.

Es facil ver que las matrices ortogonalmente diagonalizables
son simétricas:

A es ortogonalmente diagonalizable

<= existe C ortogonal y D diagonal
tales que C'AC = D

A=CDC!

I

I

At = (CDCYt = CDC! = A.

El resultado reciproco también es cierto y se basa en los si-
guientes teoremas:

Teorema 11.10 Si A € M(n, IR) es simétrica, su polinomio ca-
racteristico solo tiene raices reales.

Ademsés, cuando la matriz es simétrica los vectores propios
asociados a valores propios distintos, no solo son l.i. como en el
caso general, si no que también son ortogonales.
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Teorema 11.11 Sea A € M(n,IR) simétrica y A1, Ao valores
propios distintos de A con vectores propios asociados v y u res-
pectivamente, entonces v y u son ortogonales.

Demostracion: Observe que
Av-u = (Av)lu = v Alu = v'(Au) = v - Au

De esto se deduce que A\ (v-u) = Aa(v-u) luego (A —A2)(v-u) =0,
de donde (v -u) = 0 dado que Ay # As.

Y finalmente el siguiente resultado garantiza la diagonalizacién
ortogonal de las matrices simétricas.

Teorema 11.12 Sea A una matriz simétrica, es decir A® = A.
Entonces existe una base B = {vy,...,v,} de IR"™, ortonormal,
formada por vectores propios de A.

Asi, se obtiene la siguiente equivalencia.

Teorema 11.13 A es simétrica si y solo si A es ortogonalmente
diagonalizable.

Demostracion: Supongamos que A es simétrica y sea C' la matriz
cuyas columnas son los vectores propios vy, ..., v,, de A, ortonor-
males. Es decir C' = (v ...v,). Por multiplicacién matricial se
comprueba que:

(a)

t t t
Ul Ul - U1 .. Ul * U
ctc = : (V1...v,) = : : =1,.
t t t
vTL /Un - U1 e fvn * U
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(b) C'AC es diagonal. En efecto

C'AC = C'Alv;...v)
= C'[Av;... Av,]
= Ct [)\17)1 ‘e )\nvn]
= C'[vy...v,] Dy
= C'CD,
= D,.
donde D) es la matriz diagonal que tiene a Aq,...\, como

entradas en la diagonal, en ese orden.

Luego A es ortogonalmente diagonalizable. El reciproco fue de-
mostrado al inicio de esta seccion.

1 2 —4
Ejemplo 11.9 Sea A = 2 4 2 . Como A es simétrica,
-4 2 1

conocemos que es diagonalizable ortogonalmente. El proceso para
determinar la matriz C ortogonal y la matriz D diagonal tales que
A = CDC?, es el mismo que en la diagonalizacién general, pero
ahora con el cuidado de elegir las columnas de C' como una base
ortonormal de vectores propios de A:

Polinomio caracteristico de A:
Py(\) = det(A— M)
1—A 2 —4

= 2 4— X 2
—4 2 1—-A

= —(A+4)(A—5)?

Los espacios propios V_4 y Vs:

V_4: Ax = —4x <= (A +41)x = 0 y resolviendo:

5 2 —410 10 =10
2 8 210 . 0 1 1/21]0
-4 2 510 00 010

Entonces V_, = C{(2,—1,2)'}.



11.3 Valores y vectores propios de operadores 341

Vst Resolviendo (A — 51)x = 0:

—4 2 —4|0 1 -1/2 1]0
2 -1 20 o 0 ofo
4 2 4]0 0 0 0]0

Ast Vs = C0{(-1,0,1),(1,2,0)"}.

Para la eleccion de una base de vectores propios ortonormales
como columnas de la matriz C' que se busca, se requiere ortonor-
malizar las bases obtenidas para cada espacio caracteristico. El
teorema garantiza que la unién de las bases resultantes es
una base ortonormal.

Asi, una base ortonormal para V_4 es By = {(2/3,-1/3,2/3)"}
v para Vs es By = {(—1/v/2,0,1/V2)", (535, 242, 515)} con lo
que obtenemos las siguientes posibles elecciones para C'y D:

—1 1 2

V2 3v2 3 5 0 0
C= 0 22 -1 y D=0 5 o0

I S 0 0 —4

V2 3V2 3

Fécilmente se verifica que A = CDC? comprobando que AC =
CD.

11.3 Valores y vectores propios de ope-
radores

En esta seccidn se denominan operadores a las transformaciones
lineales de un espacio vectorial a él mismo. Y como se recordara,
dada una base del espacio vectorial, hay una asociacién directa
entre matrices y transformaciones lineales (operadores en este ca-
so0), la que permite trasladar los conceptos de valor propio, vector
propio, y diagonalizacién a los operadores.

Si T es un operador en IR", es decir, una transformacién lineal
T : IR" —— IR", y consideramos la matriz A de T, en la base
candnica, entonces

Av =X <= T(v) =M
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Definicién 11.14 (Valor y Vector propio)

Sea T un operador en IR™, \ es un valor propio de T si eziste
v € R™ v # 0y, tal que T(v) = M. Y v es el vector propio de T
asociado a A.

La definicién anterior puede generalizarse a un operador de
cualquier espacio vectorial con dimensién finita utilizando la rela-
cién

(T ()] =[T]z[vlg

para “pasar” el concepto de valor y vector propio de matrices a
los operadores de estos espacios.

Teorema 11.15 X es un valor propio del operador T asociado
a v siy solo si A es valor propio de A = [Tz asociado a x = [v]g.

Demostracién:

A es un valor propio de A asociado a =

— Az =)\

= [Tlslls = \ols
= [T(v)]s = [M]s
— T(v) =\v.

Ejemplo 11.10 Sea T : IR? — IR3 el operador definido por

x T—z
Tlyl=|v+=z
z z
observe que
0 0
T|1] =11
0 0

Luego (0,1,0)¢ es un vector propio de T asociado al valor propio
A=1.
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11.3.1 Diagonalizacién de operadores

Sea A € M(n, IR) una matriz diagonalizable y T'(z) = Az el res-

pectivo operador, es decir, si C es la base candnica de IR™ entonces
A=[Tl.

Como A es diagonalizable existe una base de vectores propios de
A, B ={vy,v9,...,v,}, que naturalmente también es una base de
vectores propios de T puesto que

Av; = \jv; — T(UZ‘) = \;v;.

Luego, si definimos C = (v1, v, . .., v,) la matriz cuyas columnas
son los vectores de la base B conocemos que:

A=CDC™!,

donde D = diag();) es una matriz diagonal. En esta situacién
observe que:

e La matriz de T en la base es B es diagonal:

Tl = (T'(v)]s, [T(v2)]5,---,[T(vs)]B)
= ([)\lvl]Ba [>\2U2]Bv ceey [ nvn]B)
= ( [Ul]Ba)\Q[UZ]Ba"'7 n[vn]B)
= ( 1617)\2627“'7)\71677,)
A 0 ...0
0 Ao
= : . =D.
0 0 A
e La matriz de cambio de base de B a C es:
[Id)g = ([Id(v1)le, [Id(v2)le,- .., [Id(vn)]e)
= (U]_,’UQ,...,’Un)
- C,

y consecuentemente [Id]5 = C~1. Observe que en este caso
se denoté la transformacién identidad como Id.

Los dos resultados anteriores hacen que la relacion

A=CDC™!



344 Vectores y Valores Propios

también se escriba como:
[Tle = [1d)3[T]511d]¢.

Lo que permite la siguiente definicién del concepto de diagonali-
zacién para operadores:

Definicién 11.16 (Operadores diagonalizables)

Se dice que el operador T : IR — IR™ es diagonalizable si existe
una base B de IR™ tal que [T)p es diagonal.

O equivalentemente:

Teorema 11.17 T es diagonalizable si y solo si existen matrices
D = diag(\),,y,, diagonal, y P invertible cuyas columnas son
una base B de IR"™, tales que

P~ T)cP = [T = D,

donde C es la base candnica de IR™.

Demostracién: SiT es diagonalizable, sea B = {v1,...,v,} una
base de IR™ tal que [Tz = diag(\),,», =Dy P =[vi...v,] =
[1d], . Entonces D = [T, = [1d]5 [T] [1d]§ = P~ [T],, P.

Por otra parte si P~'[T], P = D entonces [T], P = PD.
Definiendo P = [vy...v,] y B = {v1,...,v,} se tiene [T, v; =
[Aivile » es decir [T (v4)]e = [Aivi]e - Por lo que T' (v;) = Ajvg, o lo
que es equivalente [T']; = diag(\;)

nxn

Definicién 11.18 (Op. ortogonalmente diagonalizable)

Un operador T : IR™ — IR™ es ortogonalmente diagonalizable si
existe una base ortonormal B de IR™ tal que [T, es diagonal.

Se puede deducir que si existe una base B de IR™ tal que [T,
es ortogonalmente diagonalizable entonces T es ortogonalmente
diagonalizable.
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En efecto, sea H ortogonal tal que H [T, H = diag();) con
[Sls =H y B = {v1,...,v,. Luego [STITS]s = diag()\;) por lo
que T(Sv;) = A\;Sv;.

Ejemplo 11.11 Sea C la base canénica de IR3.
El operador T : IR? — IR? definido por la férmula

T(x,y,z)Z(m—z,y+z,—x+y+2z)

es ortogonalmente diagonalizable puesto que

1 0 -1
.= 0 1 1
-1 1 2

es simétrica.

Para calcular la matriz ortogonal C' tal que C'AC = D, se
debe calcular una base ortonormal de IR3, o lo que es equiva-
lente, una base ortonormal de cada espacio propio. El polinomio
caracteristico de T es p(A) = A(1 — A)(A — 3). Las bases ortonor-
males de los espacios propios Vg, Vi y V3 son, respectivamente,

(&0 -1} {H 010}y {Z 112} Porlo tanto

C:

SHelsh
e
Shesl-siL

11.4 Diagonalizacion de formas cuadra-
ticas

La diagonalizacién de matrices produce, mediante un cambio de
varible, una simplificacién de las formas cuadraticas con impor-
tantes aplicaciones.

Definicién 11.19 (Forma cuadrética)

Una funcién f: IR" — IR tal que f (z) = 2 Az se llama forma
cuadrdtica, donde A es una matriz simétrica denominada matriz
de la forma cuadrdtica.
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Ejemplo 11.12 Consideremos la forma cuadrética

flxy,xo, x3) = x% + x% + 2:5% — 2x123 + 2T013.

1 0 -1
La matriz (simétrica) de f es A = 0 1 1 |.Locualse
-1 1 2
verifica, efectuando el producto matricial:
flx) = 2tAz
1 0 -1 T
fllzr,22,23)"] = (21,22,23) 0 1 1 o
11 2 3
r1 — I3
= (.731,.1?2,3)3) T2+ T3

—T1 +£E’2 +£E3

= x% + x% + 23:% — 2x1x3 + 2T0T3.

Observe que una forma cuadratica es un polinomio de segundo
grado en el que todos sus términos son cuadraticos. Por ejemplo,
para el caso de tres variables tenemos:

f(z1, 20, 23) = ax? 4 bl + ca:g + dx1xo + exi23 + groTs.

La matriz A de esta forma cuadratica, se obtiene al reconocer que:

i) sii # j, el coeficiente del término x;x; del polinomio define
las entradas a;; y a;i,

coeficiente de x;;
2 )

Qij = aji =

ii) cuando i = j, el coeficiente de z? es la i-ésima entrada en la

diagonal de A.

Especificamente:

a d/2 e/2
A= d/2 b g/2
e/2 g/2 ¢
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En general, si 2* = (21,...,2,)y A = (a;j), la forma cuadratica
f (z) se escribe como:

f(z)=2"Ax = i i AT

j=11i=1

f(x)= i aiﬂ? +2 Z @i TiTj.
i=1

1<J

La idea principal en esta seccién es que con un cambio de
variable apropiado, es posible eliminar de una forma cuadratica
la expresion que corresponde a la segunda sumatoria. Es decir,
remover todos los términos de la forma a;;z;x; con ¢ < j, que en
lo sucesivo denominaremos términos cruzados.

Ejemplo 11.13 La matriz A de la forma cuadrética en el ejemplo
11.12] se puede factorizar como:

A=0DC"
donde,
1 1 -1
\_/7% ? @ 0 0 O
C= B J y D= 01 0
1 0 2 0 0 3
V3 V6

Esto se obtuvo en el ejemplo donde se observa que los va-
lores propios de A son: A\; = 0, Ay = 1, A3 = 3 y los respecti-
vos vectores propios definen las columnas de C, de manera que
CtAC = D.

Luego, con el cambio de variable y = C'x, la forma cuadrética
se transforma en:

2t Az
2!CDCx
(Ctz)!D(Ctx)
y' Dy

= Y5 +3y3

22 + 23 + 223 — 27123 + 27073

la cual no incluye términos cruzados.
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En general tenemos el siguiente resultado:

Teorema 11.20 Sea C' = (vy...v,) cuyas columnas son una
base de vectores propios, ortonormalizados, de la matriz simétrica
A. El cambio de variable

y=C'z
transforma la forma cuadrdtica f(x) = xztAx en
fl@)=y'Dy=> Ay}
i=1

donde A1,..., A\, son los wvalores propios de A, asociados a
V1, ...,V TESPECtiVAMENteE.

Demostracién: Por el teorema [11.13] C*AC = D). Entonces
t n
f(x)=f(Cy) = (Cy) ACy = y' (C'AC)y = y'Dry = X1, Ny -

Esta reduccién de las formas cuadraticas tiene aplicaciones
importantes en la Estadistica y otras disciplinas. Nosotros la usa-
remos para reconocer curvas y superficies cuadréticas.

11.5 Rotacién de cénicas y superficies
cuadraticas

Las curvas y superficies cuadraticas se asocian a casos particulares,
n =2y n =3, de ecuaciones de la forma

2'Ax+ Bz +d=0

cuyo primer término es una forma cuadratica. En el caso de las
conicas, el polinomio de segundo grado, en dos variables, de la
ecuacién que la define:

az} +ba3 + criza + dzy + ez + f =0
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puede ser escrito matricialmente como
ao:% + bx% +cxizo +doy +exo+ f=atAx + Bx + f

donde,

A:((j2 Céz) y B=(d, e).

Similarmente, un polinomio cuadratico en tres variables se es-
cribe matricialmente:

aa:% + bx% + cx% + drio + ex1x3 + frows + gr1 + has + kxs + 1

a dj2 e/2 x1 1
= (x1,z0,23) | d/2 b f/2 zo | + (g, h, k) | z2 | +1
e/2 f/2 ¢ z3 z3

= g2'Ax + Bx + 1.

Las ecuaciones que permiten reconocer una cénica o superficie
cuadratica, se caracterizan porque no tienen términos cruzados.
Sin embargo, las que tienen términos cruzados se pueden reducir
a las primeras, con la aplicacion del teorema|[11.20|y el cambio de
variable involucrado introduce un nuevo sistema de ejes (o de coor-
denadas), en términos del cual se simplifica la ecuacién y puede
ser identificada.

Pero antes de hacer las reducciones mencionadas, debemos
elaborar un “inventario” de las curvas que reconocemos a partir
de su ecuacion candnica.

11.5.1 Conicas y sus ecuaciones canodnicas

Las elipses, hipérbolas y pardbolas son las curvas cuadraticas que
denominamos conicas —se definen por la interseccién entre un
plano y un cono— y aparecen con mucha frecuencia en los cursos
de matematica y sus aplicaciones.
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Figura 11.2: Elipse de ecuacién ;—i +

Elipse

-5

<Y

y2
52

=1, a>p.

La elipse no rotada y centrada en (zg, yo) es una curva cuadratica
que se puede caracterizar por la ecuacion

(x — x0)2

(y — yo)2

=1

o?

+

ﬂ?

De esta ecuacién se dice que esta escrita en la forma candnica.

Véase a continuacién la forma de los gréaficos de la elipse cen-
trada en el origen, en los casos @ > 3 y o < [ respectivamente.

Figura 11.1: Elipse de ecuacién g—z + g—z =1, a>p.
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4

Figura 11.3: Hipérbola de ecuacién ;—2 — % =1, a>p.

Hipérbola

Andlogamente la hipérbola centrada en (zg,%o), no rotada, es
una curva cuadratica cuya ecuacién candnica tiene la forma

T — ﬂfo)2 T (y — yo)2
a2 52

Las rectas que pasan por el punto (xo,%o), en la direccién de los
vectores («, ) y (—a, B):

(z,y) = (xo0,90) F t(c, B),

j:( =1

se llaman asintotas de la hipérbola. También pueden ser escritas
como

yzig(fﬂ—iﬂo)‘f‘yo

Parabola

Las formas de las ecuaciones, que convenimos en denominar ca-
nénicas, para las parabolas son:

(z—20) = aly—yo)’

(y—w) = alr— 560)2
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)
y=37
,,2 .
! |
! |
1 1
h 3 13 g
2 ) 2
! I
‘,, -
2
y=—%z

Figura 11.4: Hipérbola de ecuacién —% + g—z =1, a>p.

donde el punto (zg,yo) corresponde con el vértice de la pardbola
y cuando la ecuacién es del primer tipo, la parabola abre en la
direccion del eje X, hacia la derecha de xy si @ > 0 y hacia la
izquierda de zq si a < 0. La segunda ecuacién corresponde a una
parabola que abre en la direccion del eje Y, hacia arriba de yq si
a > 0 y hacia abajo de yg si a < 0.

Conicas degeneradas

En general, la ecuacién ax? + bx3 + cxiwy + dry + exg + f = 0
corresponde a alguna de las cénicas vistas. Sin embargo, en ciertos
casos, el conjunto de puntos que satisfacen la ecuacién es vacio,
o representan rectas o puntos aislados. Por ejemplo, la ecuacién
22 4+ y? + 1 = 0 no tiene soluciones, por otra parte, la ecuacién

2 —22=0

la satisfacen sélo los puntos de las rectas o = +x1. Y la ecuaciéon
22 — 2x1 + 1+ y# = 0, tiene sélo el punto (1,0) como solucién.

En casos como estos dos tltimos se suele decir que las cénicas
son degeneradas.
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11.5.2 Ejes principales, angulo de rotacién

Para identificar la cénica que corresponde a una ecuacién
2 2
ary + bz + cx1zo +dxy +exa+ f =0

se debe eliminar el término cruzado crize y hacer transforma-
ciones en la ecuacién resultante, hasta obtener una de las formas
candnicas vistas.

Lo cual supone, en primer término, escribir la ecuacién en su
forma matricial:
2'Ar+ Bx+ f =0

dondeA:<CcL ),B:(d,e).
2

[opl [}

Luego se determina, {vy,vs}, una base ortonormada de IR>
formada de vectores propios de A, asociados respectivamente a
A1y Ag. Asi, con C = (v1,v2) y D = diag(A1, \2) se tiene que
A = CDC?, y el cambio de variable y = C*z conduce a:

ax% + bx% 4+ crixo +dry +exas+ f=0
2Ar+Bx+ f=0

2'CDC'z + Bx+ f =0
(Ctz)'D(C'z)+ BCy+ f=0

y!Dy +BCy + f =4

() () () 1o

MYT 4+ Xoys +ry1+sy2 + f =0

rrreee

donde (r,s) = BC.

En esta dltima ecuacién, si Ay y r no son cero, (similarmente
para Ao y s), se agrupan los términos A\1y3 + ry1 ¥ Aoys + Syo
y completando cuadrados se les da la forma A\j(y; £ h)?2 £ty
Ao(y2 £ k)? 4 u, para obtener:

)\1(y1 + h)2 + )\Q(yg + k‘)2 = —(f +t+ u)

y finalmente, con mds transformaciones algebraicas, se obtiene
una de las ecuaciones candnicas.

De todas estas transformaciones, resulta de especial importan-
cia la interpretacién para el cambio de variable y = Cta:
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e La matriz C' = C~1 = [Id]§ es la matriz de cambio de base
de la canédnica a B, esto porque:

C = (v1,02) = ([d(v1)]e, [Id(v2)]c) = [Id]§5-

Asf el cambio de variable y = C'z, cambia el vector x =
(w1, 72)!, coordenadas en la base canénica de un punto, a
y = (y1,y2)t, coordenadas del mismo punto en la base B =

{v1,v2}.

e Las rectas determinadas por los vectores vy, v son los ejes
principales de la cénica. Los vectores vy, vs siempre se
pueden escoger de modo que det(C) = det[(vy,v2)] = 1,
para que cambio de variable y = C*x pueda ser interpretado
como una rotacién de ejes.

e Sidet(C) =1, el d&ngulo de rotacion 6 es el dngulo entre
el vector candnico e; = (1,0) y el vector vy.

Ejemplo 11.14 Calcular el dngulo de rotacién, los ejes princi-
pales y la ecuacién candnica respecto de estos ejes, de la cénica
definida por la ecuacién 2 — 4129 + 23 — 4 = 0.

Solucion: 23 —dzae + 23 =4

~ [ 11 (1)

— ztAx =4.

. e 1-2
Los valores propios de la matriz simétrica A = ( ) son

-2 1
A1 = —1 y Ay = 3, con vectores propios ortonormalizados:
1))
v = —= Vg = — .
1 =1 1 0
Eligiendo C' = \{i \{§ ) y D= ( 0 3 ) se tiene
V2 V2

que A = CDC" y sustituyendo en la ecuacién de la cénica, tene-
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mos: x%—4x1x2+x%=4
«— lAr =4 <— !CDClz =4
<~ (C'2)'D(C'z) =4 <= y'Dy=4
-1 0 Y1\ _
= (4 1))
= —yi+3y3 =4
— Y. _u

2 " @vap T

Entonces observe que el cambio de variable y = Ctz, es decir,

L)-(2 %))

permitié reducir la ecuacién de la cénica a la forma candnica de
una hipérbola centrada en el origen. Ademds (y1,y2) es el vector
de coordenadas en la base

B={v,ve} = {(‘?) ) (iﬁ)}
V2 V2

de los puntos (z1,z2) en la hipérbola, dados por sus coordenadas
en la base canénica. Asi, los ejes principales son las rectas L y
Ly generadas por los vectores v; y vs con ecuaciones vectoriales
(z1,22) = ¢(1,1) y (x1,29) = t(1—,1), es decir, sus ecuaciones
cartesianas son: y = x y y = —x, respectivamente.

sk

[l V)

Hg\H
[\v]

El cambio de variable corresponde a una rotacién de ejes de
dngulo 0 = 7, el 4ngulo entre vy y ey.

. : -’ . . _ 412/V3

Las pendientes de las asintotas son dadas por m = £=5— =

:I:%, luego las ecuaciones de las asintotas referidas a coordenadas

de los ejes principales son: ys = %yl VYo = &—%yl. Observe que
el cambio de variable x = Cy, permite conocer las coordenadas
en términos de la base candnica, de los vectores que generan las
asintotas.

En la figura[T1.5] el primer grifico muestra los vectores vy y vo
que generan los nuevos ejes (ejes principales), y en el segundo se
muestra la hipérbola, trazada respecto de estos nuevos ejes, con
indicacion de las rectas asintotas.



356 Vectores y Valores Propios

T2

N A

Figura 11.5: Hipérbola rotada x? — 4z129 + 23 —4 =10

11.5.3 Superficies cuadraticas usuales

El problema de la rotacién de superficies se resuelve en modo simi-
lar a las conicas. Se ilustra este procedimiento en el ejemplo
luego se presentan las ecuaciones candnicas de algunas de las su-
perficies cuadraticas mas comunes y que se estudian normalmente
en los cursos de Calculo Superior.

Ejemplo 11.15 Considere la superficie determinada por la ecua-
cién

—4mf — 4:5% — 7x§ +4x129 + 102123 + 1022223 = 3
y calcule su ecuacién candnica, asi como las ecuaciones de cambio

de variables. Dé las ecuaciones vectoriales de los nuevos ejes.

Solucién: La ecuacion de la superficie escrita en forma matricial
es 2! Az = 3, con

—4 2 5 1
A= 2 —4 5 yar=|ax
5 5 -7 T3

El polinomio caracteristico de A factorizado es

p(A) =B =XN)(6+N)(12+ )
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y los valores propios son \; = 3, A\a = =6y A3 = —12. Por lo
tanto la ecuacién de la superficie referida a los nuevos ejes es

3y7 — 6ys — 123 = 3.

La ecuacion candnica serd entonces:

2 y% y%

T G

El grafico de esta figura es como el de figura[I1.8]en la pagina
llamada hiperboloide de dos hojas.

La ecuacién de cambio de variables es y = Clz con y =
(y1,y2,y3)" v C = (v1,v2,v3) la matriz cuyas columnas son los
vectores propios de A ortonormados, vy, va, v3, asociados a A1, Ag
y A3 respectivamente:

1 (L 1 (L 1 (L

fU:il’fU:—l v3 = — | —1
1\/31 2ﬁ0 Y3\/62

Haciendo la multiplicacién C’x se obtiene y = (y1,92,y3)"
donde:
Y1 %\/g(ﬂfl + o +x3)
Y2 = 3V2(—z1+ )
Y3 3V6 (=321 — $72 + 23) .

Ecuaciones candnicas de algunas superficies

En las siguientes ecuaciones candnicas de superficies cuadraticas,
los pardmetros «, By v se consideran no nulos.

Elipsoide : El elipsoide centrado en el punto (xg,yo, 20) , no ro-
tado, es la superficie cuadratica definida por la ecuacién
(x—-0)"  W-w)’  (z—2)°
o2 + 32 + 42
llamada ecuacién canénica del elipsoide. La Figura 6 ilustra el
grafico de un elipsoide.

=1
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Figura 11.7: hiperboloide de una hoja: —%2 + yff + %2 =1.
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Hiperboloide de una hoja : El hiperboloide de una hoja, cen-
trado en el punto (xg, yo, 20) , no rotado, es la superficie cuadratica

definida por la ecuacién candnica

_ 2 _ 2 _ 2
(z ;’CO) LW 630) (z 720) _1

«

o ﬂ{,’«ﬁﬁi“"‘?\
| TR
R

Figura 11.8: hiperboloide de dos hojas: —2—2 + y—; — % =1.

Un unico signo menos puede afectar a cualquiera de términos
de la ecuacién y determina el eje sobre el cual se extiende y abre

el hiperboloide.

La Figura ilustra el grafico de un hiperboloide de una
hoja.
Hiperboloide de dos hoja : El hiperboloide de dos hojas,
centrado en el punto (zo, Yo, 20), no rotado, tiene una ecuacién
canénica como el de una hoja, pero con dos signos menos

(z — xo)Q (y — yo)2 (2 — 20)2 -1

a2 B 32 B 72
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En este caso, el tinico signo més (o positivo) afecta a cualquiera de
términos de la ecuacién y determina el eje sobre el cual se extiende
y abre el hiperboloide de dos hojas.

La Figura [I1.§) ilustra el grafico de un hiperboloide de dos
hojas.

2

Figura 11.9: cono eliptico de ecuacién % =7+

el
.

Cono eliptico : El cono eliptico, centrado en el punto (xg, yo, 20) ,
no rotado, es la superficie cuadratica definida por la ecuacién
candnica

(z — $0)2 (y — yo)2

PCR 32

Noétese que las superfices definidas por

—(z—2)% =0.

(o), Gzl (g2

Oé2 ﬁ?
y (2;220) +(Z/*ﬁ§/0) —(x—120)>=0

son también conos elipticos.
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La Figura [I1.9]ilustra el grafico de un cono eliptico.

Figura 11.10: Paraboloide hiperbdlico centrado: z = —22 + y2 /4.

Paraboloides hiperbdlico y eliptico:

El paraboloide hiperbélico, centrado en el punto (zo, yo, 20) ,
no rotado, es la superficie cuadratica definida por la ecuacién
canodnica

(y — %)’ G xo)*

+ 2 7 =(z—20).

La Figura[TT.10] ilustra el grafico de un paraboloide hiperbélico.

Muy similarmente, el paraboloide eliptico, centrado en el
punto (xg, Yo, 20) , no rotado, tiene como ecuacién candnica

(y — 90)2 + (z — 150)2

+ 2 7= (z — 20) .

La Figura [11.11] ilustra el grafico de un paraboloide eliptico cen-
trado.
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Figura 11.11: paraboloide eliptico centrado: z = % + y—;.

11.6 Ejercicios

3 -2 3
1. Sea A = 1 6 -3 .
1 2 1

a) Calcule los valores propios de A.

b) Halle una base de IR? formada de vectores propios de A.

¢) Calcule dos matrices C'y D (diagonal) tales que C~1AC =
D.

0 V2 V2
2.SeaA:( V2 -1 -1 )
-2 -1 -1

a) Calcule una base de cada espacio propio de A.

b) Calcule una base ortonormal de IR* formada de vectores
propios de A.



11.6 Ejercicios 363

¢) Obtenga una matriz ortogonal P tal P*AP es diagonal.

2 a 0 0
0 2 b 0

3. Sea A = 00 2 ¢ |con a,b,c € IR.
0 0 0 2

a) Verifique que V a,b, ¢ € IR, 2 es un valor propio de A con
multiplicidad algebraica 4.

b) Obtenga condiciones sobre a, b, ¢ para que la multiplici-
dad geométrica de 2 sea 1, es decir, dim(V3) = 1. Repita
este ejercicio para la condicién dim(V3) = 2.

c¢) Obtenga condiciones sobre a,b, ¢ para que A sea diago-
nalizable.

4. Hallar una matriz que tiene valores propios 1, -1, -1 y vectores
propios respectivos (1,1, —1), (0,1,1) y (1,0, —1).

5. Sean las matrices

11 -2 11 1
A= -1 2 1 |yB=|111
01 -1 11 1

a) Calcule el polinomio caracteristico de A y B. Factoricelos
en factores lineales y diga cual es la multiplicidad alge-
braica de cada valor propio.

b) Obtenga una base para cada espacio propio.

¢) Defina un operador T' tal que [T], = Ay [T] es diago-
nal, donde C es la base canénica de IR y B es una base
que debe determinar a partir de (b).

1 a
6. SeaA=| a 1 cona€ R, a#0.
a a

= e Q

a) Compruebe que ( 1 11 )t es un vector propio de A.
Hallar el valor propio A asociado. Calcule una base de
V.

b) Compruebe que 1 — a es un valor propio de A y calcule
una base del espacio propio correspondiente.
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c¢) Compruebe que todo vector x € IR3 se puede escribir
comox=y+zdondey € VyyzeVi_,yque

WwnNVii, = {0}
1 2 0 0
. 2 10 0
7. Sea la matriz C = 00 1 -1
0 0 1 1

a) Hacer lo mismo que en (a) y (b) del ejercicio 1.

b) Si existe una base de IR* formada por vectores propios
de C, obténgala. Si no existe, justifiquelo.

8. Determine los valores propios de A y sus respectivos espacios
propios y decida si A es o no diagonalizable. Justifique su
respuesta.

1 0 -1
A=10 1 1
1 1 0

9. Sea el operador T : IR® — IR® definido por T(z,y,2) =
(33+Z7y—zax—y)

a) Calcule el polinomo caracteristico de T y factoricelo.
Halle una base B de IR® tal que [T], sea diagonal. Es
decir, B esta formada por vectores propios de T

b) Calcule una matriz H ortogonal tal que H' [T, H = D
es diagonal, donde C es la base canénica de IR3.

10. Sean A\; # Ay dos valores propios de un operador T' de IR™.
Pruebe que

a) V>\1 N V)\Q = {0}

b) Vi, L Vi, siempre que [T]p sea simétrica, donde B es
una base de IR". Ayuda: note que (Ax)'y = z'(Ay) con
A una matriz simétrica; x, y son vectores columna.

11. Escriba el polinomio caracteristico de una matriz triangular.
Haga lo mismo para una matriz diagonal y la matriz identidad
en tanto que casos particulares de matrices triangulares.

12. Sea A un valor propio de la matriz A, asociado a z. Compruebe
que :
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a) Para todo r € IN, A" es un valor propio de A", asociado
ax.

b) Sip(x) = ap + a1z + -+ + @™ con a; € R, entonces
p (A) es un valor propio de p (A) = apl+a1 A+ - -+a, A™
asociado a .

¢) Si A es invertible, entonces % es un valor propio de A~1

asociado a x.
13. Sea A una matriz n X n con entradas en IR. Compruebe que
a) Ay A tienen el mismo polinomio caracterfstico. Indi-
cacién : note que det(A — AI)" = det(A — AI).
b) C~1AC y A tienen igual polinomio caracteristico.
14. Sean A y B dos matrices n X n, con entradas en IR. Pruebe
que si A es un valor propio de AB también lo es de BA.

Ayuda: distinga los casos A # 0 y A = 0. Al tratar este
ultimo, considere el polinomio caracteristico de AB

15. Sea A una matriz tal que A2 = A. Pruebe que si A es un
valor propio de A entonces \"es valor propio de A, para todo
r € IN. Deduzca entonces que A = 0 o A = 1. Indicacién:
recuerde que la matriz A siendo n X n, no puede tener mas de
n valores propios.

16. Sea T : IR®> — IR? definido por
T(z,y,2) = (5x + 4y + z,4x + 8y — 4z,x — 4y + 52) .
a) Determine si T es ortogonalmente diagonalizable. Justi-
fique.
b) Calcule una base del nicleo de T.
¢) Sin hacer més calculos diga si A = 0 es un valor propio

de T'. Justifique su respuesta.

17. Sea {vi, vz, v3} una base ortonormal de IR* y S = Cl{vy,vo}.
Considere la transformacién lineal T : IR? — IR? tal que:

T(xz) = 2Proygz — x,

a) Muestre que 1 y -1 son valores propios de T'.

b) Determine bases para los espacios caracteristicos V=1 y
V)\:,L
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¢) ¢ Es T diagonalizable ortogonalmente? Justifique su res-
puesta y si es afirmativa, encuentre una base B tal que
[T sea diagonal.

18. Sea A = (viv9v3v4) una matriz en M (4, IR), cuyas columnas
son los vectores v1, va, v3 y v4. Y suponga que

Nuc (A) = {(t, —s,0,2s)"|t,s € IR}.

Especifique si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas,
o la informacién que se da no es suficiente para decidir. En
cada caso justifique su respuesta.

a) Las columnas de A forman un conjunto de vectores 1.i.
b) (0,0,0,0)! es un vector propio de A.

¢) La dimensién de espacio caracteristico asociado a A =0
es dos.

d) Dado que (1,0,0,0)* € Nuc (A) entonces v; = (0,0,0,0).

e) La transformacion lineal T'(x) = Ax es sobreyectiva.

19. En cada uno de los siguientes casos, obtenga las ecuaciones
vectoriales de los ejes principales de la seccién coénica y su
ecuacion canodnica. Calcule el angulo de rotacién y trace un
grafico de la seccién cénica (incluya las asintotas).

a
b

) 222 — 3zy — 2y? + 10 = 0.
) Tw? + 322129 — 1723 — 50 = 0.
¢) 23 — 223 + 225 = 0.

d) 1622 — 24xy + 9y? = 25.

e) 372 — 2z179 + 373 + 4221 = 6.

f) 222 + 4zy + 5y° —\2/§x—7y—11
g) 22 — 2xy — 3% = 10.

h) 6v/3x125 — 622 + 3z — 33z, = 24

20. Después del cambio de variable (una rotacién) la ecuacién de

2
’ . —y 2 _
una conica es —t +y5 + Y2 = 0.
(a) Obtenga la ecuacién candnica e identifique la cénica.

b) Si el 4ngulo de rotacion es Z calcule una ecuacién vectorial
3

de cada uno de los ejes principales.
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(¢) Trace la gréfica de la curva.

(d) Escriba la ecuacién de la cénica con término xqxs.

21. Considere la cénica de ecuacion
333% — 8xr129 — 390% — 4\/53:1 + 2\/53;2 =15.

Siz=(1,22)%, y y= (y1,92)":

a) Diagonalice la matriz A apropiada y dé la matriz P del
cambio de variable y = Pz, que elimina los términos
cruzados en la ecuacion anterior y ademads corresponde
a una rotacién.

b) Transforme la ecuacién dada hasta obtener la ecuacién
candnica de la respectiva cénica.

c¢) En el sistema de coordenadas de las variables z1 y o,
trace el grafico aproximado de la coénica, senalando las
coordenadas de los vectores que generan los ejes y1 v y2,
y mostrando las asintotas (si es el caso).

22. Considere la superficie de ecuacién
2 22 _
—z° 4+ 5y° — 2z° — 2zxy + 10zz — 2yz = 12.

Si A es la matriz simétrica, correspondiente a la forma cua-
dratica de esta ecuacién, se conoce que:

|A = M| =—(A—3)(A—6)(\+6)
Ademis, Va_3 = C0{(1,1,1)'} y Va_g = CL{(1, -2, 1)'}

a) Determine la matriz A y Vi—_g.

b) Dé una matriz P para el cambio de variable y = P'x, que
elimina los términos cruzados en la ecuacion anterior.

¢) Obtenga la ecuacién canénica de esta superficie.

d) Si las nuevas variables se denominan z’, y', y 2’, deter-
mine el coseno del angulo entre los ejes correspondientes
a las variables z y 2’.

23. Sea la superficie

x%—i—x%—i—x%+2ax1x2+2bm2x3+2x1x3+\/3951 —\/§x2+\/§x3 =0.
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24.

25.
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(a) Escriba la ecuacién en la forma ztAx + Bx +d = 0. {Si
P =(1,1,0), para cudles valores de a y b, P es un punto de
la superficie?.

(b) Sea B = {v1,vq,v3} la base ortonormal de IR que deter-
mina los ejes principales, y suponga que a = b = —1. Deter-
mine la base By el cambio de variable que elimina los términos
“cruzados” de la ecuacién. Obtenga la ecuacion sin términos
cruzados.

(¢) Determine [P]g. ;[P]s satisface la ecuacién sin términos
cruzados?
Considere las siguientes ecuaciones de superficies cuadraticas:

a) 1Ty = I3.
b) —3y? + 62y + 6yz = 12.

i) Diagonalice la matriz A apropiada y dé una matriz P
para el cambio de variable y = P!z, que elimina los
términos cruzados en la ecuacién.

ii) Transforme la ecuacién dada hasta obtener la ecuacién
candnica de la respectiva superficie e identifiquela.

iii) Halle una ecuacién vectorial para cada uno de los ejes
rotados que denominamos L;, i1 = 1,2, 3.

iv) Sean E7, F3, Ej3 los ejes determinados por la base cand-
nica, encuentre el angulo entre F; y L; para i =1,2,3.

Considere la superficie de ecuacién
—4x3 + 223 + 423 + 62123 = 20.

Si A es la matriz simétrica, correspondiente a la forma cua-
dratica de esta ecuacién, y se conoce que:

A= PDPt!
1 —3
7o 0 % 50 0
donde P = 0 1 0 y D= 0 2 0
3 1
o 0 U 00 -5

a) Dé la matriz A e indique el cambio de variable que eli-
mina el término x1x3 de la anterior ecuacion.
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b) Transforme la ecuacién dada hasta obtener la respectiva
forma canénica.

¢) Si las nuevas variables se denominan y, y2, y ys3, deter-
mine el coseno del dngulo entre los ejes correspondientes
a las variables z3 y ys.

26. Sea A una matriz 2 x 2, simétrica y con valores propios A;
y A2. Compruebe que la seccién cénica de ecuacién f (z) =
2*Az+d=0cond >0, es:

(a) Una elipse si A\j Ay > 0.
(b) Una hipérbola si A\ Ag < 0.
Analice el caso d < 0.

27. Halle una regla en términos de los valores propios, que carac-
terice el cono eliptico. Demuéstrela.

28. Sea A = (ay5),,,,, tal que Y. | a;; = 1 para todo j. Com-
pruebe que 1 es valor propio de A.
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Apéndice A

Examenes

En este apéndice se presentan los exdmenes aplicados en el curso
MA-1004 Algebra Lineal, de la Escuela de Matematica en la Uni-
versidad de Costa Rica, correspondientes al I y II ciclo lectivo de
1996 y al I y II ciclo de 1997.

Salvo unas pocas excepciones, en cada ciclo, en el primer exa-
men se evalia la materia de los capitulos 1, 2, 3 y 4. El segundo
parcial corresponde con los capitulos 5, 6, 7 y 8 y los restantes
temas se evaliian en el tercer parcial.

A.1 Examenes Parciales 1

A.1.1 T ciclo lectivo de 1996

Universidad de Costa Rica I Ciclo 1996
Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal

PRIMER EXAMEN PARCIAL
PARTE 1

Marque con una x la dnica alternativa correcta

371
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1. La region marcada es el conjunto de soluciones factibles de un
programa lineal cuya funciéon a maximizar es:

Z = =3z + 4y.

Entonces:

1. El méximo de Z es 6
2. Z no alcanza el maximo

3. El méximo de Z es 10

4. El maximo de Z es 8

2. El sistema Az = b (con b diferente de cero y A una matriz
n X m), tiene solucién unica. Entonces necesariamente se tiene:

1. b es solucion del sistema

2. A es no invertible

3. La matriz aumentada del sistema es invertible
4. El determinate de A es diferente de cero.

3. Seaa € IRy el sistema:

—_

r—ay =
2z +y

I
w

Entonces:

1. Para cualquier valor de a, el sistema no tiene solucion.

. Para cualquier valor de a, el sistema tiene solucién tnica.

-1

2
3. Si,a# %1, el sistema tiene solucién unica.
4 BE

.Sia= el sistema tiene solucién unica.

4. Sea A una matriz n x n tal que A3 = A. Entonces necesaria-
mente se tiene que:
1. Hay sufiente informacién para determinar el valor A.
El dnico valor para det(A) es 1.
El dnico valor para det(A) es 0.
El det(A) solo puede ser 0, 1 6 -1.
Ninguna de las anteriores.

AN
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5. Las rectas Ly, Lo y L3 corresponden a un sistema no ho-
mogéneo de ecuaciones 3 X 2.

Ly
Ly Lo

Si Ly y Lo tienen igual pendiente, entonces:

1. La solucién del sistema es unica.

2. El gréfico no provee suficiente informaciéon para concluir
acerca de la solucion del sistema.

3. El sistema no tiene solucién.
4. Hay infinitas soluciones.

5. Ninguna de las anteriores

11 0
6. SeaA=1| 0 0 b y B la matriz escalonada reducida
0 a a+bd

equivalente a A. Entonces

1.Sib#£0,B=1,

1 0 0
2. Sia=0,B=1 0 0 1
0 0 O
1 0 a
3. Sia#0,B=| 0 1 b
0 0 O

4. Si ab =0, B tiene al menos una fila de ceros.

7. Si A€ M(n,IR)y tanto A como A’ son matrices triangulares
superiores, entonces se cumple que:

1. A es invertible

2. A es la matriz identidad
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3. A es simétrica
4. A es definida positiva
PARTE II

Los siguientes ejercicios son de solucién rapida y cor-
ta, por lo que solo nos interesa su respuesta (no los
cédlculos), la cual debe anotar en el espacio correspon-
diente.

8. Sea A una matriz de 3 x 3. En cada caso marque:

e Con una [S] si A es invertible.
e Con un [N] si A no es invertible.

e Con una [Q] si no es posible concluir que A sea o no in-

vertible.
1. [ ] A esequivalente a una matriz escalonada reduci-
da.
2. ] det(A)=-3
3. ] AlA=13
1 2 0
4. [ ] ElEgEgA = 0 1 3 Con E17E2,E3 matri-
0 01
ces elementales.
5. ] det(4)=0
1 21
6. ] A= 0 11
-1 2 1

9. Sea A€ M(n,IR) conn > 1A invertible. Calcule:

AtA(AY)!
1. |(A) = donde |A| = det(A)
2. det(det(A)I,) = con det(A) =3

10. Sea A = (Aj, Ay, Az, A4) una matriz de 4 x 4 donde Aj, As,
Asz, Ay son las columnas de A y det A = 4 Calcule:

1. det(Az, Ay, Ay, A3)=
2. det(3A1,2A5 + A3, A3, Ay)=
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3. det(3A1, A27 2A2 + A3, A4):
4. Sib= A1 +2A5+ A4 La solucién del sistema Az = b es

€r =

PARTE III

Resuelva en su cuaderno los siguientes ejercicios:

11. Para enviar un mensaje codificado de 4 letras, se remplaza
cada letra por el numero de su posicién en el alfabeto, y cada
namero es colocado en una matriz M. Por ejemplo la palabra
CABO viene dada por la matriz:

M = ;’ 116 . Para evitar la deteccion del mensaje se

envia codificado en la forma MC, donde

c=(17)

Si una persona recibe la matriz ( 2 8 ) Diga cual
25 —11

es el mensaje.
A|/B|C|D|E|F|G|H]|I
1123456789
J|/K|L|M|N O|P|Q
10 (11 (12 13 |14 |15 |16 | 17 | 18
R|S|T|U|V I W|X|Y]|Z
19 |20 | 21|22 |23 |24 | 25|26 |27

12. Resuelva el problema de programacién lineal siguiente:
Minimizar z = x1 + x2 + 4x3 + Tx4.

Sujeto a las restricciones:

T1+To+5r3+2x4 = 8
2581 + o + 8$3 = 14
x; >0 1=1,2,3,4.
. 1 2 . L/
13. Si A= ( 0 -1 ) Encuentre el conjunto solucién de

la ecuacién Az = z con z € IR?.
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A.1.2 1II ciclo lectivo de 1996

Universidad de Costa Rica IT Ciclo 1996
Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal

PRIMER EXAMEN PARCIAL

PARTE 1

Responda las preguntas en el espacio correspondiente. Al fi-
nal de cada una hay un espacio para que, tan breve como le sea
posible, ponga los argumentos que justifican su respuesta.

2 2 1
1. Sea Aunamatrizde3x3, B=| 0 2 a | ,det(AB)=4.
0 01
Entonces
det(A) = _ det(A7l) =
det(34)" = _ Rng(4) =
Justificacion
1 0 . .
2. Sea A= ( 4 92 ) .Si E1, FEs, E3, E4 son matrices elementales

tales que EsF1A =1y E3E, = A. Entonces

() e ()
s () ()

Justificacién
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3. Sea A una matriz de 3 x 3, escalonada, de rango 2.

0
1. El sistema Az = 0 tiene (solucién: unica, ninguna,

infinitas)
2. El sistema Az = 0 tiene (solucién: tdnica, ninguna, infini-

tas)

Justificacién

4. Sea A una matriz de 3 x 3, cuyas columnas: Aj, Ay, A3 son
linealmente independientes y verifican :

1
3A1 —2A,+As5=1[ 0
0
Entonces
1
1. El conjunto solucién del sistema Az = 0 es § =
0

2. La primera columna de A~! es C} =

Justificacién

5. La funcién objetivo del programa lineal:
Min z = 21 + 223 — 4
Sujeto a las restricciones:
—x1+x2o+x3=1, 201 +x24 =2, x; > 0;
alcanza su valor minimoen z=( , , , )elcuales
z=

Justificacién
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PARTE II: Desarrollo

6. Sea P € M(n,IR), P es una matriz ortogonal si PP = I,,.
Demuestre que si x € IR", x #0

2
P=1I,— ——zxx'

rtx

es una matriz simétrica y ortogonal.(Justifique en detalle cada
paso)

2
7. Sea A= 1
0

SN =
w o o

1. Encuentre los valores de A que satisfacen la ecuacion:
det(A\I—A) =0

2. Escriba el sistema Az = 3z como un sistema homogéneo.
Sin hacer calculos diga cuantas soluciones tiene este sis-
tema y de los argumento que justifican su afirmacion.

3. Encuentre el conjunto solucién del sistema anterior.

8. Plantee y resuelva (Por cualquier método) el siguiente proble-
ma.

Una compaia distribuidora vende automdviles y camiones,por
los que obtiene 10 um(Unidad monetaria equivalente a 50000
colones) y 20 um en cada camion.

El fabricante puede proveer un maximo de 30 automéviles y 26
camiones por semana.

Tanto automéviles como camiones requieren de un tiempo de
preparacion en el taller, para revisién e instalacion de ciertos
componentes. Cada automévil requiere, en promedio, de 2 ho-
ras de taller y cada camién 3 hrs. El distribuidor dispone de 96
hrs de tiempo taller.

;Cuantos automdviles y cudntos camiones debe ordenar sem-
analmente el distribuidor para maximizar su ganancia.? (no
deben sobrar).
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A.1.3 1 ciclo lectivo 1997

Universidad de Costa Rica I Ciclo 1997
Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal

PRIMER EXAMEN PARCIAL

1. Considere el programa lineal max z = 3z1 + 2z2 + 20 sujeto a

6x1 + 4xo < 120
3z1 + 1029 < 180

T1,T2 20

a) (10 pts.) Grafique la regién de soluciones factibles.
b) (5 pts.) Calcule el valor méximo de la funcién objetivo z.

c¢) (10 pts.) Dé tres puntos donde la funcién z alcanza su valor
maximo.

2. a) (5 pts.) Exprese

=(0,0,0)

=R

1 1
(z,y,2) | 1 1

a 3
como un sistema de ecuaciones lineales en las incégnitas x, y,
z.

b) (10 pts.) Encuentre la relacién entre o y § para que el
sistema tenga solucién unica. Obtenga dicha solucién.

¢) (10 pts.) Si a = 3, encuente el rango de la matriz asociada.

1 2 -1
3. (15pts.) Sea A= 0 -1 2 . Exprese A como el
-1 -3 3
producto de una matriz invertible y una matriz triangular.

4. Definicién: Se dice que una matriz X es antisimétrica si
Xt = —X. Sea A una matriz n x n:
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a) (5 pts.) Deduzca que S = A + A? es simétrica y que
R = A — A es antisimétrica.

b) (5 pts.) Compruebe que A = SJQF—R y exprese X = < 3 ; )

como la suma de una matriz simétrica y una antisimétrica.
5. Sean A y B matrices cuadradas de n x n y det(B) = 4.

a) (10 pts.) Sidet(AB) = 8. Calcule det(A™1) y det(C~1ACB)
donde C es una matriz invertible.

b) (5 pts.) Si S* = —S y n es impar. Pruebe que S no es
invertible.

c) (10 pts.) Si @Q es una matriz ortogonal, (Q~! = @), deduzca
que det(Q) = +1 y calcule det [(5BQ2)71]

A.1.4 1I ciclo lectivo de 1997

Universidad de Costa Rica IT ciclo 1997
Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal

Examen Parcial 1

INSTRUCCIONES: Justifique cada una de sus respuestas

2 5
1. (16 Pts) Considere la matriz A= | -3 8
4 -1

a) Sea u = (4,—6,8)" ;Se puede expresar el vector u como
combinacién lineal de los vetores columna? .

b) Pruebe que el vector (5,8, —1)¢ no se puede expresar como
combinacién lineal de los vectores (2,—3,4)" y (4,—6,8)".

c¢) (Es el conjunto de vectores {(2, —3,4), (4, —6,8), (5,8, —1)}
linealmente independiente?.

d) ¢Para cudl o cudles valores de a, el vector v = (1, a,2a—1)!
es combinacion lineal de esos vectores columna de A?
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2. (18 Pts) Analice para cudles valores de a y 3, el sistema:
4x1 — 629 + 223 = «
—6z1 + 920 + B3 = 1

(a) No tiene solucion.
(b) Tiene infinitas soluciones.

(¢) Tiene solucién unica.

3. (16 Pts) Suponga que B es la matriz 4 X 3 cuyas columnas son
b1,b2,b3. Sea A la matriz 4 x 4 de columnas by ba, b3, by + ba.

(a) Suponiendo p(B) = 3 (rango de B), obtenga el conjunto
solucién del sistema

Ax =0 con z € IR

(b) Determine la nulidad de A.
4. (16 Pts) Maximice z = 421 +2x2+5x3 sujeto a las restricciones

x|+ 2{E2 + 3%5
T1 + T2 + 213
x;

IV IAIA
O o

Vi
y dar los valores de x1, x2, x3 que maximizan a z.

(18 Pts) Si B= P~YAP con A, B, P € M(n, IR) y P invertible
(a) Muestre que det B = det A
(

b) Muestre que det(A — B) = det(AM — A) con A € IR

(c) Si A es invertible y si A=! = A demuestre que det(24) =
2™ o det(24) = —2".

6. (16Pts)SiA_<(% ?)((1) f)(? (1)>

(a) Exprese A~! como producto de tres matrices elementales.

(b) Exprese A! como producto de tres matrices elementales.
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A.2 Examenes Parciales 11

A.2.1 T ciclo lectivo de 1996

Universidad de Costa Rica I Ciclo 1996
Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal

EXAMEN PARCIAL II

PARTE I (7 puntos)

Marque con una x la tnica alternativa correcta

1. Considere las siguientes tres rectas en IR3:
Ly: (z,y,2) =(1,0,1) + t(a,b,c)
r—a y—-b z-c
2 -1 2
L3 : definida por la interseccién de los planos:

LQI

ar+by4+cz=6 , 20—y+22=0
Entonces independientemente de (a, b, c) se tiene que:

1. Lo es paralela a Lj

2. Ly y L se intersecan en (a, b, c)
3. L3 es perpendicular a Ly y Lo
4

. L; esta contenida en L3

2. Si S esun plano en IR? que contiene los puntos (0, 0,0) (2,0,0)

y (0,0,1) entonces S es:
1. El plano 2 =0
2. El plano y =0
3. El plano z =0
4. el plano x — 2 =0

3. La dimensién del subespacio generado por los vectores
(]‘7 17 0’ O) i (27 2? 07 0) ) (07 1’ 07 0) Y (27 07 O’ 3)
(1,-2,0,8),(0,0,0,0) es:
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o o W
[ NS N}

jol
NN N

4. Larecta {(0,%,1)|t € R}:

1. Estd en el plano 6z + 4y — 5z = 0.

2. Es paralela al plano 6x + 4y — 5z = 0.

3. Es paralela al plano 5z — 3y + 3z = 1.

4. Es perpendicular al plano 5x — 3y + 3z = 1.

5. Sean x,y € IR™ ,||z|| = ||y||, entonces (z + 2y) - (x — 2y) es
igual a:
1.0
2. 5[|a* — 4f|=||llyll
3. =3||z||?
4. 3|l

6. Sean el subespacio vectorial
y los vectores u = (1,2,—1,-1) ,v = (0,0,0,2)

Entonces:

l.ueU yv¢U
2.u¢U yovelU
3. (u—v)eU
4. (u+wv)eU
7. Sean los vectores u; = (1,—1,0), ug = (2,a—3,1—a) y ug =
(1,1,a0 — 1). Entonces
1. Para cualquier valor de « los vectores son L.i.
2. Los vectores son l.d. inicamente para o = —1
3. Los vectores son 1.d. para cualquier « distinto de 1y —1
4

. Los vectores son l.d. paraa=10a = -1
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SEGUNDA PARTE (10 puntos)

Los siguientes ejercicios son de soluciéon rapida y cor-
ta, por lo que solo nos interesa su respuesta (no los
cdlculos), la cual debe anotar en el espacio correspon-
diente.

8. Sea {v1,v2,v3} un conjunto ortonormal de vectores de IR™
1. ||’U1 - 21}2 — ’l}3||2 =
2. (v1 —w2) - (v +v3) =

9. Sea B={(1,-1,2),(1,1,-1),(0,1,1)} una base de IR?

1. Silas coordenadas de V en la base B son [v]p = (—1,2,1)"
entonces v=

2. Siu=(1,-3,6) entonces [v]p =

10. Considere el paralelogramo de vértices A, B, C, D

con A =(-1,2,3), B=1(0,1,5), C = (7,-3,8). Entonces
D:

D C

11. Sean u,v € IR", u # 0, v # 0. Entonces el coseno del angulo
entre :

uy v— Proy,(v) es
y entre v y Proy,(v) es
12. El rendimiento (y) de la alfalfa (toneladas por acre) depende

linealmente de la cantidad (z) de agua aplicada (pulgadas por
acre) de acuerdo con la relacién:

y = 4 + kx, que se puede expresar como z = kx con z =y — 4.
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Estimar el valor de k mediante regresién lineal, asumiendo que
se hicieron 8 mediciones y que los datos expresados en los vec-
tores Z,¥ , T ( T es el vector con sus 8 entradas iguales a 1)
verifican:

= 1590.48

<y

Z-1=210 -7 =17308 z-

Indicacién Z' = (§ — 41

~

IIT PARTE (18 puntos)

Resuelva en su cuaderno los siguientes ejercicios:

13. Sea W = Cf{(2,1,0),(1,1,1)}

1. Obtenga una base de W+
2. Sea v = (3,—7,5). Encuentre a € W y b € W+ tales que
v=a+b.

14.
a) Demuestre que : ||A+ B||?+||A— B||*> = 2(||A||* + || B||?)

b) Use (a) para calcular la mediana relativa al mayor lado del
tridngulo de lados 6, 7, 8 cm.

N -
N 4 -
N /////
6 ST
20N
~
.CL'/// \\4
-7 AN
// N
7

15. Sea S ={(z,y,2)2z+3y—2=0}y L=C¢{(1,1,1)}

1. Demuestre que S es un subespacio de IR® y encuentre una
base.

2. Calcule la distancia de un punto arbitrario de la recta L
al plano S

3. Determine todos los puntos de la recta L que estdn a una
distancia del plano S igual a /14.
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SEGUNDO EXAMEN PARCIAL

1. 1. Sean u,v € IR" tales que ||u|| = ||v|| Demuestre que u —v
y ¢ + v son perpendiculares. (7 pts)
2. Demuestre que todo tridngulo inscrito en un semicirculo
es rectdngulo. (8 pts)
u
v
0

2. Sea {v1,v2,v3} un conjunto linealmente independiente de
vectores de IR3. (15 pts)

1. Demuestre que B = {v1,v1 + v2,v2 — v3} es una base de

ZRS
2. Calcule las coordenadas de v en la base B para v = vy +
Vo2 + V3
3. Sea Il el plano con ecuacién r—2y—2z2=3 (15 pts)

1. Decida si la recta L de ecuacion: (x,y,z) = t(0,—1,2), t €
IR es paralela al plano II

2. Obtenga la ecuacién de un plano que contenga a la recta

L y sea perpendicular con II.

4. Sealarecta L definida por las siguientes ecuaciones paramétricas:
(15 pts)
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r = 342t
y = 44t te IR
z = b—06t

Encontrar el punto Q € L que esté mas préximo del punto
R=(4,1,7)

5. Sea W ={(z,y,2)]22 —2=0, y — 2z =0} (15 pts)

1. Demuestre que W es un subespacio de IR>.

N

Encuentre una base para el subespacio ortogonal W+

©w

Trace un grafico con Wy W+.
Encuentre u € W, v € W+ tal que

u + v=(1,5,0)

6. Sean 1 = (1,0,1,2,1), a9 = (0,1,1,1,2) vectores de IR®.
(15 pts)

>~

y W = Cl{z1, x2} el subespacio generado por ellos.

1. Encuentre una base B ortonormal para W

2. Sea y=(4,5,6,5,4) vector de IR*. Calcule i = Proyy, (y)
la proyeccién de y sobre W.

7. Utilizando los resultados del problema 6, resuelva el si-
guiente problema de regresién lineal. (15 pts)

Se ha observado que en una granja la producciéon de huevos y
estd relacionada con las cantidades de dos comidas fijas x1, x2
por y = axy + bxo + €

1. Estime los valores de a , b de acuerdo con los siguientes
datos

s JL]0]1[2]1
2o |0 1| 1|12
v [4]56]5]4

2. Calcule el valor de R indice de calidad de la regresién y
comente.

3. Estime la produccién de huevos para x1 = x5 = 2
Nota: Ud puede resolver este problema sin utilizar
los resultados del ejercicio 6, pero: Invertira mas
tiempo y su puntaje maximo sera 7 pts
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Examen Parcial 11

o

(15 Pts) Sean A = (1,1,0), B = (-3,2,1) y C = (3,—4,4) los
tres vértices de un tridngulo:

a) Determine el vector @ue corresponde a la altura del
tridngulo sobre el lado BC.

b) Calcule el drea de este tridngulo.

2. (15 Pts) SeaW—{( a b > € Mayxala+b=0, c—i—d—O}

c d

a) Muestre que W es un subespacio vectorial de Moy o.

b) Determine un conjunto generador de W.

3. a) (8 Pts) Determine una base para el subespacio S de IR*
generado por los vectores:

(1a15272>7 (3a37373)7 (2a2a151) y (1717_17_1)

b) (12 Pts) Calcule la distancia de (1,2,0,1) al subespacio
S.

4. (20 Pts) Considere las rectas:
Li:{(2—-1¢3,1+1t)|t € R}
Ly : {(5+1t,5+2t1)|t € R}

a) Determine el punto R donde L; interseca a L.

b) Dé la ecuacién normal de un plano que contenga a L1 y a
Lo.

c) SiPeL1yQ € Ly, P# R # Q. Muestre que el tridngulo
de vértices P,@Q y R es rectangulo.
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5. (15 Pts.) Sea B = {w,ws,ws,ws} una base ortonormal de
IR*, considere los subespacios de IR* :

S =Clwy,we}  y T =ClHws,wya}

a) Demuestre que S y T son subespacios ortogonales.
b) Siz = 2wy — we — 4wz + 2wy :

i) Determine vectores 1 € S'y x5 € T, tales que
xr =X+ 2a.
ii) Calcule Proypz.
iii) Determine la distancia de x al subespacio S.

6. (15 Pts) Sea B = {vy,v2,v3,v4} un conjunto ortogonal de vec-
tores no nulos de IR® y sea A la matriz 5 x 5 cuyas filas son:

v1, V2, U3, V4, V1 + V2 + V3.

Si S={xreR°/Ax =0} y w € S, entonces:

a) ;Cudl es la dimensién de S?

b) Dé un conjunto generador de S*.

)
)
c¢) Determine una base ortonormal de S.
d) Determine Proyg(v1 + w).

)

e) Dé un vector ortogonal a w.
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1. (35Pts) Sean P = (3,0,0) ,Q = (1,1,3) y R = (0,—2,1)
puntos en IR3.

a) (5Pts) Determine el drea del paralelogramo de lados no
paralelos PQQ y PR.

b) (5Pts) Muestre que @ = (1,—1,1) es ortogonal a PQ y

—

PR.
¢) (7 Pts) Calcule el volumen del paralelepipedo de lados
ii, PQ, PR.

d) (6 Pts) Sea B = {]%, P—]:?} base del subespacio W delR3.
Construya una base ortonormal para W.

e) (6 Pts) Calcule la proyeccién del vector ﬁ—&—i)—f—ﬁ% sobre
el subespacio W':
Proyy, (7 + P_C)Q + P—]:]f)
f) (6 Pts) Encuentre el subespacio W+.

2. (25Pts) Sean:

W = {(x,y,z,w) €R4|x=y—|—z—w}

U= {(:I:,y,z,w) € RYw=0, z=5y — 296}
a) (10 Pts) Demuestre que U es subespacio de IR* y encuentre
una base (demuestre que es base).

b) (15 Pts) Encuentre bases y las dimensiones para Wy Wn
U. (No demuestre).
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3. (25pts) Considere las rectas:

x:l—t $:2_8
L= y=2+t ,telR Ly = y=1-—5s ,s€lR
z=2-—3t z=Ss

a) (10Pts) Demuestre que L1y Lo no se intersecan.

b) (10Pts) Determine una ecuacién del plano 7 que contiene
a L1 y es paralelo a Ls.

¢) (bpts) Calcule la distancia entre Ly y Lo.
4. (15Pts) Sea el subespacio de M (2, IR)

w={(e ")

a) (5Pts) Calcule una base y la dimensién de W.
1 -2
2 -1
nacién lineal de la base encontrada en a).

a,b,cElR}

b) (5Pts) Exprese la matriz ) como una combi-

c¢) (5Pts) El producto punto definido en IR™ (asi como la
definicién de perpendiculariedad) se puede extender de
manera natural al espacio de matrices como sigue:

by b
(5 ) (% %) oo v

Si A= ( le :1 ) , encuentre una matriz B perpendicu-
lar a A.
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EXAMEN PARCIAL III

Cada pregunta vale 20 puntos.

1. Sea S el subespacio de IR* definido por:

S =cCe{(1,0,-1,2),(1,1,1,0),(2,0,—2,1)}

—

. Encuentre una base ortonormal para S

[\

. Sea u = (0,3,0,6). Calcule la proyeccién ortogonal de u
sobre S.

3. Encuentre vectores s € S, t € S+ (subespacio ortogonal)
de modo que se verifique: u = s + t.

4. Calcule la distancia del punto u a S.
2. SeaT: IR — IR?,
T(z,y,z) = (bx + 4y + z,4x + 8y — 4z, — 4y + 52)
1. Encuentre una base para el subespacio Img (7).
2. Determine la nulidad n = dim Nuc (7")
3. Diga si T es diagonalizable ortogonalmente. (Justifique).
4. Diga sin hacer més cédlculos si A = 0 es un valor propio de
T. (Justifique).
3. SeaT:IR? — IR? una transformacion lineal, B = {v; va},& =
{w1,ws, w3} bases de IR? y IR respectivamente y

1 =z
T =1 2 vy | lamatriz asociada a T en las bases B y £.
3 z
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1. Si T'(ve) = wy + 2ws + ws. Encuentre x, y, 2.

2. Siv = 2v; —vq. Calcule [T'(v)]e (Coordenadas de T'(v)
en la base &).

3. Decida si T es inyectiva; sobreyectiva  (Justifique)

4. Sea T : IR® — IR® un operador definido por T(z) = Ax, v €
ZR3

2 3 =3
A=10 -1 3
0 0 2

1. Encuentre una base B de IR?, formada por vectores propios
de T. Escriba la matriz [T]p  (matriz de T en las bases

B, B)
2. Encuentre una matriz P tal que :P71AP = [T|z

5. Considere la conica cuya ecuacién es : 6\/§ch — 622 =27

1. Realice una rotacién de los ejes x,y de modo que en los
nuevos ejes x/,y/ la ecuacién de la cénica este en su forma
candnica.

2. En un solo gréafico represente los sistemas de ejes carte-
sianos xy, x/y! y trace el grafico de la cénica.

3. Calcule el coseno del angulo de rotacién.
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TERCER EXAMEN PARCIAL

1. Sea T :IR?® — IR* lineal, representada en las bases
B = {v1,v2,v3} de IR® y C canénica de IR* por la matriz

1
Tg=| -1
2

N O =

1
1
2

1. (4p) Encuentre T'(vq) y T(u) para u = v; — 2vg + vs.

2. (10p) Encuentre un conjunto de generadores para cada
subespacio: Img (7), Nuc(T), e indique si T es: inyecti-
va, sobreyectiva.

3. (6p) Si &€ ={(1,2,1),(1,0,0),(2,2,2)} es otra base de IR?

)

1 0 0
ymg={ o0 11
0 0 1

(I: identidad en IR®). Encuentre [I]8 y [T]¢.

2. Sea T, : IR?> — IR? la transformacién lineal definida por
Ta(z) = Az, A matriz de 2 X 2. Sean ademds las rectas en
R*> L:y=—-x, Ly: y=2z

1. (7p) Si T4 es la reflexion respecto a la recta L, encuentre
la matriz A y Ta(z,y).

2. (6p) Encuentre en que se transforman Li, Lo mediante
T4, esto es equivalente a calcular los dos subconjuntos si-
guientes:

TA(L) = {TA(x,y)|(ac,y) € L}v L=1Ly, L=1Ls

3. (7Tp) Haga un gréafico con Ly, Lo, Img(T4), Nuc(Ta),
T(Ly),y T(L2). Seale con claridad en el gréfico cada con-
junto.
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3. Considere las matrices:

2
A= 1
1

O O =
SN =
— = N
Sy
Il
OO =
[anll (VRN \V]

1. (8p) Demuestre que la matriz A no es diagonalizable

2. (12p) Encuentre una matriz P invertible y una matriz D
diagonal tal que P~'BP = D.

4. Sea A una matriz simétrica de 2 x 2 con valores propios A\ =
4 Xy = —2 y vectores propios correspondientes a cada valor
propio: v; = (1,1) , va = (1, -1).

1. (7p) Calcule A

2. (6p)Sea la cénica con ecuacién z' Az = 1 con z* = (21, 22).
Obtenga la ecuacién referida a un nuevo sistema de coorde-
nadas x1/, o/ en el cual la cénica esté en su forma candnica
e identifiquela.

3. (7p) Haga un dibujo de la cénica, indicando, los ejes ori-
ginales x1, s y los nuevos 1/, xa/.

o

Sea B la base canénica de IR? y [T]|s =

= O W
O = O
w o =

1. (6p) Obtenga una base para cada subespacio propio de T

[\

. (2p) Obtenga una base &€ de IR? tal que [T]¢ sea diagonal.

@

(6p) Obtenga una matriz C' ortogonal tal que.

[T]s = C'[T)eC

4. (6p) Escriba la ecuacién canénica de la superficie cuadrética.

323 4 4a3 4 323 + 211203 = 8

e identifiquela.
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1)

Examen Parcial 111

(20 Pts) Sean B = {vi,v2}, B' = {wy, w2} bases de IR? tales
que:
wy = —V2 w2 = V1 + V2

a) Sea I : IR?> — IR? la transformacién identidad.
Bl
Encuentre [I]; .

b)Sea T : IR? — IR? una transformacién lineal tal que

Tz = ( ; _(1) > . Encuentre [T]g

c) Calcule [T'(2v; — v2)]y (coordenadas de T'(2v; — v2) en la
base B')
d) Suponga que B es la base canénica de IR?. Calcule las coorde-

nadas en base B de los vectores T'(u) y T'(v), si [u]z = ( L )

-1
y [lg = < _f >

(20 pts.) Sean By y Bs bases de IR? y IR? respectivamente.
Sea T : IR? — IR® una transformacién lineal tal que:

’

0 80

T =1 -7

0 —-20
—240
a) Encuentre [v] si [T'(v)]g, = 23
60

b) Encuentre la dimensién de Img (7T) y Nuc (7).
c¢) {Es T inyectiva? jEs T sobreyectiva? Justifique su respuesta.

d) Sea S : IR? — IR? una transformacién lineal tal que

[Slg, = ( é (1) _(1) ) Calcule [T 0 5, -
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3) (15 pts)Sea T : IR? — IR? definida por T'(v) = Av, donde:

01 -1
A= -1 0 3
0 1 0

a) Compruebe que T es invertible. Justifique su respuesta.

b) Calcule [T~ ]c ,donde C es la base canénica de IR3.

¢)Sea B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} base de IR3. Calcule
7]

4) (15 pts) Sea A = 3 < éQ _12 )

a) Calcule los valores propios de A y encuentre una base para
cada subespacio propio.

b) Considere la cénica dada por la ecuacién X*AX = 13. En-
cuentre los ejes principales, la ecuaciéon candnica y el coseno del
angulo de rotacién.

c¢) Identifique la curva y grafiquela.

1 a O
5) (20pts.) Sea A= a 1 a |,aeR
0 a 1

a) {Es A ortogonalmente diagonalizable? Justifique su respues-
ta.

b) Compruebe que A = 1 es un valor propio de A y encuentre
un vector propio asociado.

¢) Compruebe que (1, V2, 1) y (1,—+/2,1) son vectores propios
de A y calcule sus respectivos valores propios.

w0

d) {Qué condicién debe cumplir el pardmetro“a” para que
X'AX =1 sea un elipsoide? Justifique su respuesta.
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6) (10 ptos.) Se estima que para cierta planta vegetal su produc-
cién anual P es directamente proporcional a su superficie foliar
S. Un agrénomo obtuvo la siguiente tabla para cuatro plantas:

S=Superficie foliar (m?) | 10 [ 12 | 13 | 15
P=Produccién anual (kg) | 30 | 35 | 40 | 44

a) Estime la constante de proporcionalidad k para el modelo
P=kS.

b) (Es esta una buena aproximacién? Justifique su respuesta.

¢) Si una de estas plantas produce 25 kg al ano, estime su
superficie foliar.

A.3.4 1I ciclo lectivo de 1997

Universidad de Costa Rica IT Ciclo 1997
Escuela de Matematicas MA-1004 Algebra Lineal

Examen Parcial 111

1. (20 pts.) Considere la siguiente tabla de valores de las variables
T, Y:

c[2[-1]0]1]2
yl1]o0[=2]-1]0

Se desea estimar los pardametros ag, a; y ag de la funcién
cuadratica

2
Y =ag+ ai1x + axx

que mejor ajusta los datos de la tabla.
1. (7 pts.) Utilizando el modelo de regresién lineal multiple:
y=ab+e

Escriba y, = y b que corresponden a los datos de este
problema.
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2. (10 pts.) Calcule la estimacién de los pardmetros ag, a; y
as que produce el modelo en (1.1). Puede utilizar que

1

5 0 10\ 1 34 0 -10
0 10 0 =5 0O 7 0
10 0 34 -10 0 5
3. (3 pts.) {Cudl es el valor y estimado para x = —17

Nota Al resolver 1.2) y 1.3) deben anotar todas las opera-
ciones necesarias para obtener los resultados.

g () (w
vy ) 7 \wa
una base ortonormal de IR?> y C = {e1,ea} la base canénica
de IR?. Para los operadores T , I (Identidad) en IR? se pide:

2. (15 pts.) Sea

1. (5 pts.) Calcule [I]% v [I]?.

2. (5 pts.) SiT es la transformacién lineal tal que

()] = )+ [E)] = G)

Calcule [T7,, .

Sugerencia: Calcule primero [T]‘;3

T [GU=IG

3. (8 pts.) Sea T :IR?> — IR? definida por:

3. (b pts.) Demuestre que

T(x,y)=(x—vy, y, —x+Yy)

1. (4 pts.) Determine una base para Img (7) y sin hacer més
calculos determine el Nuc (7')

sl {6)0)

calcule [T](li;, donde C es la base canénica de IR3.
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4. (25 pts) Sea B = {u, v, w} una base ortonormal de IR® y
considere la transformacion

T:R)—— R®, T(z)=Proy,=

1. (6 pts) Determine Img (7') y Nuc (7).
2. (4 pts) ;T esinyectiva? ;T es sobreyectiva? Justifique.

3. (8 pts) Justifique que 0 y 1 son valores propios de T' y
determine los espacios caracteristicos Va—g, V=1.

4. (3 pts) (Es T un operador diagonalizable? (Justifique).

1 _ 1
V2 0 V3
5. (4dpts) Stu=|0],v=11]y w= 0

1 0 1

V2 V2
2

Escriba el vector | 1| como una suma de dos vectores

0

propios de T.

Observacién: No puede usar 4.5) para responder 4.1),
4.2),4.3), 4.4).

5. (18 pts) Sea

1
A= 1
-1

= O O
o = O

1. (10 pts) Obtenga los valores propios de A y los respectivos
espacios caracteristicos.

2. (4 pts) (A es diagonalizable? ;A es diagonalizable or-
togonalmente? Justifique.

3. (4 pts) Si B es una matriz 3 x 3 tal que su polinomio
caracteristico es:

Pg(A)=(A—1)(3—)?).

.,Se puede garantizar que B es diagonalizable?
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6.

(14 pts)

1. (7 pts) Determine la ecuacién az? + by? + cxy = d de la

cénica cuya forma candnica es:

/ 1 2
donde (:1:/) = < @ \{5 ) (I)
Yy -5 5 Y

2. (7 pts) Represente gréficamente la curva en 6.1) mostrando

claramente los ejes correspondientes a las variables x, y, x’
!
yy.
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Apéndice B

Respuestas a algunos
ejercicios

B.1 Ejercicios (pag.

M b) La solucién del sistema es S = ().

Ml En todos los casos S es el conjunto solucién del sistema:
1. S={2+3tt6)te R} 2.5=0 3. 5={(2,1,-7)}.
4. S=0 5 S={(-2+1¢1-2t1t3)|tc R}
6. S={(5,0,3,0)}.

Bl En todos los casos S es el conjunto solucién del sistema ho-
mogéneo:
1. 8 ={(3tt0)|t € R}
2. S ={(2t,s,t)|t,s € R}.
3. 8 ={(t,0,0)|t € R}.

B a)a=0yb#2, b)a#0yb#2, ci)a#0yb=2 c.ii)
a=0yb=2.

12l a,b) 1) No, 2) Si, infinitas 3) Si, infinitas

¢) En todos los casos hay y es tnica.

403
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1 0 -2 1 T 0

o2 0 o2 2], |y |4

23l a) A= 1 _3 1 o = z yb= 1
2 3 0 1 w 1

b) y ¢) La solucién del sistema es

4 5 2
= — - = t(3,— t )
S {(3 9,3,0>+ (3,-5,6,9) | eJR}

Témese lg = (%7 —g, %,O) yd=1(3,-5,6,9).

4l a) La escritura matricial del sistema es:

01 0 2 * 0

10 -1 0 Yl=1(1

00 1 1 o 2
w

b) La solucién del sistema es:
S ={(3,0,2,0)+¢(1,2,1,-1) |t € R}
Se puede tomar h = (3,0,2,0) y u =¢(1,2,1,-1).

a= % ya= g La solucién del sistema es

5 .5
S=3(2+t2-2t)|teR

a) Para cualesquiera o y (3 el sistema propuesto es equivalente
a un sistema no homogéneo 3 x 3.

El sistema propuesto es inconsistente para todo 8 € IRy
a=0.

b) Sea a # 0, la solucién del sistema es {(1, 0, é)} .

07 a)b=%yacRobien,a=2yb+# 5.
b)a#2yb# 3.
ca=2yb=;.

M9 a) La solucién es z =p; y = q; 2 = 600 —p; w = —p — ¢;
m =500 — q

b) Sip=¢ =0, entonces z =y =w =0, z = 600, m = 500.
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a) La solucién del sistema es z = —z+t + 100,y = —z 4+t —
w 4 300,s = t — w, donde z,¢,w son variables libres. b) si
z = 100,t = s = 50, la solucién particular es, x = 50,w =
0,y = 250.

21l a) h=—k
b)z =h+w =y, z=600—h—w. Note que z,y,z y w deben
ser no negativos
¢) w =400, h = 150 entonces x = y = 550 y z = 50.

B2 L =2 L=23,1;=%.

B.2 Ejercicios (pag.

4 -1 0 -8 -3
I a) 0 4 2 b) -5 9
-1 0 4 2 1
-8 -5 -8 —6 -5 —4
c) -8 -5 1 d) -8 -6 1
111 1 3 0
2 3 —4
e) 3 9 -3 f) (_li ;3)
-4 -3 10
Bl 2=-2+V2

Ml Sila matriz diagonal D multiplica por la izquierda (derecha)
a A, cada entrada d;; de D multiplica la i-ésima fila (columna)
de A.

Bl b)a=1, b=2, c=1yd=4.

@I b) DF = (d7).).

[N

b) A+ A? =

[\

NN NN
= O ==
=N NN

a;; : numero de maneras de comunicarse de ¢ a j usando a lo
mas un intermediario.



406 Respuestas a algunos ejercicios

a4 A™' =

D[N0 =
N0 =0 | —
DO [0 —

07l B es triangular superior con todos los elementos de la diago-
nal iguales a 1.

B:(AlD—C)t:( 50 1/3>.

—1 -4 -4
1 00 1 2 1
23 C= s L o)lyca=[o0 1}
~15 5 00 1
1 -1 0 1
B4 a)B=| 0 1 2 %
0o 0 1 -2

C=E(-2f)E(—fa+ f5)E(3f2)E(—f1+ f2)

1 oo #
b)B=| 0 1 0 %
001 -1
C'=E(-2fs+ [1)E(-2fs+ f)E(f2 + f1)C
10 %
a) A es equivalentea E= | 0 1 %
0 0 O

b) E = E(3f2) E(fo+ f3) E(=6f1+ f3)E(=2f1+ f2) B(; f1) A

1 0 9 2
6 a)| 1 2 <3> 8
-1 5 13
-1 3 5
by @e1L,-)| 1 1 1|=(378)
2 0 3

27l a) x; pertenece al conjunto de combinaciones lineales de las
columnas de A y también x5 para todo a,b.

b) 1 si y x2 no.
c)c+a—20=0.
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a)(3+a)<;>+a(:;>(2>VaelR

¢) Los rangos son 1 y 2, respectivamente.

a)3<;>+(2)(_;>(8)

b) 2.
A7 b) 2a% + 202 = 1.

a d 0 1 0
IIQI. a) L= b e 0 s C1 = 0 y CQ = 1
c f -1 0 0
a d iy P
b) b e # 0 (en este caso la solucién es dnica).

a)=b): Az=0=A"'(A2)=A"10=0= (A'4)z =
0= I, z=2=0
b)=>a): Hay varias formas de probar esto; una de ellas es:
si la solucién de Az = 0 es {0} entonces las columnas de A
son 1.i. Luego el rango de A es n por lo que A es invertible.

B.3 Ejercicios (pag/105))

1 2 1
MaCc=|0 -3 -3 |, |A|=3.
0o 0 1
1 0 2 1
0 -2 -1 -1
b) C = 0 0 —7 —3 , |A] = 20.
o o o

7
2l |A| =15, |B| = 36.

M |A] =48.

T () |4 =2, (ii)|4] = 2.

@l Todoz € R,z # %

Iol 4,9, -1.
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01l Linealmente independiente, pues |A| # 0.

o
M Val.Propios Vectores Propios
17'1 {('171)}7{(1v1)}
no tiene

'37 -4 {( ’ )}7{('52)}
-3 a'27 1 {(271a1)} {( 7271)} { ('27170)}
1 {(0,0,1), (1,0,0),(0,0,0)}

= O Qlm| = &

B.4 Ejercicios [4.4] (pag. [140)

Bl 1. Por el “método gréfico” se observa que el maximo de la
funcién objetivo se alcanza en el vértice (5,10) y 2(5,10) = 5.

2. La solucién es la misma porque la regiéon de soluciones
factibles no cambia al quitar la restriccién x; — xo < 3.

3. Si se quita la restriccién o < 10 entonces la regiéon de
soluciones factibles es no limitada y la funcién objetivo es no
acotada. Por ejemplo, para o > 0 y £ = max {a, 3+ %} , los
puntos (x,3x — ) estan en la regién factible y z(z, 3z —a) =
a, de donde z — 400 cuando o — +00.

Bl z; =50, x5 = 75. El valor 6ptimo de la funcién objetivo es
300.

6l 1. El programa lineal candnico equivalente es: min z = —xz3+
5x4 + 8 sujeto a
1 +3r3—2x4 = 6
To 4+ 2x3+4ry = 2

con xs, x4 > 0.
2.x3=1,21=3, 24 =22=0, 2(3,0,1,0) = 7.
[7l El programa lineal propuesto es equivalente ( haciendo ope-

raciones elementales ) al programa lineal canénico:
min z = x3 + 4x4 4+ 4x5 — 2 sujeto a

r1+2x34+ 614 +35 = 2
To + 3x3 +21lxy + 1025 = 8
con x; > 0 para i =1,...,5. La solucién 6ptima es z; = 2,

xo=8, x3=w4=25=0,2(2,8,0,0,0) =—
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Bl La solucién éptima es 1 = 0, x5 = 25, z3 = 11.67 y
2(0,25,11.67) = 56.67.

@ Sea x (respectivamente y) la cantidad de café que compra la

compania al distribuidor A (respectivamente B), en toneladas.
El modelo de programacién lineal cuya solucién provee la can-
tidad de café que compra la compania a cada distribuidor, al
costo minimo, es: min ¢ = 125x + 200y sujeto a

0.2z 404y > 280

0.5z 4+ 0.2y > 200
conz,y >0.
Solucién éptima: x = 150, y = 625. El costo minimo corres-

pondiente es ¢ (150, 625) = 143.750 ddlares.

00 Debe plantar x = 45 acres del cultivo A y y = 50 acres
del cultivo B. El ingreso maximo correspondiente es 12.450
dolares.

M1l Deben fabricarse diariamente x = 8 unidades del producto A
y y = 2 del producto B. La ganancia maxima es 260 délares.

1. El modelo es: max V = 0.15x + 0.26y sujeto a:

0.1x 4+ 0.2y <100
z+y < 700

T < 500

Y <400

conzx >0,y >0.

3. Debe vender x = 400 bolsas de mani y y = 300 bolsas de
dulces para una venta maxima de 138 ddlares.

B.5 Ejercicios (Pag. 177))

@l El cuadrildtero de vértices A, B,C y D, como se muestra en
el dibujo, es un paralelogramo entonces AB = DC (por el
ejemplo, luego B—A=C—-DyA—B+C—-D =0. Por
otra parte,si A—B+C —D =0entoncesC—D=B—-Ay
C—-B=D-Aporlocual DC=ABy BC = AD, o sea, los
lados opuestos del cuadriladtero son paralelos y es por tanto
un paralelogramo.
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Bl a) Si A= (a1, as) entonces B = (a1 + 2, as — 3), por ejemplo:
A= (072)vB = (25 *1),0 = (250) y D= (4a 73)
b) Si A = (a1, az) entonces B = (a1 —1,a2—1/2), por ejemplo
A=(1,1),B=(0,1/2)).

) Los Vertlces A, B, C D deben cumphr por ejemplo, que
AB i, BC v, DC’

Uy AD = 4. Si A = (a1,a9)
entonces B = (a1 + 2,a2 — 3),C = (a1 —2,a2 — 1) y D =
(a1 —4,a2—|—2).

Bl a)

, C b) M = (-1/2,3).
1 —
— ¢) Si, porque los lados AC' y
P =~

BC' tienen la misma magni-
\ tud 82/4.

\ d) Si, porque el tridngulo
B A, B, C es isésceles.

[Z. Observe que la dlagonal AC AB + BC AD + DC 5y di-

viendo entre 2 que: AC/2 = AB/2+BC/2 = AD/2+DC/2

1uego MlB + BM2 = M4D + DM3 y MlMQ = 1\44]\437 en-

tonces el cuadrilatero de vértices My, My, M3, My es un par-
alelogramo.

B 1) (=3/5,4/5),
3) 5(-1,2,-3,4),

5)\/ﬁ<$17$2,-..,xn).
Ia 1) -3 5

L8 ) Sl e VI AL

02l @ y ¥ no nulos, son l.d. <=existe a € IR tal que 4 = av
<=1 y U son paralelos.

@4l 1. a) No es rectdngulo, b) Area: 10.
a) Si es rectangulo, b) Area: 9v/2.
a) No es rectangulo, b) Area: v/34/2.
) Es rectangulo sélo si |- U] = 1, b) Area

1— (7 02

a+ bH (@+ab)-(@+ab) =a-a@+2ad-b+ a2b-b como
ybs

son perpendiculares entonces @ -b = 0 y se obtiene que:
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Ha+abH | + a?

Luego como « H H > 0, para

toda a € IR entonces

a+ abH > ||@||* de donde se deduce
el resultado.

I8l Las diagonales, @ + b y a— b de un paralelogramo son or-
togonales <:>(a +b)-(@—b) =0<=a-a+b-b=
—a|)® - HbH = 0 <=los lados del paralelogramo tienen
la misma magnitud, o sea, es un rombo.

La demostracion del otro resultado es similar.

21l 1)5:133( 3), b_(_1§5’%)'
3) d@=1(-1,2,3,4), b= (4/3,-11/3,2,2/3).
5)6:(07"',07%,0,---,0),5:(-%‘1,---,l‘i—lvovxiJrl,'-',xn)'

23l Por hlpote81s a-v; =0 _para toda ¢ = 1,...,k, entonces:
a-v = a-(x10h + 29U+ + xp0g)

= x16171+x2d’172++xk617k

= 2104+ 220+---4+ 2,0 ’

=0

B.6 Ejercicios (Pag. [204))

r=-3t—1
M i)a){ y=—3t b) 2l = ¥ = =6
z=11t+6
r=—2t+2
ii)a){ y=3 b) &2 =224y =3
z=3t+4
Bl a) (z,y,2) = (2, 5) +t(2,1,-3). b) (z,y,2) = t(0,1,0).
¢) (z,y,2) = (-1,3,1) + (0,0, 1).

=

a)2r—y—z=1,b) Te+6y+8z = —4, ¢)5x + 5y +2z = —13.

N

(28/3,11/3,—58/3).

01l a) Como X = (z,y) y P = (p1,p2) son puntos de la recta,

el vector PX tiene la direccién de la recta y es por lo tanto
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perpendicular a @. Luego 0 = PX -a@ = X -ad— P - d entonces
ax + by = apy + bpy para todo (z,y) en la recta.

b) ax+by = ¢ = axg+byg siy solo si a(x—x)+b(y—yo) =0
siy solosi (a,b) L (x—x0,y—1yo) siysolosi(x—x,y—yo) =
t(v1,v2) para un vector (vy,vy) perpendicular a (a, b) siy solo
si (x,y) = (zo,Y0) + t(v1,v2) si y solo si (z,y) es un punto
de una recta que contiene a (x,yo) en la direccién (vq,v2)
perpendicular a (a, b).

¢) Dos rectas —mjx +y = by y —maex +y = be en IR? son
perpendiculares si y solo si sus vectores normales son perpen-
diculares, esto es si (—my,1) L (—msg, 1) lo cual ocurre si y
solo si mima +1 =0.

s

ol Pe-dl Q- P)
provePQ| = et = L
b) De a) si Q = (zo,¥0), P

= (p1,p2) y @ = (a,b) entonces:
d— |((z0,%0) — (p1,P2)) - (a,b)]

_ |axo + byo — ap1 — bps|

a5 = ey Y
como (p1, p2) es un punto de la recta se tiene que apy + bps +
c =0, o sea, c = —ap; — bpa, entonces d = lazo + byo +¢|

v a? 4 b2

¢) Aplicando el resultado en b) con la ecuacién de la recta
mx —y+b =0,y el punto (zo,y0) = (0,0) se tiene que:
d— |mao — yo +b| 10|

Vm?+ (=12 Vm? 41

a) Distancia(P, ) = |apy + bpa + cps + d| donde
Va2 + b2 + 2
P = (p1,p2,p3) es un punto de la recta £ que es paralela al
plano P :ax + by +cz+d=0.

b)El vector direccién de la recta dada, (—3,1,2), es perpen-
dicular al vector normal del plano dado, (—1,5, —4), luego la
recta es paralela al plano y la distancia entre la recta y el
plano es 25/+/42 unidades lineales.

Sean X = P+ 1ty X = @ + tw las ecuaciones vectoriales de
las dos rectas £1 y 3 en IR"™, n > 2. Considere los planos P;
con ecuacién vectorial X = P + tU + s y Py con ecuacién
X = Q +tv+ sw. Observe que P; y P son planos paralelos
porque sus direcciones las determinan los mismos vectores ¢/
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y W. Ademads, claramente todo punto X = P + t¥/ de la recta
{1 esté contenido en Pi, basta elegir s = 0, luego ¢; C P;.
Similarmente se observa que {5 C Ps.

a)Pr:—-8x+3y+T7z=-3,Py: —8x+3y+72=24
b) 27/V/122 «¢) (z,y,2) =t(—8,3,7).
a) (3,5,7),b) 0, ¢) (P, 7).

at) = Q- XM = |Q — P~ 17l = (Q — P — t7) - (Q —
P—t9) = (Q—P)-(Q—P)—(2(Q— P) -¥)t+(7-7)t? lo cual es
un polinomio de grado 2 en la variable ¢ o pardbola. Como su
coeficiente del término cuadratico, ¥ - ¥, es positivo, se trata
de una parabola que abre hacia arriba y su vértice determina
un tdnico punto (g, d(tg)) donde d(tp) < d(t) para todo t €
IR. Entonces d(t) es minima cuando ¢ es la coordenada
—b _ 20Q-P)-7 _
a 20U - U

==

del vértice que es dada por: tg =
@—-P)-v
vevo

Por otra parte Q — X (tp) = (Q— P)—t
(Q—P)—tg0)0=(Q—P) -0—te0- 7

el valor ty dado antes.
23 a)(1,1,—1), b)a+y — 2 = 4, <J4/V3.
(,9,2) = (2,1,-3) +t(4,-3,1).

0y (Q—X(t)) -7 =
= 0 sustituyendo por

B.7 Ejercicios (Pag. )

M a) S = {(1,7,y)/z,y € IR} no es subespacio de IR® porque
(0,0,0) ¢ S.
c¢) S ={A € M(n,IR)|A es simétrica} es un subespacio de

M(n,IR) porquesi A€ S, B€ Syaé€ IRentonces A" = Ay

B! = B, luego (A+aB)! = A'+aB' = A+aBy A+aB € S.
e) No es subespacio, porque no contiene el cero de IR™.
g) Es subespacio, porque siz,y € Sy a € IR entonces z-a = 0
y y-a =0, de manera que (z +ay)-a=xz-a+ay-a=0,
luego (x + ay) € S.
i) Si A y B son matrices diagonales A + aB es una matriz
diagonal para todo o € IR, entonces S es un subespacio de

M(n, R).
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Bl B=1{(1/2,3/2,1,0)%,(-1/2,-1/2,0,1)"}.

Bl a) B; ={(1,0,1,3),(0,1,1,-1)}
b) (1,1,1,1) ¢ F, [2,6,8,0]5, = (2,6)
¢) By = {(1,0, 11/3) (0,1,-4/3)} o
By ={(1,2,1),(0,1, 4/3 to
By ={(1,2,1),(1,—1,5)} son algunas elecciones posibles.
d) [A2]s, = (1,—1), con By la primera base en c).

e) Si, porque el méximo nimero de filas 1.i. es igual al méximo
nimero de columnas Li. (el rango) en cualquier matriz.

7l a) Si, porque generan a IR® y como la dimensién de este
espacio es 3 entonces son una base. b) No siempre, solo si
v1, Vg, v3 son Li. ¢) Si tiene solucién, porque vg, v3, v4 generan
IR? y por lo tanto vy, vs,vs,v4 también lo generan, pero la
solucién no es tnica porque estos cuatro vectores no son l.i.

1 0 0 01 0 0 0 1
B = 00 0], 1 0O 0 0 0],
0 0 O 0 0 O 1 0 0
0 0 O 0 0 O 0 0 O
01 0 0 0 1 0 0 O
0 0 O 0 1 0 0 0 1
a
a b ¢ i
bd; =4
c e 5 .
f

I a+b=10a=2.

@4l Base hiperplano W: B = {(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,2,1,1)},
(ala a2, asg, a4) = (717 1a 717 71)

B.8 Ejercicios (Pag. [260))

M a) Unaentreotras: Br = {(1,1,—1,1)%,(0,1,1,0)!} = {v1,va2}.
b) By = {(2,-1,1,0)%,(=1,0,0,1)*} = {wy,wa}.
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¢) Ya se conoce que son subespacios de IR*. Ahora sean x € F
y ¥y € N entonces x = a1(1,1,—1,1) + a2(0,1,1,0) = ayv1 +
aaue ¥ y = (1(2,—1,1,0) + B2(—1,0,0,1) = Brw; + Sows de
manera que -y = a1 0101 - wy + a1 8201 - wo + as v - wy +
azB2v2 - we = 1310 + 1620 + 2310 + 2320 = 0.

Q) By = {(1/2,1/2,-1/2,1/2), (0,1/v/3,1/v3,0)}
By = {%(27 -1 170)7 {%(_\/57 _\/57 \/g, 3\/3)

e)@a=(1,7/2,3/2,1) y b= (0,—3/2,3/2,3).

f) B = By U By es una base de IR* luego para todo ¥ € IR*
existen a1, as, asz, as tales que:

F=a1(1/2,1/2,-1/2,1/2) 4+ a2(0,1/v/2,1/v/2,0) +
as(2/v6,~1/v6,1/7/6,0) + as(—V3/6, —V/3/6,v/3/6,v/3/2)
de manera que existen

a=a1(1/2,1/2,-1/2,1/2) 4+ a2(0,1/v/2,1/v/2,0) € F y b=
9(2,-1,1,0) + as(—V/3/6, —V3/6,v/3/6,V/3/2) € N,

tales que ¥ = d + b. Por otra parte, observe que @ = Proyp&
y b= ProyyZ.

Bl B={(1,1,0,0), 7=(1,-1,2,0),5(-1,1,1,1)}
Wt =ce{(1,-1,-1,3)}.

Bl 1/v2.

Bl 1) B={(-1/v2,0,1/v/2,0),(0,1/v2,0,1/v/2)}.
2) D= {%(—1,0,170), 2=(0,1,0,1), 2(1,-1,1,1),

V2
$(1,1,1,-1)}.
3) Proyy.v=(1,-1/2,-1,-1/2).
4) [Proyy1v]p = (_Zg)
—2//2 1
[Proyy Lv]p = _16\/5 , [Proyy Lv]e = __1{2
0 —1/2

Djl (al,CLQ,a3,a4) - (_17 1a _17 1)
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B.9 Ejercicios (pag. [282))

Bl 7: costo total, ~ =95.7114 + 5.68527z — 0.0169673z>.

ML A: cantidad alimento (libras/dfa), p: produccién (libras/dfa).
A=kp+te Kk =0.403266~ 0.4.

Bl +: caudal promedio mensual (m?3/s), x : mes, mayo = 1, junio
=2, ..., abril = 12. ¥ = 1.676 + 1.0132 — 0.0962:2.

I % = 0.0739573.
Descenso = 37.8083.

B.10 Ejercicios (pag. 319

0 T(z,y,2) = (—?w + %y — 3z, =3z + 2y — 22).

6l Complete una base para IR* y defina 7' como:
T(131’170) = (03070)7 T(27713171) = (03030)7
T(07O7170) = (17 171)7 T(O70’0’ 1) = (0707 1)'

1) [y =I5 [ = (u1,uz,us)
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M1 4) Img(T) = C{(1,-1)}, Nuc(T) =Cl{(-2,1,0),(-3,0,1)}

)

O&‘H
oS-

i - B
2 5= {242 0,00}, mf - (
3) 13,
A invertible, luego T lo es.

1 -2 4
[T, =1 ( 11 2)
-1 -1
—12 x
T Yx,y, 2 y
1 —3 4 )(2)

@7 b) D ={(1,1,0,1),(1,—1,1,0),(0,1,-1,1)}

0,1)

111 1 -1 -1
1S]5 = (010) [Sl]§:<01 0 )

00 1 00 1

m EL)BImg = {(13 1707 1)’ (_1707()’ _1)} BNuc - {(1; 17 1)}
b) No es sobreyectiva ni inyectiva.
¢) B={(1,0,1),(1,1,1),(0,0,1).

A:§< \/f \_/:1,;) Ta(z,y) = 5(x —y,z +/3y).

a) Tg : rotacién en 60°
Tg : reflexién respecto eje y.

b)Tc:(TToTS),conc:5<\—/% J?)

B.11 Ejercicios (pag. [362)

[l a) Los valores propios son 2 y 4.
b) Una base es {(—1,1,1),(3,0,1),(-2,1,0)}.

a) Los valores propios son -2 y 2. Una base de Vy—2 es
{(—=v2,—1,1)} y para Va2 5 es {(—1/+/2,1,0),(1/1/2,0,1)}.
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Bl b) Sia # 0,b # 0,¢ # 0. dimV, = 1. Si s6lo uno de los
pardmetros a, b, ¢ es cero, dimVp = 2. ¢c)a=b=c=0.

Bl (a) Los valores propios de A son 1, 2 y -1. Los de B son 0 y
3, de mult. alg. 2 y 1, respectivamente.

(b) Para la matriz A: Vi = C¢{(3,2,1)}, Vo = C¢{1,3,1)},
V_1 =C#{(1,0,1)}. Para la matriz B :

= Cl{(~1,1,0),(=1,0,1)} y V5 = el {(1,1,1)} .

a) A =2a+ 1y una base de Vy es {(1,1,1)}.
b) Una base de Vi_,4 es {(—1,1,0),(—1,0,1)}.

)

a) Los valores propios de A son -1 y 3, de mult. alg. 1.

b) V3 =C¢{(1,1,0,0)} y V_; = C¢{(—1,1,0,0)}. La suma de
las dimensiones de los espacios propios es menor que 4, por
eso no existe una base de IR* formada por vectores propios

de C.
@ a) ple=—(z—D)(z—2)(@+1)y
B={(-1,1,2),(1,-1,1),(1,1,0)}.
—1 1 1
MH=L S v
% s 0

(a) T es ortogonalmente diagonalizable puesto que la matriz
de T en la base canénica es simétrica.

(b) La nulidad de T es 1.
(¢) A =0 es valor propio de T puesto que Nuc (T') # {0}.

En cada caso los ejes principales son las rectas generadas por
los vectores que se dan.

o= (1) =k ()
o= (1) 2= ()

(d) La gréfica es dos rectas,

()=
0= e) =3 (1)

—~
¢]
~—
<
-
I
s
[ V)
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(8) v1 = <ﬂ1+ 1) e (—V%+ 1)

20l (a) La ecuacién candnica es:

1 2
_ Y1 > 4 (yzl—’— 2) =1
(%) (3)2
V2
Es una hipérbola con centro (07 —%)

(b) Se sabe que v = (cos8,sinf) y vo = (—sin b, cos #) son las
direcciones de los ejes principales. Por lo tanto las ecuaciones
vectoriales son:

Ly: (z,y) :t(%,§>
Lo : (ay)zt(—%,é) te R

(d) 52?2 — 23 — 67/3x120 — 431 + 425 = 0.

1 a1
23l a)A=| a 1 b |,B=(V3,-V3,V3), 2! = (2125 z3)
1 b 1

y d=0.

Para que P sea un punto de la superficie a = -1y b € R.
(b)B = {(54.0, )" (5, 2. 2 (22 24 Ly} Bl cam-
bio de variable requerido es y = P!z, donde P es la matriz

con columnas iguales a los vectores de la base B. La ecuacion
se reduce a: 3y3 + 3y3 = 0.

(c) [Plg = (\_/1 \/6’0) y claramente satisface la ecuacién
porque y3 = 0.
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