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Introduccion

Algebra.

1. Parte de las matematicas en la cual las
operaciones aritméticas son generalizadas
empleando nimeros, letras y signos.

2. Arte de restituir a su lugar los huesos dislocados.

Diccionario de la Real Academia Espafiola

Argent, machinisme, algebre. Les trois monstres de
la civilisation actuelle. Analogie compléte. L'algebre
et I’argent sont essentiellement niveleurs, la
premiere intellectuellement, l'autre effectivement.
<>

Il n’y a point de pensée collective. En revanche,
notre science est collective comme notre technique.
Spécialisation. On hérite non seulement de résultats,
mais encore de méthodes qu’on ne comprend pas.
Au reste les deux sont inséparables, car les résultats
de l'algeébre fournissent des méthodes aux autres
sciences.

Simone Weil, “La pesanteur et la grace”

Estos son mis apuntes para las clases de algebra que di en la Universidad de El Salvador
en el afio académico 2018. La seleccién del material es bastante modesta y tipica, pero al
mismo tiempo refleja mis gustos personales.

El nombre oficial del curso es “Algebra moderna”, pero esta es una expresién bastante
anticuada: su origen es el libro de texto “Moderne Algebra” publicado en alemén en
1930-1931 por el matemédtico holandés B.L. van der Waerden, que a su vez se basaba en los
cursos compartidos en 1924-1926 por Emil Artin y Emmy Noether, los pioneros del dlgebra
moderna. Aunque la influencia de van der Waerden todavia se percibe en la ensefianza de
la materia, el mismo autor nombré las subsiguientes ediciones de su libro simplemente
“Algebra”. Creo que en el siglo XXI no es necesario decorar la palabra “dlgebra” por ningtn

Z7i

epiteto (“abstracta”, “moderna”, etc.).



Considero conveniente explicar los prerrequisitos asumidos. Actualmente en San Salva-
dor algebra es una materia del cuarto afio de licenciatura, y la preceden cursos de la teoria
de niimeros elemental y élgebra lineal. Por esto mis lecciones asumen un conocimiento de
dichas materias y un cierto nivel de madurez matemaética por parte del lector. Por otro lado,
he tratado de enfatizar desde el principio el punto de vista categérico, usando diagramas
conmutativos y propiedades universales.

Ahora voy a describir brevemente los contenidos del curso.

La parte I contiene una breve introduccién a las estructuras algebraicas basicas: grupos,
anillos y cuerpos. Alli se encuentran principalmente ejemplos y la teoria méas sistematica se
pospone para el resto del curso.

En particular, la parte II estd dedicada a la teorfa de grupos: se definen las nociones
y construcciones fundamentales como homomorfismos, generadores de grupos, grupos
cociente, abelianizacién, acciones sobre conjuntos y productos. En la parte III se estudian
los anillos conmutativos y la parte IV estd dedicada a los cuerpos.

La pagina oficial del curso es http://cadadr.org/san-salvador/algebra/ Alli se
podra encontrar la versién mads reciente de este documento.
Favor de enviar sus comentarios a cadadr@gmail . com.

Ejercicios
Todos los capitulos de estos apuntes, salvo el capitulo 0, contienen ejercicios. La mayoria

son bastante tipicos y no deberian de ser demasiado dificiles. El lector tiene que intentar
resolverlos todos.

Notacion

Vamos a usar la notacién estandar, adoptada por Bourbaki. Por ejemplo,
NcZcQcRcC

denota los nimeros naturales, enteros, racionales, reales y complejos respectivamente. El
ntmero 0 es también natural. La unidad imaginaria se denotard por /—1.
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Parte |
Primer encuentro con estructuras
algebraicas






Capitulo 0
Conjuntos

Asumo que el lector conozca algunas bases de la teoria de conjuntos elemental. En
este capitulo vamos a revisar ciertas propiedades de aplicaciones entre conjuntos. Primero
recordemos la notacién.

» La cardinalidad de un conjunto X se denota por |X|. Vamos a usar esta notacién para
conjuntos finitos, es decir cuando |X| corresponde a un namero natural.

= Si un elemento x pertenece a un conjunto X, se escribe “x € X” o0 a veces “X > x”.

= El conjunto vacio se denota por @. Es el conjunto que no tiene ningtin elemento:

@] = 0.

= Si un conjunto X estd contenido en un conjunto Y, se escribe “X C Y” 0 “Y D X"

xeX=xeY.



0.1. APLICACIONES ENTRE CONJUNTOS

A veces para subrayar que X estd contenido en Y, pero X # Y, se escribe “X C Y” o
IIY 2 XI/‘

= La interseccién y unién de dos conjuntos X y Y se denotan por “XNY” y “XUY”
respectivamente:

XNY:={z|zeXyzeY},
XUY:={z|zeXozeY}

XNy XUY

» La diferencia entre dos conjuntos X e Y se denota por “X \ Y”:

X\Y:={xeX|x¢&Y}

X\ Y

0.1 Aplicaciones entre conjuntos

0.1.1. Definicién. Para dos aplicaciones f: X — Y e g: Y — Z la composicion go f: X — Y
es la aplicacion definida por

(g0 f)(x) := g(f(x))-

Esta informacién puede representarse mediante un “diagrama conmutativo”:

Xg—of>z

N A

Y

4



CAPITULO 0. CONJUNTOS

0.1.2. Observacion. La composicién es asociativa: para f: X =Y, g:Y = Z, h: Z - W
tenemos

(hog)of=ho(gof).

hogof

0.1.3. Corolario (Asociatividad generalizada). Para n aplicaciones

LN NN S (5 N R LN '

Toda manera de poner los paréntesis en la expresion
fnofu—10-r0frofq
(es decir, de calcular la composicién) da el mismo resultado.

0.1.4. Ejemplo. Para n = 3, tenemos dos posibilidades:

(fsof2)ofi, fao(faofi).

El resultado es el mismo segtn 0.1.2. Para n = 4 hay 5 posibilidades:

((faofs)of2)ofi, (fac(fsof2))ofi, (faofs)o(f2ofi),
fio((fsofa)of1), fao(fso(f20f1))

o= ()= () - ()

. o1 ~ ya *
posibilidades. Estos nimeros se conocen como los ntimeros de Catalan .

En general, hay

n: 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Cn: 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796 58786

A

Demostracion. Para n = 2 no hay que demostrar nada y el caso de n = 3 es el contenido de
0.1.2. Para n > 3, supongamos que la propiedad se cumple para toda composicion de < n
aplicaciones. En una expresién f;; o f,_10--- 0 fy 0 f1, después de poner los paréntesis de
algtin modo, tenemos

(fao--ofrpr)o(fro---ofi),

donde las expresiones en los paréntesis estdn bien definidas por la hipétesis de la induccién.
Sea

(fao---ofspr)o(fso---0fi)

"EuciNE CHARLES CATALAN (1814-1894), un matemético francés-belga.

5



0.1. APLICACIONES ENTRE CONJUNTOS

otro modo de poner los paréntesis. Sin pérdida de generalidad, r < s. Tenemos

fuo- o frin=(fuo---ofsy1)o(fso---ofri1)

' fsorofi=(fso---ofrm)o(fro---ofi).
Ahora
(fuo--rofrm)olfroofi) = ((fac--ofis)o(fso--0frra))o(fro---0fi)
y
(fuo--oferr)o(fsor--ofi) =(fuc -0 fepr)o((fso -0 frga)o(fro---ofi)).
Por inducci6n, las tltimas dos expresiones coinciden. n

Para cualquier conjunto X, existe una aplicacién distinguida X — X, a saber la que
aplica todo elemento en si mismo.

0.1.5. Definicién. La aplicacién identidad idx: X — X se define como

idx(x) := x.
0.1.6. Observacion. Para cualesquiera aplicaciones f: X — Y e g: Y — X se cumple que
(0.1) foidy =f, idxog=g.

Note que (0.1) define a idx de modo unico: si tenemos dos aplicaciones i,y : X — X
tales que para cualesquiera f: X = Y e g: Y — X se cumple

-/ -/
foix=f, ixog=g
en particular para X = Y tenemos
i = i oy = if.

0.1.7. Definicién. Se dice que una aplicaciéon f: X — Y es invertible si existe otra aplicacién
f~1Y — X tal que

(0.2) flof=idx, fof !=idy.

La notacién “f~1” estd justificada por el hecho de que la aplicacién inversa esté definida
de modo tnico.

0.1.8. Observacion. Si f/, f":Y — X son dos aplicaciones que satisfacen
flof=idx, fof =idy, f’'of=idx, fof”=idy,

entonces

f/ — f//-

[e)}



CAPITULO 0. CONJUNTOS

Demostracion. Tenemos
fr=foidy=fo(fof')=(fof)of =idxof"=f".
[ |

0.1.9. Observacién. Si f: X — Y es una aplicacion invertible, entonces f~1: Y — X es también
invertible: su inversaes f: X — Y:
~1y-1
) =r

0.1.10. Observacién. Si f: X — Y e g: Y — Z poseen aplicaciones inversas f~1: Y — Xy
g1 Z =Y, entonces la composicion f~1og™l: Z — Xesinversaago f: X — Z.

f 8
X = Y - Zz
o S =
En general, toda composicién de n aplicaciones invertibles f, o - - - o fi es también invertible y
su aplicacién inversa es dada por

(faorrofi)t=filtorofih
Demostracion. Tenemos
(gof)o(flogT)=go(fof )og ! =goidyog™ =gog™ =idz,
y de la misma manera,
(flogolgof)=f"o(g 7 og)of=foidyof=f"lof=idx.

En general, (f,0---o f1)~! se calcula por induccién sobre 1. Acabamos de ver el caso de
n = 2. Para el paso inductivo, escribamos

(fno"'of1)71 _ (fno(fn—lo"'ofl))il — (fn_lo...ofl)*l Of;l'

0.2 Aplicaciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas
0.2.1. Definicién. Una aplicacién entre conjuntos f: X — Y es

1) inyectiva si f aplica diferentes elementos de X en diferentes elementos de Y; es decir,
flx) = f(x) = x =
2) sobreyectiva si para todo y € Y existe x € X tal que f(x) = y;

3) biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva al mismo tiempo.

0.2.2. Observacion. Sean f: X — Y e g: Y — Z dos aplicaciones. Si f y g son inyectivas (resp.
sobreyectivas, biyectivas), entonces g o f es también inyectiva (resp. sobreyectiva, biyectiva).

7



0.2. APLICACIONES INYECTIVAS, SOBREYECTIVAS Y BIYECTIVAS

Demostracion. Inmediato a partir de las definiciones en 0.2.1. |

0.2.3. Proposicién. Sea f: X — Y una aplicacion entre conjuntos.

1) f es inyectiva si y solamente si es cancelable por la izquierda: para todo par de aplicaciones
¢,¢'+ Z — X tenemos

(0.3) fog=fog =g=g.

2) f es sobreyectiva si y solamente si es cancelable por la derecha: para todo par de aplicaciones
¢, Y — Z tenemos

(04) gof=gof=g=4¢.
3) f es biyectiva si y solamente si f es invertible.
Demostracion.
1) Si f es inyectiva, entonces para todo z € Z tenemos
f(8(2)) = f(g'(z)) = 8(z) = &'(2),
es decir, se cumple (0.3). Luego, para x,x’ € X podemos considerar las aplicaciones

g:{e} 2 X,
o X,
¢ {e} = X,
o x'.

La condicién (0.3) quiere decir precisamente

es decir, que f es inyectiva.

2) Si f es sobreyectiva, entonces todo y € Y es de la forma f(x) para algin x € X y la
identidad go f = ¢’ o f implica que ¢ = ¢’

Ahora consideremos dos aplicaciones g,¢": Y — {0,1} definidas por

g(y):=1 paratodoy €Y
0, en el caso contrario.

1, siy= f(x) paraalgin x € X,

Tenemos go f = ¢’ o f y la identidad ¢ = ¢’ quiere decir precisamente que f es
sobreyectiva.



CAPITULO 0. CONJUNTOS

3) Supongamos que f es una biyeccién. Esto quiere decir que para todo y € Y existe
unico elemento x € X tal que f(x) = y. Podemos definir entonces

iy 5 X,
y— xtal que f(x) =y,

y esta aplicacién satisface (0.2).

Ahora si se cumple (0.2), entonces f es cancelable por la izquierda y por la derecha:
para todo g,¢’': Z — X tenemos

fog=fog = flo(fog)=f"o(fog)=(fof)og=(f"of)og

=idxog=idxo¢ =g¢=¢/,

y para cualesquiera g,¢’: Y — Z tenemos
gof=gof=(gof)of " =(gof)of T =go(fof)=g"o(fof)
= goidy =g oidy = g=¢/,
y por lo tanto f es inyectiva y sobreyectiva gracias a 1) y 2).
n

0.2.4. Comentario. Usando 0.2.3, podemos dar otra demostracién de 0.2.2. Sean f: X — Y
e g: Y — Z dos aplicaciones.

1) Si f y g son cancelables por la izquierda, entonces la composicién f o g es también
cancelable por la izquierda: para cualesquiera h,h': W — X tenemos

(gof)oh:(gof)ohlégo(foh):go(foh/):>foh:foh/:>h:h/.

h
W ’XL>YL>Z
h/

2) Si f y g son cancelables por la derecha, entonces la composicién f o ¢ es también
cancelable por la derecha: para cualesquiera i, h’: Z — W tenemos

ho(fog)=ho(fog)= (hof)og=(Wof)og=hof=hof=h=H.

f g LN
X —Y == 7Z - W

3) Ya hemos observado en 0.1.10 que la composiciéon de aplicaciones invertibles es
también invertible.
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0.2.5. Observacién. Sean f: X — Y e g: Y — Z dos aplicaciones. Consideremos su composicion

gof
1) Si g o f es inyectiva, entonces f es también inyectiva.

2) Si g o f es sobreyectiva, entonces g es también sobreyectiva.

Demostracion. Esto debe ser claro en términos de elementos de conjuntos, pero demostré-
moslo en términos de aplicaciones cancelables. La aplicaciéon g o f es inyectiva precisamente
si es cancelable por la izquierda: para todo i, i’ tenemos

(gof)oh=(gof)oh' =h="H.
Pero esto implica en particular que f es cancelable por la izquierda:
foh=folW =gofoh=gofoh=h="H.
De la misma manera, si g o f es sobreyectiva precisamente si es cancelable por la derecha:
ho(gof)=Hho(gof)=h=H.
Pero en este caso g tiene que ser cancelable por la derecha:

hog:h/og:>hogof:h/ogof=>h=h/.

0.3 Caracterizacionde @y {e}

Las siguientes propiedades son obvias, pero a la vez muy importantes.

0.3.1. Observacién (Propiedad universal del conjunto vacio). Para todo conjunto X existe
una aplicacion tinica @ — X.

0.3.2. Observacion (Propiedad universal de un conjunto de un elemento). Si {e} es un
conjunto de un elemento, entonces para cualquier conjunto X existe una aplicacion inica X — {e}:

0.4 Diagramas conmutativos

En nuestro curso vamos a usar muy a menudo diagramas conmutativos. Son dibujos
con algunos objetos X, Y, Z y flechas entre ellos como X — Y, tales que las composiciones

10
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de las flechas a lo largo de diferentes caminos coinciden. Por ejemplo, si tenemos

X —Y
s
z — W
la conmutatividad quiere decir que
gof=koh
Si tenemos un tridngulo
X

su conmutatividad quiere decir que
hof=g.

Otro ejemplo maés interesante:

=

A

] 1

X Y

Aqui la conmutatividad significa que

jok=f y iok=g

0.5 Caracterizacién de productos y coproductos

Recordemos que para dos conjuntos X y Y su producto cartesiano estd dado por

(0.5) XxY:={(vy)|xeX, yeY}

y estd dotado de dos proyecciones

A partir de ahora, en lugar de “producto cartesiano”, vamos a decir simplemente
“producto”. Por otro lado, la unién disjunta de X y Y estd dada por

(0.6) XUY:=Xx{0}UYx {1}

y estd dotada de dos inclusiones

11
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X% Xuy <L Y
x —— (x,0)
(y,1) «——y

Notemos que, en cierto sentido, las construcciones de X x Y e X LI Y no son canénicas.
Por ejemplo, hay varias formas de modelar los pares ordenados (x,y), o también en lugar
de (0.5) podemos usar otra definicién como

{ly,x) |xeX, yeY}

Tampoco esté claro por qué (0.5) tiene que ser el producto. De la misma manera, en lugar
de (0.6) podemos considerar, por ejemplo,

{©)} x XU{®} x Y.

En el fondo, el aspecto mds importante lo constituyen las propiedades universales que satisfa-
cen X X YeXUY.

0.5.1. Observacion (Propiedad universal del producto). Sea Z un conjunto junto con dos
aplicaciones f: Z — X y g: Z — Y. Entonces, existe una aplicacion tinica (é): Z — X XY tal

o) s me(f)-s

Z

8
X&XXY&Y

Demostracion. Se ve que la tinica opcién posible es

<§>:Z—>X><Y,

2= (f(2),8(2))-
|

0.5.2. Ejemplo. Consideremos el producto X x X y dos aplicaciones identidad idx: X — X:

X
id [ id
I GIN

X M xxx Pix

la aplicaciéon

Ay = (?dx>:X—>X><X
ldX

12
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caracterizada por

ploAX - szAX :ldX
se llama la aplicacién diagonal. En términos de los elementos del producto cartesiano
X x X como lo hemos definido arriba, tenemos

Ax: x— (x,x).

0.5.3. Ejemplo. Para dos aplicaciones f: X — X'y g: Y — Y/, tenemos una aplicacién
fxg:XxY—=XxY
caracterizada de modo tinico por

pro(fxg)=fop, pro(fxg) =gopa

XLXXYLY

f l Ell i fxg lg
XM xxy Py
En términos de elementos,
fxg:(xy)— (f(x),8y))

A

0.5.4. Observacién (Propiedad universal del coproducto). Sea Z un conjunto junto con dos
aplicaciones f: X — Zy g: Y — Z. Entonces, existe una aplicacién vinica (f,g): XUY — Z tal
que

(f,g)cir=f, (f,g)cir=¢g

X L> Xuy <L Y
0.8 |
(0.8) \‘E!i(f,g) f
Z

Demostracion. La aplicacion tiene que ser dada por
(f,g): XuY=Xx{0juY x {1} — Z,
(x,0) = f(x),
¥ 1) = &(y).
|

Note que el diagrama (0.8) es casi idéntico a (10.1), solo que las flechas van al revés. En
este sentido, el producto y la unién disjunta de conjuntos son construcciones duales. Por
esto a veces se dice que la unién disjunta es un coproducto.

13
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0.6 Propiedades universales

Hemos dicho que 0.3.1, 0.3.2, 0.5.1 y 0.5.4 son propiedades universales, porque estas
definen @, {®}, X x Y, XY de modo tnico salvo biyeccién tnica. Por ejemplo, supongamos
que hay un conjunto T tal que

para todo X existe una aplicacién tinica X — T.
Sea T’ otro conjunto que satisface la misma propiedad:
para todo X existe una aplicacién tnica X — T'.

Entonces, deben existir aplicaciones tinicas

Ell 3!
T oy T

Podemos considerar sus composiciones

T f T/ 8 T T/ 8 T f T/

gof fo8

Pero segtin las propiedades que hemos supuesto, hay una sola aplicaciéon T — T, y esta
debe ser la aplicacion identidad idy. De la misma manera, la tnica aplicacion T — T’ es
ids. Entonces,
gof=idr, fog=idyp,

y las aplicaciones f y ¢ nos dan una biyeccién entre T y T'. Por esto cuando escribimos {e},
no nos interesa qué es exactamente e; lo tinico que importa es que el conjunto {e} satisfaga
0.3.2, y esta propiedad define {e} salvo biyeccién tnica.

Para ver otro ejemplo mds interesante de este tipo de razonamiento, consideremos el
caso del producto X x Y. Supongamos que hay dos conjuntos W' y W junto con algunas
aplicaciones

X w Ly b QRELLE 1T/
y cada uno satisface la propiedad universal (10.1):
Z Z
f/ azi(ﬁ\g/‘ / 3N
X 1 W/ P> Y X 41 W// P2 Y
Aplicando estas dos propiedades se obtiene
W// W/
) ¢\ n Ly N\
Xl g By x o

14
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es decir, existen aplicaciones inicas
p: W' =W vy p: W W'
que satisfacen
Piog=pi, pop=ps pioy=pi, pioy=ph
Podemos considerar sus composiciones
Poip: W — W, Pog¢: W’ — W”".

Estas satisfacen

pro(poyp) =(piop)op=piop=py,
pao(pop) = (prop)op=piop=p,
pio(pod)=(pioy)op=piop=pi,
pro(pog)=(proy)op=pro¢p=p);

W’ W
I I

p/ | ! p// ! 11

1 i poy P2 1 ill""l’ 2]
1 1
I I

p, ~ ’ 1" ¥ 1

X Loow 2 Ly X oy Ly

Pero las flechas verticales punteadas en los diagramas de arriba también deben ser
tnicas y por lo tanto coinciden con las aplicaciones identidad:

o =idyr, Pop =idpnr.
Entonces, hemos obtenido una biyeccién tnica
Wl o~ WII

Esto significa que no es importante como se define X x Y; si hay otro conjunto W que
satisface la misma propiedad universal 0.5.1, entre W y X X Y existe una biyeccién candnica.

Las consideraciones de arriba pueden parecer banales, o mds bien una sobrecomplicacién
innecesaria de algo banal (;quén no sabe que es el producto cartesiano de dos conjuntos?),
pero estas ideas son fundamentales para las matematicas modernas. Entre el final del siglo
XIX y los inicios del siglo XX, una gran revolucién sucedié cuando se descubri6é que todos
los objetos de interés pueden ser modelados en términos de conjuntos. A partir de los afios
50 el punto de visto ha cambiado: los objetos suelen definirse en términos de propiedades
universales y diagramas conmutativos.
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0.7 Relaciones de equivalencia

Para terminar este capitulo, recordemos brevemente la nocién de relacién de equivalencia
que serd de mucha importancia en nuestro curso.

0.7.1. Definicién. Sea X un conjunto. Una relacién binaria ~ sobre X es una relacién de
equivalencia si cumple los siguientes axiomas:

E1l) reflexividad: para todo x € X se cumple x ~ x;
E2) simetria: para cualesquiera x,y € X, si x ~ y, entonces y ~ x;
E3) transitividad: para cualesquiera x,y,z € X, si x ~ y e y ~ z, entonces x ~ z.

0.7.2. Ejemplo. Para algtn ndmero n = 1,2,3,4,... consideremos la siguiente relacién
sobre los nimeros enteros Z: se dice que a y b son congruentes médulo 7 y se escribe
a =b (mdd n) si su diferencia es divisible por n:

n|(a—b) <= (a—b)=ncparaalginc € Z.

Esta es una relacion de equialencia. De hecho, para todo a4 € Z tenemos n | (a — a), ya que
el cero es divisible por cualquier # (tenemos 0 = 7 - 0). Luego la relacién es reflexiva.
Ahorasia =b (méd n), entonces (@ —b) = nc para algun c y luego (b —a) = n(—c),
asi que b =a (méd n).
Por fin, si tenemos a; = a, (méd n) y ap = a3 (moéd n), esto significa que

(a1 —ap) =nc, (ap—az)=nd,

y entonces
(a1 —a2) + (a2 —a3) = (a1 —a3) = n- (c+d),

y a1 = az (mod n); la relacion es transitiva. A

0.7.3. Definicién. Sea X un conjunto dotado de una relacién de equivalencia ~. Para x € X
su clase de equivalencia respecto a ~ es el conjunto

[x]:=={y € X[x~y}.

En este caso también se dice que x representa la clase de equivalencia [x]. El conjunto de
las clases de equivalencia se denota por

X/~={[x] | x € X}
y se dice que es el conjunto cociente de X bajo la relacién de equivalencia ~.

0.7.4. Observacion. Las clases de equivalencia son disjuntas. Especificamente, para cualesquiera
x,y € X las siguientes condiciones son equivalentes:

1) x~y,

16
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2) [x] = [yl,
3) KNyl #@.

Asimismo tenemos la descomposicion

X = U [x],

[x]leX A~
y diferentes conjuntos en la unién son disjuntos.

Demostracion. Supongamos que x ~ y. Entonces para todo z € X tenemos (usando que la
relacién ~ es simétrica y transitiva)

z€EX] <= x~z=yn~z <= z €[y
y de la misma manera
z€y <= y~z=>x~z < z € [x].

Esto demuestra que 1) implica 2).

Luego 2) obviamente implica 3), ya que x € [x], y por lo tanto [x] # @. Esto usa la
hipétesis de que la relacién ~ sea reflexiva.

Por fin, 3) implica 1): si existe z € [x] N [y], entonces x ~ z e y ~ z, y por la simetria y
transitividad x ~ y. |

0.7.5. Ejemplo. Las clases de equivalencia respecto a la relacién de congruencia médulo #
pueden ser representadas por diferentes restos médulo 7. Vamos a usar la notacién

[alp:={beZ|a=b (médn)}.

[0}, = {0, £n, £2n,+3n,...},
M, ={1,1+£n1+2n1+3n,...},
2y =1{2,24n2+2n,2+3n,...},

m—1,={(n—-1),(n—-1)£n,(n—1)x2n,(n—1)£3n,...}.
En este caso el conjunto Z/~ se denota por
Z/nZ :={[aly |ae€Z} ={[0],,[1]n, ..., [n —1]u}.
A

Técnicamente hablando, X/~ es un conjunto de subconjuntos de X que son disjuntos
y cubren todo X. Sin embargo, hay que pensar en X/~ como en el conjunto X donde
hemos identificado los elementos equivalentes. De todos modos, lo mds importante no es la
construccién de X/~ sino su propiedad universal.

17
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0.7.6. Observacion (Propiedad universal del cociente X /~). Para una relacion de equivalen-
cia ~ sobre X, consideremos la aplicacién candnica

p: X = X/~,
x — [x].
Sea f: X — Y una aplicacion tal que para cualesquiera x,x" € X se tiene
x~x' = f(x) = f(x).
Entonces, f se factoriza de modo 1inico por p:

f

X ——Y

/‘f
pl T

X/~
Demostracion. La flecha punteada tiene que ser dada por [x] — f(x). |

0.7.7. Ejemplo. Consideremos la adicién y multiplicacién de ntimeros enteros médulo #:
para dos nameros a y b calculemos su suma y producto habitual y luego tomemos el resto
moédulo n correspondiente:

+:ZxZ — Z/nZ,

(a,b) — [a+ by,

2 X7 — Z/nZ,
(a,b) — [ab]y.

La relacién de congruencia médulo # induce de modo obvio una relacién de equivalencia
sobre Z x Z.:

(a,b) ~ (d',b)) <= a=d (médn), b=b (médn),
y el cociente (Z x Z)/~ puede ser identificado con Z/nZ x Z /nZ. Notamos que
/

a=d (médn), b=b (médn)=a+b=d+b (médn).

De hecho,sia—a’ =ncyb—b" =nd, entonces (a+b) — (a' + V') = n(c+d). De la misma
manera, tenemos

a=da (médn), b=b (médn)=ab=adb (médn).
En efecto,sin | (a—a') yn | (b—1"), entonces n divivde a
ab—a't' =(a—d)b+ad (b-V).

Todo esto significa que la adicién y multiplicaciéon pueden ser definidas sobre los restos
moédulo n:

18
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Zx7 —* s 7z Zx7 —* s 7/nZ
- A
l e l T
Z/nZ x Z./nZ Z/nZ x Z./nZ

Las flechas punteadas estan definidas por

Mucho maés ejemplos interesantes van a surgir mds adelante.
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Capitulo 1
Permutaciones

Para motivar los axiomas de grupo, en este capitulo vamos a considerar solamente
grupos de permutaciones, también conocidos como grupos simétricos.

1.0.1. Definicién. Sea X un conjunto. Si f: X — X es una biyeccién, se dice también que f
es una permutacion de los elementos de X. El conjunto de todas las permutaciones de los
elementos de X se denota por Sx.

1.0.2. Observacion. La composicion de aplicaciones define una operacion binaria sobre Sx
Sx x Sx — Sx,
& f)—=gof
que satisface las siguientes propiedades.
G1) La operacion o es asociativa: para cualesquiera f,g,h € Sx tenemos
(hog)of =Hho(gof).
G2) La aplicacion identidad idx es el elemento neutro respecto a o, es decir
idyo f=f=foidy
para todo f € Sx.

G3) Para toda permutacién f € Sx existe una permutacion inversa f~': X — X que satisface
fofl=idx=f"lof.

Demostracion. Hemos visto estos resultados en el capitulo anterior. La composicién de dos
permutaciones es también una permutacion, y por lo tanto la operacién (g, f) — go f esta
bien definida. La propiedad G1) significa nada mas que la composicién de aplicaciones
es asociativa. Luego, la propiedad G2) es la composicién con la aplicacién identidad. Por
fin, una aplicacién f: X — X es biyectiva si y solamente si existe la aplicacién inversa
f~1: X — X, y esto nos da G3). n
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Las propiedades G1)-G3) significan que Sx es un grupo. Es una estructura algebraica
que vamos a definir en el siguiente capitulo y estudiar durante todo el semestre.

1.0.3. Observacién. Sy satisface las siguientes propiedades:
A1) idx(x) = x para todo x € X.

A2) (gof)(x)=g(f(x)) paratodox € Xy f,g € Sx.

Demostracion. Al) es nada mads la definicién de la aplicacién identidad y A2) es la definicién
de la composicién de aplicaciones. u

Las propiedades Al) y A2) significan que Sx actta sobre X. Las acciones de grupos
sobre conjuntos serdn de mucha importancia mdas adelante.

1.0.4. Definicién. Sx junto con la operacién binaria o es el grupo simétrico sobre X.

Normalmente para el grupo simétrico el signo de composicién o no se escribe: “gf”
significa “g o f”. Lo vamos a omitir a partir he ahora. Serd muy ttil pensar en la composicién
be biyecciones como una especie de multiplicacién no conmutativa (en general fg # gf).

1.1 El grupo simétrico S,

Un caso particular de interés es cuando X es un conjunto finito de n elementos. Podemos
suponer que X = {1,2,...,n}.

1.1.1. Notacién. Para un ntimero natural n, el grupo simétrico sobre { 1,2,..., n} se denota
por
Sn = 5{1,2,.‘.,;1}-

1.1.2. Ejemplo. El caso tonto es el de n = 0 que corresponde a... las permutaciones del
conjunto vacio. Hay una aplicacién tinica @ — @. Para n = 1 tenemos un conjunto de un
elemento {1} y una aplicacién tnica id: {1} — {1}. El primer caso no trivial es de n = 2.
El conjunto {1,2} tiene dos permutaciones: la permutacién identidad

id:1—1,2+—2
y la permutacién que intercambia 1y 2:

c:1—2, 2+— 1.

Las composiciones de estas permutaciones son

idid=id, cid=idoc =0, ¢ =1id.
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1.1.3. Notacién. Una permutacién o € S, puede representarse mediante una tabla donde
en la primera fila estdn los nimeros i = 1,2,...,n y en la segunda fila estdn sus imdgenes
correspondientes (i) € {1,2,...,n}:

Notamos que el hecho de que ¢ sea una biyeccion {1,2,...,n} — {1,2,...,n} significa
precisamente que los niumeros ¢ (1),0(2),...,0(n) no se repiten.

1.1.4. Ejemplo. Los elementos de S; pueden ser representados por las tablas

. 12 12
1d_<1 2)' ‘7_(2 1)'

El grupo simétrico S3 consiste en 6 elementos dados por

(1.1)

id_123 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
S \1 2 3)7\213/)7\1 3 2)"\321)”\231)"\312)°
Notemos que en general, dos permutaciones ¢, T € S; no conmutan; es decir,

0T # T0.

En el caso de S3 tenemos

123\ (12 3 123
(12) <2 1 3)'(1 3 2>:<2 3 1)’

mientras que
12 3\ (123 123
(1.3) (1 3 2)'(2 1 3)(3 1 2)'

1.1.5. Observaciéon. Tenemos
|Sy| = n!

Demostracion. La base de induccion es |So| = |S1| = 1. Luego, supongamos que |S,_1| =
(n —1)!. Cada elemento ¢ € S,,_; corresponde a una lista sin repeticiones de los nimeros
entrelyn—1:

c(1),0(2),...,0(n—1).

Todos los elementos de S, se obtienen poniendo el ntimero # en una posicién, y hay
precisamente n posibilidades. Entonces,

|Sn| :7’1-|Sn71| :n(n_1)|:n|
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1.2 Permutaciones ciclicas

1.2.1. Definicién. Para 1 < k < n sean iy, iy, 13, ..., i, algunos niimeros distintos entre 1 y n.
Definamos una permutacién o por

o(iy) :=ip,
o(ip) := i3,

iy
o(ik—1) := ik,
o(ix) ==

U(]) :] paraj ¢ {illi21i3r~--/ik}‘

Entonces, se dice que ¢ es una permutacién ciclica de orden k o un k-ciclo y se escribe

o= (iyip - ig_q k)
/ i \
iy i
i1 e
~_
Note que el orden k es el minimo ntimero tal que
g---0=id.
N——
k

La permutacién identidad id se considera como la permutacién ciclica de orden 1, ya
que esta corresponde a (i) para cualquier i € {1,...,n}.

1.2.2. Definicién. Los 2-ciclos ¢ = (i j) reciben el nombre especial de transposiciones.

Note que la transposicion (i j) intercambia 7 con j y deja otros elementos intactos.

En un ciclo, los indices en los paréntesis pueden ser permutados ciclicamente y el resultado

no cambia:
(123)=(231)=(312).

Por esto normalmente se escoge la presentacion (iy iy - --ix_1 i) donde i1 es el numero
minimo (en el ejemplo de arriba es (1 2 3)).
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1.2.3. Ejemplo. El grupo simétrico S3 consiste en permutaciones ciclicas; sus elementos,
enumerados en (1.1), también pueden ser escritos como

id, (12), (23), (13), (123), (132).

Compilemos la tabla de composicién de permutaciones en S3 en términos de ciclos.
Escribamos una tabla de 6 x 6 indexada por los elementos de S3 donde en la interseccién
de la fila ¢ y la columna 7 estd o:

o‘ T

0’ e U‘T

Por ejemplo, las férmulas (1.2) y (1.3) pueden ser escritas como
(12)(23)=(123), (23)(12)=(132).

Haciendo célculos similares, se obtiene

° id (12 (23) (13) (123) (132)

id id  (12)  (23) (13) (123) (132)
(12) | 12) id  (123) (132) (23) (13)
(23) | (23) (132) id (123) (13) (12)
(13) | (13) (123) (132) id  (12) (23)
(123) | (123) (13) (12) (23) (132) id

(132) | (132) (23) (13) (12) id  (123)

Note que los elementos no se repiten en ninguna columna o fila. No es una coincidencia:
en general,
ct=0t =1="1

cT=01t=0=/0,
ya que toda biyeccién es cancelable por la izquierda y por la derecha. A
1.2.4. Observacion. La permutacién inversa a un k-ciclo es también un k-ciclo, dado por
.o N —1 .o . .o ,
(inip - i) = (k1 -+ 11) = (i1 Qg e -+ 12).
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1.2. PERMUTACIONES CICLICAS

ik 1
o
(7_1 v (7_1
i1 .
~_
~_ 7
o1
1.2.5. Definicién. Se dice que dos ciclos 0 = (i1 iy -+ i) y T = (j1j2 - j¢) en S, son

disjuntos si {il, i2, ey lk} N {jler/ . ,]'g} = Q.
1.2.6. Observacién. Dos ciclos disjuntos cualesquiera conmutan entre si:
0T = T0.

Demostracion. En general, si una permutacion o afecta los nameros {iy, iy, ..., i} (es decir,

o(i) = iparai & {iy, iy, ..., ix}) y T afecta {j1,jo,...,j¢}, esta claro que {iy,ip, ..., ik} N
{i1,j2,---,je} = @ implica que 0T = 70. [

No todas las permutaciones son ciclicas. Por ejemplo, la permutacién

(123 4y g
= \l21 1 3 4

es una composicién de dos ciclos disjuntos:

oc=(12)(34) = (34)(12).

Sin embargo, tenemos el siguiente resultado.

1.2.7. Proposicién. Toda permutaciéon o € S, puede ser escrita como una composicion de ciclos
disjuntos.

Demostracion. Consideremos la lista maxima
i1 =1, iz = 0'(1), i3 = O'(iz), i4 = O'(ig), ceey ik = O'(ik,l)
tal que iy, iy, ..., i, son nimeros distintos; es decir, terminemos la lista cuando

o(ix) =iy, paraalgainl < ¢ <k.
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CAPITULO 1. PERMUTACIONES

Ahora si ¢ # 1, tenemos
U(ik) = U(iffl)/

pero iy # iy 1 y esto contradice la inyectividad de ¢. Entonces, ¢ = 1, y hemos obtenido
un ciclo. (Si ¢(1) = 1, acabamos de encontrar un ciclo de orden 1, pero es conveniente
considerarlo como un ciclo legitimo para simplificar el algoritmo.)

Luego podemos considerar el namero minimo j; tal que j; € {i,...,i}. De la misma
manera, vamos a obtener otro ciclo que empieza por j; y que es disjunto con el ciclo
(i - i),

Repitiendo este proceso, encontramos que todos los elementos pertenecen a algtin ciclo,
y estos ciclos son disjuntos. n

1.2.8. Ejemplo. Consideremos la permutaciéon

Empezando por 1, tenemos una sucesion
1—4—3—1

Esto nos da un ciclo (1 4 3). Nos quedan los ntimeros 2,5,6,7,8,9,10. Empezando por 2, se
obtiene

275 8+—2

y otro ciclo es (2 7 5 8). Luego, 6 es un punto fijo: tenemos ¢(6) = 6 y un ciclo (6). Nos
quedan 9 y 10:
9—10—9

lo que nos da una transposicién (9 10). Entonces, la descomposicion en ciclos disjuntos es
dada por
c=(143)(2758)(910)

(el ciclo (6) no cambia nada y se omite, como todos los ciclos de orden 1).

A

1.2.9. Definicién. Para ¢ € S;, consideremos su descomposicién en ciclos disjuntos. La
sucesion de érdenes de estos ciclos se llama el tipo de ciclo de ¢.

Todos los tipos de ciclo posibles en S, corresponden a las particiones de # en una suma
de ntimeros positivos. Por ejemplo, para n = 4 tenemos las siguientes opciones.
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1.2. PERMUTACIONES CICLICAS

LHLH141 6 (o) (o) () (o) =id
14142 < (o)(e)(ee)=(00)
242 & (oo)(oo)
143 < (o)(e 0 0)=(0 0 0)
4 & (e e o)

El nimero de particiones de n se denota por p(n) y se llama la funcién de particio-
nes. La tabla de abajo presenta algunos valores de p(n). Sus propiedades se estudian
extensivamente en combinatoria y teoria de ndmeros.

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pm): 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42
n: 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
p(n): 56 77 101 135 176 231 297 385 490 627

1.2.10. Ejemplo. Con un poco de cuidado para no olvidar ninguna permutacién y no
escribirla dos veces, encontramos la lista completa de las permutaciones en Sy:

id,
(12), (13), (14), (23), (24), (34),
(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243),
(12)(34), (13)(24), (14)(23),
(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432).

Para comprobar, calculemos el niimero de elementos:

14+6+8+3+6=24=4

1.2.11. Proposicién. En S, hay
n!
[T My £V

permutaciones con la descomposicion en ciclos disjuntos de la forma

(1.4) cg= (e)---(e) (00)---(060) (060 e) (000 -
—_———

My puntos fijos M transposiciones Mgz ciclos de orden 3

(aqui My + My -2+ M3z -3+ -+ =n).

Demostracion. Hay n! posibilidades de colocar los nimeros {1,...,n} en lugar de e en (1.4).
En cada serie de M, ciclos de longitud ¢, podemos escribir los ciclos en otro orden, y el
resultado no cambia, asi que hay que dividir n! por [], M,!. También para cada ciclo de
longitud ¢, hay ¢ modos equivalentes de escribirlo permutando los indices ciclicamente. Por
esto hay que dividir todo por [T, M. |
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CAPITULO 1. PERMUTACIONES

1.2.12. Ejemplo. Si nos interesan los k-ciclos en S, (donde 1 < k < n), tenemos

M]:(I’l—k), Mz:...:Mk_lzo, Mkzll Mk—i-l:Mk—i-Z:"':O
y la férmula nos da
n!

(n—k)!-k

En particular, hay
nn—-1) (n

2 2

transposiciones. A

1.2.13. Ejemplo. En S5 tenemos
» la permutacién identidad id,
= 10 = 3 transposiciones (e e),
= 20 = 3% ciclos (e o o),
= 30 =3 ciclos (e ® e e),
» 24 =Y ciclos (e @ © o e),
n 15 = % permutaciones (o o) (o o),
= 20 = % permutaciones (e o) (o o o).

A

1.2.14. Definicién. Para o, T € S, la permutacién Tt~ ! € S, se llama la conjugacién de ¢
por T.

1.2.15. Observacién. Para dos permutaciones o, T € Sy, si
crij,

entonces

ot L T(i) = 1(j).

Demostracion.
tot(t(i) = (tot~ ') (i) = (o) (i) = T()).

1.2.16. Corolario. Si
o= (ipiy - i)
es un k-ciclo, entonces para toda permutacion T € Sy, la conjugacién de o por T es también un
k-ciclo dado por
T(ivip - i) T = (i) T(i2) - T(iy)).
En general, la conjugacion no cambia el tipo de ciclo de una permutaciéon. Dos permutaciones

0,0’ € Sy, son conjugadas (¢! = ot~ para alguna permutacion T € Sy) si y solamente si tienen
el mismo tipo de ciclo.
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Demostracion. Todo esto esta claro de la observacién precedente: la conjugacién nada maés
cambia la numeracién de nuestros elementos {1,2,...,n}. Para una permutacion

c=(o0 -0)(ee - 0)-(ee -0

la conjugacion por T nos da

y aqui para cada k-ciclo (e e --- e) en la descomposicién su conjugado T (e e --- )T !

es también un k-ciclo. Si al principio los ciclos son disjuntos, los conjugados son también
disjuntos, puesto que T es una biyeccién.

Ahora si ¢ y ¢’ son dos permutaciones que tienen el mismo tipo de ciclo, esto significa
que son idénticas salvo renumeracion de los elementos {1,2,...,n}. Esta renumeracion se
realiza por cierta permutacion T € S, y ¢ = Tor L. |

1.3 Signo y el grupo alternante A,

Cuando alguno me muestra un signo, si ignoro lo
que significa no me puede ensefiar nada; pero si lo
sé, ;qué es lo que aprendo por el signo?

San Agustin, “El Maestro”, Capitulo X

1.3.1. Definicién. Para una permutacién ¢ € S, cuando para algunos i < j se tiene
o(i) > o(j), se dice que hay una inversién. El nimero

sgno = (_1)#de inversiones
se llama el signo de ¢. Se dice que ¢ es par si sgno = +1 e impar si sgno = —1.

1.3.2. Ejemplo. Para S3 tenemos

permutacién inversiones signo
1 2 3

(1 ” 3> no hay +1  (par)
1 2 3 .

(2 1 3> 2>1 —1  (impar)
1 2 3 .

(1 3 2) 3>2 -1 (impar)
1 2 3 .

<3 ’ 1) 3>2,3>1,2>1 -1 (impar)
1 2 3

(2 3 1) 2>1,3>1 +1  (par)

(1 % 3) 3>1,3>2 +1 (par)

(€8]
N
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CAPITULO 1. PERMUTACIONES

A

1.3.3. Digresién. El signo de permutacién aparece en la famosa férmula para el determi-
nante de una matriz A = (x;j)1<ij<n’

(1.5) det A = 2 SGNT - X1 5(1) X2,0(2) " Xn,o(n)-

oeSy,

Por ejemplo, en Sp tenemos dos permutaciones: la permutacién identidad de signo +1y
la transposicién (1 2) de signo —1. Esto nos da

X111 X12
det = X11 X22 — X12 X21.
X21  X22

Sin embargo, la expresién (1.5) es horrible y no explica el significado geométrico del
determinante, ni sirve para hacer célculos practicos (jla suma es sobre n! términos!).

1.3.4. Observacién. Todo k-ciclo es una composicién de k — 1 transposiciones:
(irip -+ i) = (i1 12) (2 13) (i3 ia) - - - (i1 k)

1.3.5. Corolario. Toda permutacion o € S, es una composicién de transposiciones (no necesaria-
mente disjuntas).

Demostracion. Sigue de la descomposicion de permutaciones en ciclos disjuntos (1.2.7) y
luego descomposicién de cada ciclo en transposiciones (1.3.4). |

El altimo resultado es muy natural: intuitivamente debe de ser claro que para permutar
n elementos de cualquier modo, es suficiente hacer una sucesion de intercambios por pares.
De hecho, se puede hacer una sucesién de intercambios de elementos adyacentes.

1.3.6. Observacién. Toda transposicion (a b) con b — a = k puede ser escrita como una conposi-
cién de 2k — 1 transposiciones de la forma (i i + 1).

1.3.7. Ejemplo. Tenemos

(14)=(12)(23)(34)(23) (12).
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Demostracion de 1.3.6. La idea debe de ser clara a partir del ejemplo de arriba. Para formali-
zar la demostracion, usamos la induccion sobre k. La base de induccién es el caso de k = 1
y el paso inductivo resulta de la férmula

(ab)=(aa+1)(a+10b)(aa+1).
|

El mismo argumento formulado en otras palabras: a partir de (b — 1 b) se puede hacer
una sucesién de k — 1 conjugaciones

(b—2b-1)(b—1b)(b—2b—1) = (b—2b),
(b—3b—2)(b—2b)(b—3b—2)=(b—3b),
(b—4b—3)(b—3b)(b—4b—3) = (b—4b),

hasta que se obtenga (a b).

1.3.8. Corolario. Todo elemento de S, puede ser expresado como un producto de transposiciones
(12), (23), (34), ..., (n—1n).
Demostracion. Sigue de 1.3.5y 1.3.6. |

1.3.9. Observacion. Transposiciones cambian la paridad: si T es una transposicion y ¢ € Sy es
cualquier permutacion, entonces
sgn(to) = —sgno.

Demostracion. Esta claro que cuando ¢ es de la forma (i i + 1), el signo cambia al opuesto.
Luego, hemos visto en 1.3.6 que toda transposicién (a b) es una composicion de 2k — 1
transposiciones de esta forma, donde k = b — a. El nimero 2k — 1 es impar. n

Como hemos visto en el ejemplo 1.3.2, en S3 hay 3 pares y 3 impares permutaciones.
Esto no es una coincidencia.

1.3.10. Corolario. Para n > 2 el niimero de permutaciones pares en Sy es igual al niimero de
permutaciones impares.

Demostracion. Consideremos la aplicacion

¢: Sy — Sy,
o (12)0.

Es una biyeccion (de hecho ¢ o ¢ = id) que segtn 1.3.9 aplica toda permutacién par a
una permutacion impar y viceversa. u
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1.3.11. Corolario. La paridad de una permutacion o es precisamente la paridad de la longitud de
alguna descomposicion en transposiciones: si

=TT,
para algunas transposiciones T;, entonces
sgno = (—1).

1.3.12. Corolario. Para dos diferentes descomposiciones en transposiciones

los niimeros k y ¢ necesariamente tienen la misma paridad: k = ¢ (méd 2).

1.3.13. Digresiéon. A veces 1.3.11 se toma por la definicion del signo, pero luego hay que
demostrar que esta férmula tiene sentido; es decir deducir 1.3.12 sin usar el signo. He
aqui una breve explicacién en términos del tipo de ciclo de o, que es evidentemente un
invariante de o, a diferencia de la longitud de una descomposicién en transposiciones. Para
toda transposicion T = (i j) hay dos posibilidades.

1) iy j pertenecen al mismo ciclo. En este caso en T este ciclo se descompone en dos.

2) iy j pertenecen a diferentes ciclos (posiblemente de orden 1). Entonces se ve que en
7o estos dos ciclos se unen en uno.

En ambos casos el ntimero de ciclos disjuntos cambia su paridad para to. Ahora si
tenemos
U:Tk...Tl :Té...Tl/,

entonces se ve que los niimeros k y ¢ deben tener la misma paridad.
1.3.14. Observacién. Para dos permutaciones o, T € S, se tiene
sgn(oT) =sgno -sgnt.
Demostracion. Esta claro de la interpretacién del signo en 1.3.11. |

1.3.15. Corolario. Tenemos
sgn(c~!) = sgno.

Demostracion.
sgno-sgn(oc ') =sgn(oo ') = sgn(id) = +1.

1.3.16. Definicién. Al conjunto de las permutaciones pares en S, lo llamamos grupo
alternante y lo denotamos por Ay:

Ay:={0€S,|sgno=+1} C S,.
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Tenemos las siguientes propiedades:

» id € A, (puesto que sgn(id) = +1),

m sio, T € Ay, entonces 0T € A, (véase 1.3.14),
" sioc € Ay, entonces 0! € A, (véase 1.3.15).

= conjugando las permutaciones de A, por las permutaciones de S;;, se obtienen también
permutaciones de A,: paratodo o € A, y T € 5, tenemos tot e A,

(De hecho, sgn(tot!) =sgnt-sgno-sgn(t~!) = sgno.)
Ademéds, hemos calculado en 1.3.10 que
|An| = |Su|/2 =n!/2.
1.3.17. Ejemplo.

A, = {id},
As = {id, (123), (132)}.

En 5S4 las permutaciones son de la forma
id, (ee), (e ee) (ee)(ee) (oo o).
Luego, todas las transpocisiones son impares. Los 3-ciclos son pares, ya que son productos

de dos transposiciones:
(j k)= (i) (k)

Los 4-ciclos con impares, siendo productos de 3 transposiciones:
(ijk &) =(ij)(jk) (ko).
Entonces, los elementos de A4 son
id,
(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243),
(12)(34), (13)(24), (14)(23).

De hecho, en la lista de arriba tenemos 1 + 8 + 3 = 12 = 4!/2 permutaciones. A
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1.4 Ejercicios

Ejercicio 1.1. Encuentre la descomposicion en ciclos disjuntos para la permutacién

1234567 8 910) ¢
76 51 42 3 10 8 9 10

Y U signo.

Ejercicio 1.2. Calcule la descomposicién en ciclos disjuntos del producto de ciclos
(12)(253)(1573264)(476) €Sy

Y su signo.

Ejercicio 1.3. Demuestre la formula para el signo de un k-ciclo:
sgn(in i+ i) = (1),

En general, si o € S, afecta m elementos (en el sentido de que o (i) # i para m niimeros i) y tiene
una descomposicion en s ciclos disjuntos, entonces

sgno = (—1)"°.

Por ejemplo,
c=(12)(364)(5118)

afecta 1,2,3,4,5,6,8,11, entonces m = 8, y en la expresion de arriba hay s = 3 ciclos disjuntos.
Entonces, sgno = (—1)873 = —1.

Ojo: segtin nuestra terminologfa, el tltimo ejercicio nos dice que una permutacion ciclica
de orden par k es impar (tiene signo —1) y viceversa.

Para realizar cualquier permutacién, se puede fijar algtin elemento y cada vez hacer
intercambios solo con este.

Ejercicio 1.4. Fijemos algiin elemento de {1,...,n}, por ejemplo 1. Demuestre que toda transpo-
sicion (i j) puede ser escrita como una composicién de transposiciones de la forma (1 k). Deduzca
que toda permutacion o € Sy, para n > 2 es un producto de transposiciones

(12), (13), ..., (1n).

De hecho, para expresar cualquier permutacién, es suficiente usar una sola transposicién,
un n-ciclo y su inverso.

Ejercicio 1.5. Demuestre que todo elemento de S, puede ser expresado como un producto de
(12), (12 ---n), (12 ---n)"L.

Indicacion: use que los elementos de S, se expresan como productos de transposiciones de la forma
(ii+1) ylaformulac (iyip -+ i) ot = (c(iy) o(in) --- o(iy)).
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En los siguientes ejercicios vamos a demostrar un resultado similar para los grupos
alternantes.

Ejercicio 1.6. Sean i, ], k, £ niimeros distintos. Verifique las relaciones para la composicién de trans-
posiciones

(/) G k)= (ijk),
(i) (k&) = (i k) (G k£).

Deduzca que para n > 3 todo elemento de A, es una composicién de ciclos de orden 3.

—~

Ejercicio 1.7. Demuestre que para n > 3 todo elemento de A, es una composicion de ciclos de la
forma (11 ).
Indicacién: use el ejercicio 1.6.

Ejercicio 1.8. Demuestre que para n > 3 todo elemento de A, es una composicion de ciclos de la
forma (12 i).
Indicacion: use el ejercicio 1.7.

Ejercicio 1.9. Demuestre que para n > 3 todo elemento de A, es una composicién de ciclos de la
forma (ii+1i+2).

Indicacion: note que es un andlogo de la descomposicién de los elementos de S,, mediante las
transposiciones de la forma (i i+ 1). Para i > 3 demuestre la identidad

(12i)=(12i—-2)(12i-1)(i—-2i—-1i)(12i—-2)(12i—1)
Luego, proceda por induccién sobre i y use el ejercicio 1.8.

Ejercicio 1.10. Demuestre que para n > 3 todo elemento de A, puede ser escrito como el producto
de

» (123),(23 - n),(23 --- n)~1, sinespar
» (123),(12---n), (12 --- n)7L, sinesimpar.
Indicacion: use la formula o (iy iy -+ ix) o~ = (¢(iy) o(in) -+ o(ix)) y el ejercicio 1.9.

La moraleja de los ejercicios de arriba: aunque S, y A, tienen muchos elementos, estos
se expresan en términos de solamente dos de ellos (y sus inversos).
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Capitulo 2
Grupos

Después de estudiar el grupo simétrico S, y el grupo alternante A,, podemos definir
qué es un grupo en general.

2.1 Definicidon de grupos abstractos
2.1.1. Definicién. Un grupo es un conjunto G junto con una operacién binaria

GxG—G,
(g h)— gxh

que satisface las siguientes propiedades.

G1) La operacién * es asociativa: para cualesquiera g, /1, k € G tenemos
(gxh)xk=gx*(hxk).
G2) Existe un elemento neutro e € G tal que
exg=g=gxe
para todo g € G.
G3) Para todo elemento g € G existe su inverso ¢’ € G tal que
gx¢ =e=g¢'xg.
2.1.2. Definicién. Si G es un conjunto finito, el namero |G| se llama el orden de G.
2.1.3. Definicién. Ademads, si la operacién * en G es conmutativa, es decir
gxh=hxg
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2.2. ALGUNAS OBSERVACIONES RESPECTO A LOS AXIOMAS DE GRUPOS

. . . * .
para cualesquiera g,/ € G, entonces se dice que G es un grupo abeliano o conmutativo.

2.1.4. Ejemplo. Un conjunto de un elemento {¢} puede ser dotado de manera tnica de
estructura de un grupo. Este se llama el grupo trivial. Es abeliano (trivialmente). Por abuso
de notacion este también se denota por e. A

2.1.5. Ejemplo. Hemos visto en el capitulo 1 que el grupo simétrico Sx y en particular S,
es un grupo. La operacién es la composicién de permutaciones; el elemento neutro es la
permutacioén identidad id. El grupo Sy = {id, (1 2)} es abeliano. El grupo S, paran >3
no es abeliano. De hecho, este contiene, por ejemplo, las transposiciones (1 2) y (2 3) que
no conmutan:

(12)(23)=(123), (23)(12)=(132).

El grupo alternante A, C S, es también un grupo respecto a las mismas operaciones
que S,. Notamos que

As = {id, (123), (132)}

es abeliano. En efecto, tenemos
(123)(132)=(132)(123) =id.

Para n > 4 el grupo A, no es abeliano: por ejemplo, los 3-ciclos (1 2 3) y (1 2 4) no
conmutan:

(123)(124)=(13)(24), (124)(123)=(14)(23).

2.2 Algunas observaciones respecto a los axiomas de gru-
pos

2.2.1. Observacién (Unicidad del elemento neutro). En un grupo hay un elemento tinico
e € G que satisface

exg=g=gxe
para todo g € G.
Demostracion. Sea ¢’ € G otro elemento con la misma propiedad. Entonces,

e=¢ xe=¢.

“Nrers HENRIK ABEL (1802-1829), matemético noruego, conocido por sus contribuciones en analisis (estudio
de las series y de las integrales elipticas) y dlgebra. Usando la teoria de grupos demostré su célebre teorema
que dice que las ecuaciones polinomiales generales de grado > 5 no pueden resolverse por radicales. Murié de
tuberculosis a los 26 afios. El lector puede buscar en internet mds informacién sobre su tragica biograffa para
enterarse de como era la vida de los matemaéticos del siglo XIX.

38



CAPITULO 2. GRUPOS

2.2.2. Observaci6n (Unicidad de inversos). Para ¢ € G un elemento g’ tal que

(2.1) gxg =e=g'xg
es tinico.

Demostracion. Sea §"" € G otro elemento tal que

(2.2) gxg =e=g¢"xg

Luego,

)E*g//G:?-) I

§ g e = g u(gag) D (g ng)rg" = 8"

2.2.3. Observacién (Asociatividad generalizada). Supongamos que * es una operacién asocia-
tiva: para cualesquiera g, h, k € G tenemos

(gxh)xk=gx*(hxk).

Entonces en una expresion
1% &8a*---*kQy

todos los posibles modos de poner los paréntesis dan el mismo resultado.

Demostracion. Funciona el mismo argumento que vimos en el capitulo 0 para las composi-
ciones de aplicaciones. |

Normalmente vamos a usar la notacién multiplicativa: escribir “g - h” o simplemente
“gh” en vez de “g x h”. En este caso también seria l6gico denotar el elemento neutro por 1, o
por 1; para subrayar que es el elemento neutro de un grupo G. En vez de “operacién *”
vamos a decir “producto”. Hay que recordar que en general este producto no es conmutativo:
en general ¢gh # hg (cuando el grupo no es abeliano). También serd 1til la notacién para
geGyneXZ

g--g sin>0,

——"
n n veces

g =91

(g1, sin<o.

sin=0,

Note que se tiene la identidad
(") =g
No olvidemos que la multiplicacién no es conmutativa en general, asi que, por ejemplo,
(gh)? = ghgh, y en general no es lo mismo que g?h? = gghh.
Cuando el grupo es abeliano, es comun la notacién aditiva: en vez de “g * h” se escribe
“g 4+ h”. En este caso el elemento neutro se denota por 0.
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Puesto que para cada g € G su inverso g’ € G esta definido de modo tnico, vamos a
denotarlo por g~
gg i =1=g7"g
En la notacién aditiva, vamos a denotar los grupos abelianos por las letras A, B, C y sus
elementos por 4, b, c. En vez del elementos inversos se habla de los elementos opuestos que
se denotan por —a:
a+(—a)=0=(—a)+a.

Se usa la notacion

a+---+a, sin>0,
——

n veces
0, sin=20,

—((=n)-a), sin<DO.

(2.3) n-a:=

Note que si A es un grupo abeliano, entonces para cualesquiera m,n € Z, a,b € A se
tiene

(m+n)-a=m-a+n-a,
m-(a+b)=m-a+m-b,
(mn)-a=m-(n-a),
l-a=a.
2.2.4. Observacién (Cancelacién). En todo grupo se cumple la cancelacion:
gh/ — gh// = h/ — h//, g/h — g//h = g/ — g//'

Demostracién. Multiplicando la identidad gh' = ¢h” por ¢! por la izquierda, se obtiene

g (gh) =g (gh")
Luego,

Wo=1-0 = (g7lg) W =gt (gh) =g " (gh") = (7'g) - W' =1- W' ="

De la misma manera, la identidad ¢’h = ¢”h puede ser multiplicada por h~! por la
derecha. m

2.2.5. Observacién. Para todo g € G se tiene (§71)~!1 = g.
2.2.6. Observacién. Para un producto de dos elementos gh se tiene
(gl =hlg71.
En general,
(1827 8n-18n) ' = 8u '8ul1 82 81 -

Para entender la férmula (gh)~! = h~1¢~!, piense en el siguiente ejemplo: primero nos
ponemos los calcetines y luego los zapatos. La operacién inversa es primero quitarse los
zapatos y luego los calcetines.
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2.3 Grupos diédricos

Para un ntmero fijo n = 3,4,5, ... consideremos un poligono regular P de n vértices
centrado en el origen del plano euclidiano R2. Numeremos sus vértices.

2

5

Pentdgono regular.

Consideremos las isometrias del plano euclidiano f: R> — R? que preservan el poligono;
es decir, f(P) = P. Estas forman un grupo respecto a la composicién. El elemento neutro es
la aplicacién identidad id. Este grupo se llama el grupo de simetrias del n-dgono regular
o el grupo diédrico’ D,

Recordemos que las isometrias pueden ser descompuestas en aplicaciones de tres tipos:
traslacion, rotacion y reflexion (simetria). Podemos descartar las traslaciones, ya que solo la
traslacién trivial (identidad) preserva P. Para las rotaciones, estd claro que solo las rotaciones
por los mltiplos de 360° /1 preservan P. Por ejemplo, sea r: R? — IR? la rotacién de 360° /n
grados en sentido antihorario. Su aplicacién inversa r ! es la rotacién de 360° /n grados
en sentido horario, que también puede ser realizada como la rotacién de (n — 1) 360°/n
grados. Todas las rotaciones distintas son

Aqui escribimos

Por la definicién, ¥ := id y en este caso estd claro que
" =id

(es la rotacion de 360°).

2 1 5 4 3
3 2 1 5 4
N r r r
1= 5 7 4 3 7 2
4 3 2 1 5
5 4 3 2 1
“Del griego “di-”, “dos” y “edra”, que en este caso significa “cara”. Por ejemplo, de la misma manera la
palabra “dilema” significa “dos lemas [proposiciones]”. El término “poliedro” significa una figura que tiene varias

caras. En este caso P es una figura plana y entonces se puede decir que P tiene dos caras.
“0Ojo: en muchos textos el mismo grupo se denota por Dy,,.
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Las reflexiones que preservan P son precisamente las reflexiones respecto a los ejes de
simetria de nuestro poligono regular. En total tenemos 7 ejes de simetria:

» sin es impar, cada uno de ellos pasa por el origen y uno de los vértices;

» sin es par, hay n/2 ejes de simetria que pasan por los vértices opuestos y /2 que
pasan por los lados opuestos.

(Mé4s adelante veremos que de hecho, las propiedades del grupo D, dependen la paridad
de n.)
Sea f la reflexion respecto al eje que pasa por el origen y el vértice 1.

2 5 2
3 4 3

f
1 = 1 1

Tenemos
2 =id.

Obviamente, f no se expresa en términos de rotaciones:
f# 7 paraningin i,
y en general, los elementos
f,for,for’, ford, .., for!

son distintos y no coinciden con los 7.
Notemos que una reflexién respecto a otro eje puede ser realizada como una rotaciéon
seguida por f y otra rotacién:

2 4 2
3 5 1 3
r f r2=r—3
1 3 33— 5
4 1 5 2
5 2 4
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Si n es par, las reflexiones respecto a los ejes que pasan por los lados opuestos también
pueden ser expresadas mediante f y r:

3 2 6 1
4 1 7 5 2
5 6 4 3
3 2 5 6 6 1
f r
4 1 7 4 1 7 5 2
5 6 3 2 4 3

Entonces, hemos visto que todas las simetrias del n-dgono regular pueden ser expresadas
como sucesiones de aplicaciones de 7 y f. Notamos que

rof=for;

en palabras: una reflexién seguida por una rotaciéon de 360°/n es lo mismo que la rotacién
de 360° /1 en el sentido opuesto seguida por la reflexioén respecto a la misma recta.

2 5
3 /\ 4 /\
= =

=/ 4

5 2

2 3
3 4

-1
1 — ) N
4 5
1

En particular, ro f # f or, y el grupo D, no es abeliano. Por induccién se sigue que

1
5
2
4
3
1
5
2
4
5 3
r"of=for™" paratodoi.
Usando esto, se puede concluir que
. 2 -1 2 -1
D,={id, r, v, ..., "%, f, fr, fro, ..., fr" "}

" 1
o

(a partir de ahora voy a omitir el signo “o”). Los elementos enumerados son visiblemente

distintos, y hemos calculado entonces que

|Dy| = 2n.
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Note que la tabla de multiplicacién de D,, puede ser resumida en las férmulas
M= f2=id, rf = fr L.
Por ejemplo, ' ‘ ' ' o o
(fr)-(fr) = f-(f)-rh = f-(fr" ) =70
2.3.1. Ejemplo. Consideremos el caso particular de D3. Este grupo tiene 6 elementos:

D3 = {id, r, 2, f, fr, frz}

y la tabla de multiplicacién viene dada por

clid o 2 f fr fr?
id|[id r # f fr frr
roor2 id frr f fr
Pl id r fr frr f
flf fr f* id r r?
fr| fr fr* f r* id r
frrl 2 f fr r 2 id

A

Los grupos diédricos D, nos van a servir como un ejemplo importante para varias
definiciones y resultados.

2.4 Grupo de cuaterniones

2.4.1. Ejemplo. Consideremos el conjunto de 8 elementos
QS = {1/ _1/ i/ _i/j/ _j/ k/ _k}

Definamos la multiplicacién de elementos de la siguiente manera. ££1 se comporta de modo
habitual: para todo x € Qg tenemos

1l-x=x-1, (-1)-x=x-(-1)=—x.

y

Los cuadrados de i, j, k son iguales a —1:
=P =K=-1

La multiplicacién de i, j, k entre ellos es dada por

=k ji=—k 1 i j K i

e Tk

jk =i, kj = —i, ili -1 k —j

ki =j, ik = —j. jlj ok =1 k j
/ / klk j —i -1 —
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El dibujo a la derecha puede ayudar a memorizar las férmulas: los caminos nos dan
i—j—=ij=kj—k—jk=ik—i—ki=j, ycuando cambiamos el orden de multiplos,
el signo cambia.

Esto define un grupo que se llama el grupo de cuaterniones. El elemento neutro es 1,
y el lector puede verificar existencia de elementos inversos (es facil) y asociatividad (esto
puede ser un poco tedioso). Este grupo no es abeliano.

1 =1 i =i o—j k —k
1] 1 -1 i —-i | —-j k —«k
“1|-1 1 —i i -j j -k k
i| i —i -1 1 k —k —j j
—i| —i i 1 -1 -k k ] —j
il i - -k k=1 1 i —i
-l =i j ok -k 1 -1 —i @i
k| k -k j = =i i -1 1
k| -k k —j j i —i 1 -1

2.5 Subgrupos

2.5.1. Definicién. Sea G un grupo. Se dice que un subconjunto H C G es un subgrupo de
G si

1) 1g € H,
2) para cualesquiera hq, hy € H tenemos hy xhy € H,

3) para todo h € H tenemos h~! € H.

Las condiciones 1)-3) implican que H es también un grupo respecto a la misma operacion.
Ya que hh~! = 1 para todo h € H, la condicién 1) sirve solo para decir que H # @.

2.5.2. Ejemplo. Todo grupo G tiene por lo menos dos subgrupos: el subgrupo trivial {1} y
el mismo G. Los subgrupos distintos de estos dos se llaman subgrupos propios de G. A

2.5.3. Ejemplo. Hemos visto que el grupo alternante A, es un subgrupo de S;. A

2.5.4. Ejemplo. Las isometrias del plano euclidiano R? forman un grupo. El grupo diédrico
D, es un subgrupo finito. A

2.5.5. Observacion. Si H; C G es una familia de subgrupos de G, entonces su interseccion (; H;
es también un subgrupo.

Demostracion. Claro a partir de la definicién de subgrupo. |

Ahora compilemos las listas completas de subgrupos para algunos grupos de cardinali-
dad pequefia.
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2.5.6. Ejemplo. En el grupo Qs, aparte de los subgrupos triviales {1} y Qs, hay un subgrupo
de orden 2, que es {£1}, y tres subgrupos de orden 4:

{1, £i}, {1, £j}, {£1, £k}
Las inclusiones de subgrupos estdn dibujados en el diagrama de abajo.
Qs
T T
{1, i}  {£1,4j} {1, £k}

.
{£1}
T
{1}

2.5.7. Ejemplo. Consideremos el grupo diédrico

Dy ={id, r, 1%, 1* , f, fr, fr fr3}

Al igual que Qg, este tiene 8 elementos, pero la estructura de sus subgrupos es totalmente
diferente. Tenemos 5 subgrupos de orden 2:

{id, r*}, {id, £}, {id, fr}, {id, fr*}, {id, fr’}.
y 3 subgrupos de orden 4:

{id,f,rz,frz}, {id,r,rz,r3}, {id, fr,rz,fr3}.

Dy

{id, f, 7%, fr*} {id, r, 72,13} {id, fr,r?, fr3}

ANNIIPZA!

{id, fr*} {id, f} {id, %} {id, fr}  {id, fr%}

{id}
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2.5.8. Ejemplo. Revisando los elementos del grupo alternante A4, se puede compilar la
lista de sus subgrupos.

Cada una de las tres permutaciones de la forma (e o) (e ) corresponde a un subgrupo
de orden 2:

{id, (12) 34)}, {id,(13)(24)}, {id, (14)(23)}.

Y junto con id, estas tres permutaciones forman un subgrupo de orden 4:

V= {id, (12) (34),(13) (24),(14) (23)}

i

(la letra V viene del alemén “Vierergruppe”,
como el grupo de Klein).

grupo de cuatro”; el mismo grupo se conoce

| id (12)(34) (13)(24) (14)(23)
1d id (12)(34) (13)(24) (14)(23)
(12)(34) | (12)(34) id (14)(23) (13)(24)
(13)(24) | (13)(24) (14)(23) id (12)(34)
(14)(23) | (14)(23) (13)(24) (12)(34) id
Para los 3-ciclos tenemos
(123)2=(132), (132)>=(123),
(124)2=(142), (142)%=(124),
(134)>=(143), (143)>=(134),
(234)=(243), (243)>=(234),

lo que nos da cuatro subgrupos de orden 3:

{id, (123),(132)}, {id,(124),(142)}, {id,(134),(143)}, {id,(234),(243)}.

id, id, id, id,
{(123),}{(124),} {(134),}{(234),}
(132) )| (142) (143) ) | (243)

tazes {asen) {as




2.6. EL CENTRO

Hay una manera ingeniosa de ver que en A4 no hay otros subgrupos, pero todavia no
hemos desarrollado el lenguaje adecuado. A

2.5.9. Comentario. El nimero de subgrupos de S, y A, crece muy rdpido con n. Hemos
descrito los subgrupos de Ay, pero en As ya hay 59 subgrupos. De la misma manera, en S3
hay 6 diferentes subgrupos (haga el ejercicio 2.6 de abajo), pero en S4 ya son 30.

n: 2 3 4 5 6 7 8 9 10
subgruposde S,: 2 6 30 156 1455 11300 151221 1694723 29594446
subgruposde A,: 1 2 10 59 501 3786 48337 508402 6469142

Véanse http://oeis.org/A005432 y http://oeis.org/A029725.

2.6 El centro

Un subgrupo importante es el centro.

2.6.1. Definicién. Para un grupo G, se dice que g estd en su centro si g conmuta con todos
los elementos de G: tenemos gh = hg para todo h € G. El conjunto de los elementos del
centro se denota por

Z(G):={g€G|gh=hgparatodoh € G} = {g € G| g =hgh ! para todo h € G}.
2.6.2. Observacion. G es abeliano si y solamente si Z(G) = G.
2.6.3. Observacién. Z(G) es un subgrupo de G.

Demostracion. Para la identidad 1 € G obviamente tenemos 1h = hl = h para todo I € G,
entonces 1 € Z(G). Luego, si g, ¢’ € Z(G), entonces para todo h € G

(88')h =g (g'h) =g (hg") = (gh) &' = (hg) ¢" = (88"),
asi que g¢’ € Z(G). Por fin, si ¢ € Z(G), entonces para todo h € G tenemos
g h=(n"1g)" = (gh7) T =hg™,
asi que ¢! € Z(G). |

2.6.4. Ejemplo. Para el grupo simétrico tenemos Z(S,) = {id} para n > 3, y en este sentido
S estd muy lejos de ser abeliano.
De hecho, sea ¢ € S, una permutacién diferente de id. Entonces existen diferentes
indices i,j € {1,...,n} tales que
orir g
Ya que n > 2, podemos elegir otro indice k tal que k # i y k # j. Consideremos la
transposicion T = (j k). Tenemos

ot t(i) =i 1(j) = k.
Entonces, 70T ! # ¢ y por lo tanto o ¢ Z(G). A
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2.6.5. Ejemplo. Revisando la tabla de multiplicacién del grupo de cuaterniones Qg, se ve
que

Z(Qg) = {£1}.

2.6.6. Ejemplo. Calculemos el centro del grupo diédrico D, para n > 3. Tenemos
D, ={id, r, o, L f, fr, frz, ., fr”_l}.

Ya que todos los elementos de D,, son productos de f y 7, tenemos x € Z(D,,) si y solamente
si
fx=xf, rx=xr.
1) Para x de la forma fr' tenemos
rx=xr < rfrt=fr.r = fri -l = fit! — y1 =4+

La altima condicién es equivalenteai —1=i+1 (méd n), lo que es imposible para
n > 2. Podemos concluir que los elementos fr* no estan en el centro.

2) Para x de la forma 7' tenemos obviamente r x = x r. Luego,
frx=xf = frii=rf — fri=f" — r=r".

Esto es equivalente a i = —i (m6d n); es decir, 2i = 0 (méd n). Esto es posible
solamente sin es parei = n/2.

Resumiendo nuestros célculos, tenemos

Z(Dy) = {id}, sin > 3 es impar,
"\ {id, 72}, sin > 4es par.
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2.7 Ejercicios

Ejercicio 2.1. Calcule que (fr')? = id en Dy, para cualquier i € Z. En general, calcule (fr') (fr)

parai,j € Z.

Ejercicio 2.2. Demuestre que Q \ {—1} es un grupo abeliano respecto a la operacion
X*xY:=xy+x-+y.

Ejercicio 2.3. Sea X un conjuntoy 2% el conjunto de sus subconjuntos. Para A, B C X, definamos
la diferencia simétrica por

AAB:= (AUB)\ (ANB)=(A\B)U(B\A).
Demuestre que 2X es un grupo abeliano respecto a A.
Ejercicio 2.4. Para dos pardmetros fijos a,b € R definamos una funcién
$ap: R — R,
x > ax +b.
Consideremos el conjunto
Aff1(R) := {¢yp | a € R\ {0}, b € R}.

Verifigue que Aff1(IR) es un grupo respecto a la composicion habitual de aplicaciones y que no es
abeliano.

Ejercicio 2.5. Supongamos que G es un grupo donde cada elemento ¢ € G satisface g = 1.
Demuestre que G es abeliano.

Ejercicio 2.6. Encuentre todos los subgrupos del grupo simétrico Ss.

Ejercicio 2.7. Escriba la tabla de multiplicacién del grupo de simetrias de un rectdngulo que no es
un cuadrado. (Note que este tiene menos simetrias que un cuadrado.)

2 1

3 4

Ejercicio 2.8. Consideremos el conjunto de puntos (x,y) en el plano real que satisfacen la ecuacion

y = x3:
X(R) = {(x,y) e R* |y = x°}.

Definamos la siguiente operacién sobre X (IR): para dos puntos P, Q € X(IR), consideremos la recta
¢ que pasa por Py Q, o la tangente si P = Q. Sea R la interseccién de £ con otro punto de X (R).
Entonces, definimos la suma de P y Q como

P& Q:=—R;

es decir, el punto simétrico a R respecto al origen.
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1) Demuestre que X(IR) es un grupo abeliano respecto a &.

2) Demuestre que el conjunto

X(Q):={(x,y) €@ |y =x"}

(cuyos elementos se denominan “puntos racionales” de la curva X) forman un subgrupo de
X(R).

Nota: este ejercicio requiere un buen conocimiento del dlgebra de nivel de Baldor.

Ejercicio 2.9. Sea G un grupo y H, K C G dos subgrupos. Demuestre que H U K es un grupo si
y solamente si H C Ko K C H.

Ejercicio 2.10. Hemos visto que el centro del grupo simétrico es trivial:
Z(Sy) ={id} paran > 3.
Demuestre que para el grupo alternante sobre 4 elementos
Z(Ay) = {id}.

Nota: mds adelante veremos en el curso que Z(A,) = {id} paran > 4.
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Capitulo 3

Anillos y cuerpos (primer encuen-
tro)

En este curso vamos a estudiar solamente grupos, pero para ver algunos ejemplos impor-
tantes de grupos, necesitamos revisar las definiciones de diferentes estructuras algebraicas.
Estas se estudian en otros cursos y bastara que el lector conozca los ejemplos principales
que voy a mencionar en este capitulo.

3.1 Anillos

3.1.1. Definicién. Un anillo R es un conjunto dotado de dos operaciones + (adicién) y -
(multiplicacién) que satisfacen los siguientes axiomas.

R1) R es un grupo abeliano respecto a +; es decir,

Rla) la adicién es asociativa: para cualesquiera x,y,z € R tenemos
(x+y)+z=x+(y+2z2);

R1b) existe un elemento neutro 0 € R (cero) tal que para todo x € R se cumple

O+x=x=x+40;

Rlc) para todo x € R existe un elemento opuesto —x € R que satisface
(=x)+x=x+4+(—x)=0;

R1d) la adicién es conmutativa: para cualesquiera x,y € R se cumple

xty=y+x

R2) la multiplicacion es distributiva respecto a la adicién: para cualesquiera x,y,z € R se
cumple
x-(y+z)=xy+xz, (x+y) z=xz+yz
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R3) la multiplicacién es asociativa: para cualesquiera x,y,z € R tenemos
(x-y)-z=x-(y-2);

R4) existe un elemento neutro multiplicativo 1 € R (identidad) tal que para todo x € R se
cumple
l-x=x=x-1

Ademas, si se cumple el axioma
R5) la multiplicacién es conmutativa: para cualesquiera x,y € R se cumple
Xy = yx.

se dice que R es un anillo conmutativo.

3.1.2. Digresién. En algunos contextos naturales también surgen anillos sin identidad
(donde no se cumple el axioma R4)) y anillos no asociativos (donde nose cumple R3)), pero
los vamos a ignorar en este curso.

Note que respecto a la multiplicacién, no se pide existencia de elementos inversos (x~!
tal que xx~! = 1 = x~lx) para ningtin elemento.

3.1.3. Observacién. De los axiomas de arriba siguen las propiedades habituales como

O-x=x-0=0,
x-(my) = (=x)y = —xy,
x(y—z)=xy—xz, (x—y)z=2xz—yz.

Demostracion. Ejercicio para el lector. n

Algunas propiedades conocidas se cumplen solamente en anillos conmutativos, como,
por ejemplo, el teorema del binomio

En un anillo no conmutativo tenemos
(x+y) =x+xy+yx+y%
donde xy e yx no necesariamente coinciden.

3.1.4. Ejemplo. Los niimeros enteros Z, racionales Q, reales IR, complejos C forman anillos
conmutativos respecto a la adicién y multiplicacién habitual. A
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3.1.5. Ejemplo. Paran =1,2,3,... hemos notado en el capitulo 0 que sobre el conjunto
Z/nZ = {aln [a € Z} = {[0w, (Wn, .., [n = 1n}
formado por los restos médulo n
[@lp:={beZ|a=b (médn)}
se puede definir la adicién y multiplicacién mediante las férmulas
(] + [b]n := [a + b]n,
[an - [Dn := [ab]n.

Se ve que Z/nZ es un anillo conmutativo respecto a la adicién y multiplicacién médulo
n. De hecho, estas operaciones son visiblemente asociativas y conmutativas. Las clases de
equivalencia [0], y [1], son el cero y la identidad respectivamente. Los elementos opuestos
son dados por —[a], = [—a]n.

He aqui la tabla de adicién y multiplicacién para n = 4 (escribo simplemente “[a]” en
vez de “[a]4”):

+ [ [0] [1] [2] [3] [[0] (1] [2] [3]
[0 | [0] [1] [2] [3] [0] [0} [0] [0] [0]
[ 2 B[] [ (o) ] 2 3]
2] 2 8] (o] [1] 2] 1[0 [2] [0] [2]
Bl B8] o] [1] [2] Bl o] (8] 8] [1]

La notacién “Z/nZ" sera clara después de la definicién de grupos cociente que veremos
maés adelante en nuestro curso. En algunos libros de texto se encuentra la notacién “Z,”,
pero su uso en este contexto es un pecado mortal: si n = p es primo, normalmente Z,
denota el anillo de los enteros p-ddicos. No lo vamos a ver en este curso, pero es algo muy
importante en dlgebra y aritmética. A

3.1.6. Ejemplo. El anillo de los enteros de Gauss es dado por
ZvV-1]:={a+bv-1|abeZ} CC,

donde la adicién y multiplicacién estan definidas de la manera habitual como para los
ntmeros complejos. El cero y la identidad son los ntimeros 0 +0-+v/~1y 14+0-+/—1
respectivamente. Estd claro que para cualesquiera x,y € Z[v/—1] tenemos x +y € Z[/—1]
y xy € Z[V/—1] y por lo tanto todos los axiomas de anillos conmutativos se verifican
fécilmente, ya que estos se cumplen para los nimeros complejos. A

3.1.7. Ejemplo. Otro ejemplo del mismo tipo: consideremos el niimero complejo
g3 = V3 f VI
Es una raiz ctbica de la unidad en el sentido de que §g = 1. Se cumple la relacién
G+a+1=0
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(En general, el lector puede demostrar que para {, := 2V =1/n go cumple Y p<jyy k=0)
Consideremos el conjunto

Z[l3):={a+bl3|abeZ}CC.

Esta claro que para cualesquiera x,y € Z[(3] se tiene x +y € Z[(3]. Para la multiplicacién,
six=a+b{3ey=c+d3 entonces

(a+b33)- (c+d3) = ac+ (ad+bc) {3+ bd 33,
y usando la relacién {3 = 1 — {3, podemos escribir la tltima expresién como
(ac —bd) + (bc + ad — bd) C5.

Entonces, para cualesquiera x,y € Z[{3] tenemos xy € Z[{3]. Después de esta verifi-
cacion se ve facilmente que Z[{3] es un anillo conmutativo, puesto que C lo es. Este se
llama el anillo de los enteros de Eisenstein . El dibujo de abajo representa los enteros de
Eisenstein en el plano complejo.

203 1423 2+28;3

-1+0 s 1+3s 243

—2-03 —1-03 =03 1-0

—2-203 =203 ~2(3

A

3.1.8. Ejemplo. Tercer y tltimo ejemplo de este tipo: afiadamos a los ntimeros enteros la
raiz cuadrada de 2:
ZV2):={a+bV2|abecZ} CR.

Tenemos

(a4+bv?2) - (c+dV2) = ac+2bd + (ad + bc) V2,

entonces para cualesquiera x,y € Z[v/2] se tiene xy € Z[v/2]. El conjunto Z[v/2] es un anillo
conmutativo respecto a la adicién y multiplicaciéon habitual de nimeros reales. Podemos
llamar Z[v/2] el anillo de los enteros de Pitdgoras. A

3.1.9. Ejemplo. En general, un entero algebraico es un ntimero a € C que satisface alguna
ecuacion polinomial

fla) =a" +a,_1a" - Faja+ag,

“FERDINAND GOTTHOLD Max EISENSTEIN (1823-1852), matematico alemén, estudiante de Dirichlet, conocido
por sus contribuciones en la teoria de ndmeros. Muri6 a los 29 afios de tuberculosis (como Abel).
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donde ag, a1, ...,a,—1 € Zy el coeficiente mayor 4, es igual a 1 (en este caso se dice que f es
un polinomio ménico). Un resultado importante nos dice que todos los enteros algebraicos
forman un anillo conmutativo, pero a priori no es claro para nada: si & es una raiz de un
polinomio f como arriba y  es una raiz de otro polinomio

g(B)=PB"+byu_1 B+ + b B+bo,

entonces deben existir otros polinomios que tienen como sus raices « £ 5 y a8, pero ;como

encontrarlos?

Por ejemplo, /2 es una raiz de la ecuacién x? —2 = 0y /3 es una raiz de la ecuacién
x2—-3=0. Luego, la suma V2 + /3 es una raiz de la ecuacion

*—10x*+1=0.

De hecho,

(V2+V3)2=2V6+5,

asi que

(V2+V3)* =10 (V2+V3)? +1=0.

El producto V2 - /3 es una raiz de

(V2+V3)* =206 +49,

X2 —6=0.

En general, dados dos enteros algebraicos « y 8, no es tan fécil encontrar los polinomios
monicos con coeficientes enteros que tienen & = B y a8 como sus raices. Vamos a ver més

adelante que es siempre posible.

3.2 Anillo de matrices M, (R)

A

Todos los anillos de arriba son conmutativos. Mencionemos un ejemplo de anillos no
conmutativos muy importante que seguramente es familiar al lector.
Sea R un anillo conmutativo. Entonces las matrices de n x n con elementos en R forman
un anillo que vamos a denotar por M, (R). Recordemos que la adicién de matrices se define

término por término:

apr 4 - Ay b1 b2

a1 a4y -+ Ay by by
_l’_

ayl an2 - Oun b1 b

mientras que el producto

a1 aipp - A1 by
ary axp -+ dy ba1
a1 An2 - Aun by

bip
boy

bln
bZn

bnn
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a1y + by
a1 + by

a1 + by anp 4 bpo

C11
C21

Cnl

a1y + bip
ax + by

C12
€22

Cn2

Cln
Con

Cnn

a1 + bln
a2y + boy

Ann + bun



3.2. ANILLO DE MATRICES My (R)

se define mediante la formula

1<k<n
El cero es la matriz nula
00 0
00 0
0= }
00 0
y el neutro multiplicativo es la matriz identidad
10 00
0 1 00
I = . .
00 --- 10
00 --- 01

En un primer curso de algebra lineal normalmente se considera R = R o C y se verifican
los axiomas de anillos para este caso, pero el anillo especifico R es irrelevante para llevar a
cabo la construccién general.

El anillo M, (R) no es conmutativo para n > 2: por ejemplo, para n = 2 tenemos

N O B R G P G M R R
G-

se cumple si y solamente si 1 = 0. El lector puede verificar que esto es posible si y solamente
si R = {0} es un anillo que consiste en un elemento. Este se conoce como el anillo nulo.

En general, las tinicas matrices que conmutan con todas las matrices son las matrices
escalares que tienen forma

a 0 0 0
0 a 0 0
00 -+ a0
00 --- 0 a

para algtin a € R. Lo vamos a ver en los ejercicios, pero el lector puede tratar de probarlo
: . . . apn a
para las matrices de 2 x 2. Por ejemplo, se puede considerar una matriz A = (all a12>
21 422
ver qué significan las identidades AB = BA para

i=(0 o) (1 o)
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3.3 Cuerpos

3.3.1. Definicién. Un cuerpo k es un anillo conmutativo donde 1 # 0 (es decir, k # {0}) y
todo elemento no nulo es invertible. Es decir, para todo x # 0 existe x~! tal que

3.3.2. Ejemplo. Los anillos conmutativos Q, R, C son cuerpos. A

3.3.3. Definicién. Cuando en un anillo se tiene xy = 0 para algunos elementos no nulos x
e y, se dice que estos son divisores de cero. Si un anillo R no es nulo y no tiene divisores
de cero, se dice que R es un dominio de integridad.

En otras palabras, R es un dominio de integridad si para cualesquiera x, y € R se cumple

(3.2) sixy =0 entoncesx =00y =0.

La existencia de elementos inversos en un cuerpo garantiza que es un dominio de
integridad.

3.3.4. Observacién. Todo cuerpo es un dominio de integridad.

Demostracién. En un cuerpo, si x # 0, entonces existe su inverso x~! y multiplicando la
identidad xy = 0 por x~1 se obtiene

xHay) = (Tl)y=1-y=y =0
De la misma manera, y # 0 implica que x = 0. |

3.3.5. Ejemplo. El anillo conmutativo Z/nZ no es un cuerpo en general. Por ejemplo, en
Z./4Z tenemos divisores de cero

2l4 - [2]4 := [2-2]4 = [0]4,
lo que contradice (3.2). El problema es que el elemento 2], no es invertible. A

3.3.6. Observacién. El anillo Z/nZ de los restos médulo n es un cuerpo si y solamente sin = p
es primo.

Demostracion. Si n no es primo, es decir, n = ab para algunos a,b < n, entonces

y por lo tanto Z/nZ no es un cuerpo. En general, para un entero a existe b tal que
ab=1 (méd n)

(inverso moédulo 7) si y solamente si a es coprimo con #; es decir, med(a, n) = 1. De hecho,
si med(a, n) = 1, entonces tenemos la identidad de Bézout’

ab+mnc =1 paraalgunosb,c € Z.

“El lector que no se acuerda del mcd y sus propiedades deberia consultar el apéndice A.
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Reduciendo esta identidad médulo n, se obtiene ab = 1 (méd n). En la otra direccion,
supongamos que ab =1 (mdd n) para algun b. Entonces, tenemos

ab+nc=1

para algun ¢ € Z. Pero mcd(a, n) es el minimo ntmero positivo de la forma ax + ny para
x,y €”Z.

En particular, si p es primo, para todo a # 0 (méd p) existe b tal que ab =1 (méd p).

|

3.3.7. Digresiéon. De hecho, existe un cuerpo de 4 elementos, mas es diferente de Z/4Z.
He aqui su tabla de adicién y multiplicacién:

+10 1 a b -0 1 a b
0/0 1 a b 0|0 0 0 O
1|1 0 b a 110 1 a b
ala b 0 1 al0 a b 1
blb a1 0 b|0 b 1 a

En general, todo cuerpo finito necesariamente tiene orden g = pk donde p =2,3,5,7,11, ...
esprimoy k =1,2,3,4,... Estos cuerpos se denotan por lek. Cuando k = 1, es la misma

cosa que Z/pZ, pero para k > 1, como hemos notado, Z/ ka no es un cuerpo, asi que
IF  tiene construccion diferente. Vamos a estudiarlo en la continuacion de este curso.

He aqui una aplicacién interesante de los cuerpos F, = Z/pZ.
3.3.8. Observacion (Euler). Si p es primo, entonces en el cuerpo [F tenemos
(x+y)P =x"+yP
para cualesquiera x,y € Fp,

Demostracion. El teorema del binomio nos da
(x+y)p — xp+ (?) xP—1y+ (z) xp—2y2+_ c (pﬁl> xyp—l +yp

Pero p | (V) parai =1,...,p —1 (jejercicio!), asi que todos los términos de la suma son
congruentes a cero médulo p (es decir, son nulos en IF,), excepto x¥ e y?. |

La aplicaciéon x — x sobre IF, se conoce como la aplicacién de Frobenius. En efecto,
es la aplicacion identidad: tenemos x” = x para todo x = IFy,.

3.3.9. Corolario (Pequefio teorema de Fermat). : Sea p un niimero entero. Si a es un niimero
entero tal que p { a, entonces

a?1=1 (mod p).
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Demostracion. Notemos que en IF, se cumple

(3.3) xP = x.

De hecho, si x = [0] o x = [1], es obvio. Luego, por induccion, si esto se cumple para
x = [4], entonces

(la +1)7 = (la] + [1)" = [a]P + [1)F = [a] + [1] = [a +1].

Ahora si a es un entero tal que p { a, entonces x = [a] es un elemento no nulo en [Fp, y
por lo tanto es invertible. La identidad (3.3) implica

Es decir,

3.4 Anillo de polinomios R[X]

3.4.1. Definicién. Sea R un anillo conmutativo. Un polinomio con coeficientes en R en una
variable X es una suma formal
f=Lax,
i>0
donde a4; € R, y casi todos los a; son nulos, excepto un ntimero finito de ellos. Esto quiere
decir que la suma formal de arriba es finita: f = }y;<, 4; X' para algtn n.
Las sumas de polinomios estdn definidas por

(3.4) Yo X+ Y b X =Y (a;+b;) X

i>0 i>0 i>0

y los productos por

(3.5) (2@ Xf> : (2 b; Xf> =Y ( Y al-b]-> X,

i>0 i>0 k>0 \i+j=k

El cero es el polinomio 0 = Y y<;<, a; X' donde todos los coeficientes a; son nulos y
la identidad es el polinomio 1 = Z?)S:'Sn a; X' donde ag = 1y el resto de los coeficientes
son nulos. Ya que R es un anillo conmutativo, de la definicién de producto esté claro que
f-g=g-f,y también se puede ver que el producto es asociativo: f-(g-h) = (f-g) - h.
Todos los polinomios forman un anillo conmutativo que se denota por R[X].
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3.4.2. Definicién. Para un polinomio f = Y ;~0a; X' € R[X] su grado es dado por
deg f := max{i | a; # 0}.

Para el polinomio nulo, se define
deg0 := —oco.
Si f =0o0degf =0,sedice que f es un polinomio constante.

3.4.3. Proposicién. Para cualesquera f,g € R[X] se tiene

deg(fg) < degf +degg.

Ademds, si R es un dominio de integridad, entonces

deg(fg) = deg f +degg.

Demostracion. Para f =0 o0 g = 0 la identidad deg(fg) = deg f + deg g se cumple gracias
a nuestra definicién del grado del polinomio nulo. Supongamos entonces que f y g no son
nulos y que deg f = m, degg = n,
f: 2 Cll'Xi, g = Z bl’Xi.
0<i<m 0<i<n

El coeficiente de X* en el producto fg es ¢; = Yiij=kaibj. Yaquea; =0parai >my
bj = 0 para j > n, esta claro que ¢, = 0 para k > n + m, asi que por lo menos se cumple
deg(fg) < deg f + degg. Para k = m + n tenemos

Cmtn = A0 bn + a1 byyn1+ -+ amby+ -+ apin_1b1 + aminbo = am by

(casi todos los términos en la suma son nulos por la misma razén). Si R es un dominio de
integridad, entonces a,, # 0y b, # 0 implica que ¢jy4+y = a4y by # 0. Esto demuestra que

deg(fg) = deg f + degg. u

3.4.4. Corolario. El anillo R[X] es un dominio de integridad si y solamente si R lo es.

Demostracion. Si R es un dominio de integridad, entonces para el producto de dos polino-
mios tenemos
deg(fg) = deg f + degg.
En particular, si deg f > —oo y degg > —oo, tenemos deg(fg) > —oo. En otras palabras,
f #0y g # 0implica fg # 0.
Viceversa, si R[X] es un dominio de integridad, el anillo R corresponde a los polinomios
de grado 0 y por lo tanto es también un dominio de integridad. |

3.4.5. Comentario. Por nuestra definicién, un polinomio es una suma formal };~( a; Xi
donde casi todos los coeficientes son nulos. Si permitimos existencia de un ndmero infinito
de coeficientes no nulos, estas sumas formales forman un anillo conmutativo respecto a la
suma y producto dados por las mismas férmulas (3.4) y (3.5). Este anillo se llama el anillo
de series formales en X y se denota por R[X]. Si R es un dominio de integridad, entonces
R[X]| es también un dominio de integridad. Sin embargo, esto se demuestra de otra manera:
la nocién de grado no tiene sentido si en Y;~(4; X’ puede haber coeficientes no nulos de
grado arbitrariamente grande. Para los detalles, haga los ejercicios al final de este capitulo.
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3.4.6. Definicién. Para un polinomio f = Yy<;<,4; X' € R[X] y un elemento ¢ € R la
evaluacién de f en c es el elemento

fle):==Y aceRr

0<i<n
Si f(c) = 0, se dice que c es una raiz (o un cero) de f.

3.4.7. Proposicién (Lagrange, 1768). Sea f € R[X] un polinomio no nulo con coeficientes en un
dominio de integridad R. Entonces f tiene < deg f raices distintas en R.

3.4.8. Ejemplo. El polinomio cuadratico f = X2+ 1 € C[X] tiene dos raices complejas
++v/—1 € C. Si lo consideramos como un polinomio en R[X], entonces este no tiene raices.
El polinomio f = X? + 1 € IF3[X] no tiene raices en IF5: tenemos

El polinomio f =2 X* —3X®+3X? —3X + 1 € Z[X] puede ser escrito como
f=2X-1)(X-v-1)(X+Vv-1)(X—-1/2).

Su tinica raiz en Z es 1.
El polinomio f = 2 X? 42X € Z/4Z es cuadratico, pero todo elemento de Z /47 es su

| FA0D) = £(I)) = £([2]) = f([8]) = [0].

Esto no contradice el enunciado de arriba, ya que Z/4Z no es un dominio de integridad. A
Para demostrar 3.4.7, necesitamos el siguiente resultado auxiliar.

3.4.9. Lema. Sea f € R[X] un polinomio con coeficientes en un anillo conmutativo R. Entonces
f(c) = 0 para algiin ¢ € R si y solamente si

f=X=c)-g
para algiin polinomio § € R[X].
Demostracion (division sintética). En una direccién es obvio: si podemos escribir
f=X-0)-g
entonces la evaluacién en ¢ nos da
fle) =(c=c)-glc) =0.

En la otra direccién, supongamos que deg f = n y escribamos

f: 2 Ell'Xi.

0<i<n

Es posible encontrar g de la forma deseada de grado n — 1. Escribamos

g = Z bi Xi,

0<i<n-—-1
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donde b; son ciertos coeficientes que necesitamos encontrar. Analicemos la identidad

f: (X_C) .g+b*1/
donde b_; € R es alguna constante. Tenemos

Y aX'=(X-c) Y biX+b.

0<i<n 0<i<n—1

Desarrollando la parte derecha, se obtiene

Z lZiXi: Z bHX"— Z CbiXi-i-b_l: Z (bi,l—cbi)Xi—an_an.

0<i<n 1<i<n 0<i<n-—1 0<i<n-—1
Esto corresponde al siguiente sistema de ecuaciones sobre los b;:

ap = bn—l;
ap_1=by_2—cby_q,

ap—2 =by_3—cby_2,
ay = by — cby,
apg = b_1 — Cbo
y nos lleva a las recurrencias

bn—l = an/
by_o=a,_1+cby_1,
by_3=ay,_p+cb,_o,

bi = aj11+cbiyq,

by = ay +cby,
b_1=uay+chy
que definen el polinomio g y la constante b_;. Evaluando en X = ¢ ambas partes de la
identidad
f=X=c)-g+by,
se obtiene

by = f(c) =0.

3.4.10. Comentario. Las recurrencias de la demostracion precedente nos dan un modo

eficaz de calcular el valor f(c) para un polinomio f = Y y<;<, a; X": si

bp_1=an y bi=a;41+chpara —1<i<n-1,
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entonces

Esto se conoce como el algoritmo de Horner . Note que usando las recurrencias de arriba,
f(c) puede ser calculado usando solamente n sumas y n multiplicaciones, lo que es mucho
mas eficaz que calcular directamente

ag+agc+ayc®+ - +a,ct.

Ahora estamos listos para probar 3.4.7.

Demostracion de 3.4.7. Induccién sobre n = deg f. Si n = 0, entonces f, siendo un polinomio
constante no nulo, no tiene raices. Para el paso inductivo, notamos que si ¢ € R es una raiz
de f, entonces

f=X-c)g

para algun polinomio g € R[X]. Luego,

deg f = deg(X —c) -degg

(aqui se usa la hipétesis que R es un dominio de integridad), asi que deg g = n — 1y por la
hipétesis de inducciéon sabemos que g tiene < n — 1 raices. Toda raiz de g es una raiz de f,
y si ¢’ # c es una raiz de f, entonces la identidad en R

0=£(c) = (e~ ) - g(c)

implica que g(¢’) = 0y ¢’ es una raiz de g (de nuevo, se usa la hipétesis que R es un
dominio de integridad). Podemos concluir que f tiene < n diferentes raices. |

3.4.11. Comentario. A veces hay cierta confusion entre los polinomios y funciones polino-
miales. Para cualquier polinomio f € R[X] la evaluacién define una funcién

R — R,
c— f(c).

Sin embargo, no siempre existe una correspondencia biyectiva entre las aplicaciones que
surgen de esta manera y los elementos de R[X]. Por ejemplo, para R = F, = Z/pZ hay
solamente p? diferentes aplicaciones IF, — IF,, mientras que el anillo F,[X] es infinito: sus
elementos son las expresiones formales ) <<, a; X! con a; € F,.

Para dar un ejemplo especifico: el polinomio X? — X € IF,[X] evaluado en cualquier
elemento de IF, nos da 0, gracias al pequefio teorema de Fermat que acabamos de revisar
arriba, mientras que X” — X no es nulo como un elemento de FF,[X] (es decir, como una
expresion formal).

“WiLLiam GEORGE HORNER (1786-1837), matematico inglés.
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3.5 ¢Para qué sirven los anillos?

Hay mucho mads ejemplos importantes de anillos conmutativos y cuerpos, pero no es el
tema principal de esta parte del curso, asi que por el momento es todo. Los anillos conmu-
tativos tienen mucha importancia en las matematicas modernas. En muchas situaciones hay
una correspondencia

Objetos geométricos (“espacios”) <— Objetos algebraicos hechos de anillos conmutativos.

A veces para solucionar problemas geométricos, se puede pasar a los objetos algebraicos
correspondientes. Por otro lado, hay muchos objetos algebraicos que surgen naturalmente
en la teorfa de nimeros; un ejemplo basico son los anillos como Z, Z[v/—1], Z[v/2] que
hemos visto arriba. A tales objetos se puede asociar ciertos “espacios” y aplicar la intuicién
geométrica para resolver problemas aritméticos. Es uno de los temas principales de las
matemadticas a partir de los afios 50-60 del siglo pasado. Preguntar a un matematico
moderno si él prefiere trabajar con objetos algebraicos o usar la intuicién geométrica es
como preguntarse si uno prefiere quedarse ciego o sordo.

Los cuerpos son un caso muy especial de anillos, y de hecho, bajo la correspondencia
geométrica-algebraica que mencioné, a un cuerpo corresponde un espacio que consiste solo
de un punto. Los anillos Z, Z[/—1], Z[+/2] son también bastante sencillos: si los cuerpos
tienen dimensién 0, estos tienen dimensién 1. Hay anillos de dimensiones superiores, por
ejemplo si consideramos el anillo de polinomios R[X], la dimensién sube por 1:

dim R[X] = dim R + 1.

En particular, la dimensién de k[X] para un cuerpo k es igual a 1. También hay anillos de
dimensién infinita, pero no los vamos a encontrar en este curso.

3.6 Espacios vectoriales

Para terminar, recordemos la definicién de espacios vectoriales que el lector probable-
mente conoce de cursos de dlgebra lineal.

3.6.1. Definicién. Sea k un cuerpo. Un espacio vectorial es un conjunto V dotado de dos
operaciones

+:VxV =V,
(u,v) — u+v;
wkxV =V,
(a,u) — a-u.
Los elementos de V se llaman vectores mientras que los elementos de k se llaman escalares.

La operacion + se llama la adicién de vectores y la operacién - se llama la accién de los
escalares sobre los vectores. Se pide que se cumplan los siguientes axiomas.
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V1) V es un grupo abeliano respecto a la operacién +; es decir, la adicién es asociativa:
(u+v)+w=u+ (v+w) paracualesquiera u,v,w €V,
existe el elemento neutro (vector nulo) 0 € V tal que
O+u=u+0=u paratodoucV,
para todo vector u € V existe el vector opuesto —u tal que
u+(—u)=(—u)+u=0 paratodouecV,
y la adicién es conmutativa:

u+v=v+u paracualesquiera u,v € V.

V2) La multiplicacién por escalares es bilineal: se cumple

(a+b)-u=a-u+b-u paracualesquieraa,bek, uecV

a-(u+v)=a-u+a-v paratodoack, uveV.
V3) La multiplicacién por escalares es compatible con la multiplicacién en k:

(ab)-u=a-(b-u) paracualesquieraa,bek, ucV.

V4) La multiplicacién por la identidad de k es la indentidad:

l1-u=u paratodou V.

Muchas propiedades habituales siguen de V1)-V4):

1) a-0 =0 paratodoa €k,

2) 0-u=0paratodou €V,

3) (1) u=—uparatodou €V,

4) a-(—u) = —(a-u) paratodoa €k, u eV,
5)a-(u—v)=a-u—a-vparatodoa €k, u,v eV,

6) (1—b)-u=a-u—>b-upara cualesquieraa,b €k, u V.

3.6.2. Ejemplo. Sik esun cuerpoyn =0,1,2,3,... es un nimero natural fijo, entonces el
conjunto

Ki=kx - xk={(a,...,an) | 4 € k}
n
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3.6. ESPACIOS VECTORIALES

respecto a las operaciones
(al,...,an) + (bl,...,bn) = (611 +b1,...,an+bn)

y
a-(ay,...,ay) = (aaq,...,aa,)

forma un espacio vectorial. El vector nulo es dado por 0 = (0,...,0) y los vectores opuestos
son —(ay,...,ay) = (—ay,...,—an).
Para n = 0 tenemos k¥ := {0} que se llama el espacio vectorial nulo. A

El lector debe conocer bien los espacios como R" y C”. En geometria y andlisis a veces
se usan estructuras extra sobre estos espacios como una métrica, la topologia asociada,
productos interiores, etc. Todo esto no hace parte de la definicién abstracta de espacios vec-
toriales. Sin embargo, muchos resultados bdsicos que se estudian en un curso introductivo
de algebra lineal siguen de los axiomas V1)-V4).

3.6.3. Definicién. Una base de un espacio vectorial V es una familia de vectores (u;);c; tal
que todo vector u € V puede ser escrito como una combinacién lineal de los u;:

u = Zai s Uj,
i€l
donde 4; = 0 para todo i, excepto un ntimero finito. Ademads, se pide que los u; sean
linealmente independientes; es decir,
si ) a;-u; =0, entonces a; = 0 para todo i € I.
iel
3.6.4. Ejemplo. El espacio k" viene con una base canénica dada por
e1:=(1,0,0,...,0), e:=(0,1,0,...,0), ..., e,=(0,0,0,...,1).

A

Recordemos que todo espacio vectorial V posee una base y todas las bases tienen la
misma cardinalidad que es la dimensién de V. La existencia de base en cualquier espacio
vectorial se demuestra mediante el lema de Zorn (véase el apéndice B).

3.6.5. Ejemplo. R es un espacio vectorial sobre Q y por lo tanto posee una base sobre Q.
Es decir, existe una familia de ntiimeros reales linealmente independientes sobre Q tal que
todo ntimero x € R es una combinacién lineal de ellos. Esta base se conoce como la base
de Hamel. Es infinita y no es explicita; su existencia puede ser justificada por el lema de
Zorn. A
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CAPITULO 3. ANILLOS Y CUERPOS (PRIMER ENCUENTRO)

3.7 Ejercicios

Ejercicio 3.1. Sea p un mimero primo. Demuestre que los coeficientes binomiales (¥') son divisibles
porpparai=1,...,p—1

Ejercicio 3.2. Paran = 2,3,4,5, ... consideremos la raiz de la unidad {,, := e2mi/n ¢ C,
1) Demuestre la identidad 1+, + 72+ -+ 1 = 0.
2) Consideremos el conjunto
Z0n) i ={ao+m lnt+a o+ +a,1 0y | a; € Z}.

Demuestre que es un anillo conmutativo respecto a la suma y adicién habitual de los niimeros
complejos.

Ejercicio 3.3. Deduzca de los axiomas de anillos las siguientes propiedades:

0-x=x-0=0, x-(—y)=(—x)-y=—-xy, x(y—z)=xy—xz, (x—y)z=xz—yz
para cualesquiera x,y,z € R.

Ejercicio 3.4. En un anillo R puede ser que 0 = 1. Pero en este caso R tiene solo un elemento.

1) Demuestre que un conjunto R = {0} que consiste en un elemento puede ser dotado de modo
tinico de una estructura de un anillo conmutativo. Este anillo se [lama el anillo nulo.

2) Demuestre que si en un anillo R se cumple 1 = 0, entonces R = {0}.

Ejercicio 3.5. Para un niimero fijon = 1,2,3, ... consideremos el conjunto de fracciones con n en
el denominador: m
Z[1/n] = {ﬁ ‘ meZ k=0123..}CQ

De modo similar, para un niimero primo fijo p = 2,3,5,7,11, ... consideremos las fracciones con
denominador no divisible por p:

Zy={}|abez b#£0 pio} cQ

Verifique que Z[1/n] y Z,,) son anillos conmutativos respecto a la suma y producto habituales.

Ejercicio 3.6. Sea R un anillo conmutativo. Una serie formal de potencias con coeficientes en R
en una variable X es una suma formal

fI Za,-Xi,

i>0

donde a; € R. A diferencia de polinomios, se puede tener un niimero infinito de coeficientes no
nulos. Las sumas y productos de series formales estdn definidos por

Y X+ Y b X =Y (a;+b;) X, <Z a; Xi> : (2 b; Xi> =Y ( Y aib]-> Xk,

i>0 i>0 i>0 i>0 i>0 k>0 \i+j=k
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3.7. EJERCICIOS

1) Note que las series formales forman un anillo conmutativo. Este se denota por R[X].
2) Verifique la identidad
14+X)- 1-X+X2-X3+X-X>+..)=1
en R[X]| (es decir, los coeficientes de la serie formal al lado derecho son ag = 1y a; = 0 para

i>0).

n

3) Para R = Q verifique la identidad (Z )l(,l> =Y ’:—,' X en el anillo de series formales
. e

Q[Xx]-

i>0
Ejercicio 3.7. Para una serie de potencias f € R[[X] sea v(f) el minimo indice tal que el coeficiente
correspondiente no es nulo:

o(f) = min{i | a; £ 0};
ysi f =0, pongamos v(0) := +o0.

1) Demuestre que para cualesquiera f,g € R[X] se cumple la desigualdad
v(fg) = v(f) +o(8)
y la igualdad v(fg) = v(f) + v(g) si R es un dominio de integridad.
2) Demuestre que R[X] es un dominio de integridad si y solamente si R lo es.

Ejercicio 3.8. Sea R un anillo conmutativo. En el anillo de matrices My (R) denotemos por e;; para
1 <i,j < n la matriz cuyos coeficientes son nulos, salvo el coeficiente (i,]) que es igual a 1. Sea
A € M, (R) una matriz arbitraria de n X n con coeficientes en R.

1) Demuestre que en el producto de matrices e;; A la fila i es igual a la fila j de A y el resto de
los coeficientes son nulos.

2) Demuestre que en el producto de matrices Ae;; la columna j es igual a la columna i de Ay el
resto de los coeficientes son nulos.

3) Demuestre que
El‘]‘ A=A 61‘]‘

para todo 1 <1i,j <mn, i # jsiy solamente si A es una matriz escalar:

para algiin a € R.

4) Concluya que las iinicas matrices en My (R) que conmutan con todas las matrices son las
matrices escalares.
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Capitulo 4
Grupos de unidades

Después del capitulo precedente, podemos dar algunos ejemplos de grupos que no he-
mos visto antes. Los siguientes ejemplos son banales en el sentido de que ciertas estructuras
algebraicas ya tienen axiomas de grupos como una parte de su definicién.

4.0.1. Ejemplo. Todo anillo (y en particular todo cuerpo) es un grupo abeliano respecto a
la adicién. Por ejemplo, Z,Q, R, C son grupos abelianos respecto a la adicién habitual de
nameros. A

4.0.2. Ejemplo. Los restos médulo n forman un anillo y en particular un grupo abeliano
respecto a la adicién. A

4.0.3. Ejemplo. Tenemos una cadena de subgrupos aditivos

ZCQCRCcCC

4.0.4. Ejemplo. Los ntimeros enteros divisibles por n forman un subgrupo de Z:
nZ:={nx|xe€Z}.
A

4.0.5. Ejemplo. Todo espacio vectorial es un grupo abeliano respecto a la adiciéon de vectores.
Por ejemplo, para todo cuerpo k, el espacio vectorial k" es un grupo abeliano. A

4.1 El grupo de unidades de un anillo

En general, salvo 1 (identidad) en un anillo R no hay elementos inversos respecto a la
multiplicacién. Los elementos que tienen inversos forman un grupo.

4.1.1. Definicién. Si para u € R existe u~! tal que

4.1 uut=uly= 1,
(4.1)



4.2. EL CIRCULO Y LAS RAICES DE LA UNIDAD

. . * . .
se dice que u es una unidad o un elemento invertible.

Como siempre, el elemento u~1 esta definido de modo tinico por (4.1); esto se demuestra
de la misma manera que la unicidad de los elementos inversos en un grupo.

4.1.2. Comentario. Supongamos que para u € R existen dos elementos 4,b € R tales que
au =1y ub = 1. En este caso necesariamente a4 = b:

a=a-1=a(ub)=(au)b=1-b=0.

Las unidades forman un grupo respecto a la multiplicacién que se denota por R*. De
hecho, 1 € R* es el elemento neutro y si u,v € R*, entonces uv € R*:

(wo)- (v tu )y =@ tu) (uv) =1.

4.1.3. Ejemplo. En un cuerpo todo elemento no nulo x € k tiene su inverso x !

grupo de unidades viene dado por

, asi que el

k* =k\ {0}.
Es abeliano (por nuestra definicién, la multiplicacién en cuerpo es conmutativa). A

4.1.4. Ejemplo. Para Z obviamente tenemos

Z* = {1}
A
4.1.5. Ejemplo. Tenemos una cadena de subgrupos multiplicativos
{1} CQ* CR* CC”.
A

4.1.6. Ejemplo. El grupo Q* tiene como su subgrupo el conjunto Q- formado por los
niimeros racionales positivos. De la misma manera, los ntimeros reales positivos IR~
forman un subgrupo de R*. A

4.2 Elcirculoy las raices de la unidad

El grupo C* contiene varios subgrupos interesantes.

4.2.1. Ejemplo. Recordemos que para un ndmero complejo z = x +y+/—1 € C su valor
absoluto es dado por

2= VEE= (x4 y VD) - (r -y V1) = 2 2

“No confundir con la identidad 1 € R, que es nada m4s un ejemplo muy particular de unidades.
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CAPITULO 4. GRUPOS DE UNIDADES

Notamos que para cualesquiera z1,z; € C se cumple
|z122| = |z1] - |z2].
Se ve que el conjunto de los ntimeros complejos de valor absoluto 1
Sl:={zeC||z|=1}={/V" 1| 0< ¢ <27}

es un subgrupo de C* respecto a la multiplicacién. Este grupo se llama el grupo del circulo,
ya que sus elementos son los puntos del circulo unitario en el plano complejo.

Im
2129 = e(P1+p2) V=T 7y = ef2V -1

zZ1 = 3471\/?1

Re

A

4.2.2. Ejemplo. Para un nimero n = 1,2,3,4,..., una raiz n-ésima de la unidad es un
nimero complejo z tal que

2" =1
Como sabemos, esta ecuacién tiene precisamente 7 soluciones diferentes

VI 01 n—1.

Estas forman un grupo abeliano respecto a la multiplicacién compleja. Este grupo se denota
por 11,(C) y se llama el grupo de las raices n-ésimas de la unidad:

un(C):={zeC|z" =1}

Como el ejemplo més sencillo tenemos y»(C) = {£1}. El dibujo de abajo representa el
grupo pe(C) en el plano complejo.
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4.3. LOS RESTOS MODULO N INVERTIBLES

Im
e2/3mv/ =1 el/3myV/~1
V-1 = 1 1
Re
oA/3 /-1 5/3 /-1

Sim | n, entonces z" = 1 implica z" = 1 y se ve que y;;(C) es un subgrupo de u,(C).
Por ejemplo, en el dibujo de arriba se ve que j2(C) C 6(C) y 13(C) C ue(C). Todas las
raices de la unidad forman un grupo

Hoo(C) = {z € C* | 2" =1paraalginn =1,2,3,...} = | J pua(C).
n>1
Tenemos una cadena de subgrupos

sim|n

um(C)  C un(C) C peo(C) C S C C*.

4.3 Los restos modulo # invertibles

4.3.1. Ejemplo. Un ntimero a € Z es invertible médulo n = 1,2,3,... si y solamente si
med(a,n) =1
(Z/nZ)* = {[a]n | mcd(a,n) = 1}.

Por ejemplo,

(z/22)" = {[1]1},

(z/32)* = {[1]s, 25},

(z/42)" = {[1]4, [3]a},

(2/5Z)* = {[1]5,[2]s, [3]5, [4]5},

(z/62)* = {[1]e, [5]6},

(z/72) ={[1]7,[2]7,(3]7, [4]7, 57, [6]7},

(z/82)" ={[1]s, 3]s, [5]s, [7]s},

(z/92)" = {[1]s, [2]o, [4]9, [5]o, [7]o, [8]0 },
(2/10Z)* = {[1}10, 310, [7]10, 9110},
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CAPITULO 4. GRUPOS DE UNIDADES

La funcién
¢(n) :=|(Z/nZ)*| = ntimero de enteros entre 0 y n — 1 coprimos con 1

se llama la funcién ¢ de Euler. He aqui algunos de sus valores :

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
p(n): 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4 10 4 12 6 8

n: 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
¢(n): § 16 6 18 8 12 10 22 8§ 20 12 18 12 28 8

La funcién ¢ de Euler cumple las siguientes propiedades.

1) sip=2,35711,...esprimoy k =1,2,3,4,..., tenemos

$(p*) = p* (1 - ;) :

2) si m y n son coprimos, entonces
¢(mn) = ¢(m) - ¢p(n)
(se dice que ¢ es una funcién multiplicativa).
Para demostrar 1), consideramos los nimeros
a=0,1,2,...,pF=2,pF - 1.

En esta lista hay p* elementos. Luego, mcd(a, p¥) = 1 si y solamente si p { a. Los ntimeros
en la esta tales que p | a son los multiplos de p: 0, p,2p, 3p, .. .—cada p-ésimo ntimero, en
total p¥/p de ellos. Entonces,

1
o) = —p/p=p* (1—p>-

En particular, para k = 1 tenemos ¢(p) = p — 1. Es otro modo de decir que Z/pZ es un
cuerpo (tiene todos sus elementos invertibles, salvo el cero).
En general, las mismas consideraciones pueden ser aplicadas a un nimero arbitario
n= p’lcl e p];f. De los nameros
0,1,2,...,n—1

para cada p; se puede quitar los n/p; multiplos de p;. Pero algunos de estos multiplos son
divisibles al mismo tiempo por p; y p; para i # j, o por tres diferentes primos, etc. El conteo
requiere una especie del principio de inclusién-exclusién y nos lleva a la férmula

(4.2) gb(n):n(lpll)~~~(1plﬂ).

De esta expresion estd clara la propiedad 2). Sin embargo, seria més convincente primero
demostrar 2) de otra manera y luego deducir (4.2). Es lo que vamos a hacer mas adelante. A

“Tenemos ¢(1) = 1. De hecho, Z/1Z es el anillo nulo, y su tinico elemento es invertible.
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4.4. UNIDADES EN ANILLOS ARITMETICOS

4.4 Unidades en anillos aritméticos

4.4.1. Ejemplo. Para los enteros de Gauss el grupo de unidades es de orden 4:
Z|V-1" ={£1,£v-1}.
Para verlo, definamos la aplicacién

N: Z[V-1] — Z,
a+bvV—1 (a+bvV—=1)(a—bvV—-1) =a*+1?

llamada la norma. Note que N(x) > 0 para todo x € Z[/—1]. La norma es multiplicativa:
N(xy) = N(x) N(y).
Esto implica que para todo u € Z[/—1]* se tiene
Nu)N(u ) =N@uu ) =N>1)=1,

y por lo tanto N(u) = 1. Viceversa, para a + by/—1 podemos calcular su inverso en el
cuerpo de ndmeros complejos:

o a—by—1 L a—by—1
(a+bv-1) 1_(a+b\/?1)(a7b\/—71)_ e

Si N(a+ by/—1) = a? + b? =1, entonces (a + b\/—1)"! € Z[\/—1]. Esto demuestra que
q

a+bvV—1¢e Z[V-1* siysolamentesi N(a+bv—1)=a?+b>=1.
y

La ecuacién a? + b* = 1 tiene 4 soluciones enteras (+1,0), (0, 4-1) que corresponden a
+1, £+/—1. Estos elementos son invertibles.

- -1 +V/=1 -1
+1 +1 -1 +v/-1 —y/-1
~1 —1 +1 V=1 +V/—1
V=1 | +V/=1 —v/=1 -1 +1
—V/=1|-V/-1 +V/-1 +1 ~1

El mismo argumento demuestra que para un entero n = 2,3,4, ... y el anillo conmutativo
Zv—nl={a+by—n|abeZ}
se tiene Z[\/—n]* = {£1} para todo n > 2 —para verlo, considere la norma

N(a+byv/=n):= (a +bv/—n) (a — by/—n) = a® + nb*.
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4.4.2. Ejemplo. Para el anillo Z[v/2] podemos considerar la norma

N:Z[V2] — Z,
a+bVvV2 (a+bv2) (a—bV2) =a* 202

Esta aplicacion es también multiplicativa y por lo tanto N(u) = £1 para todo u € R*.
Luego, tenemos

1 a—bv2 _a-b\2
(a+bv2)™ = (a+bv2)(a—by2) a*—2027

asi que

a+bv2 siysolamentesi N(a+bv?2)=a>—2b* =1.

Entonces, para calcular el grupo Z[v/2], hay que encontrar las soluciones enteras de la
ecuacion

a? —2b% = +1.

Esta se conoce como la ecuacién de Pell’. No vamos a entrar en los detalles, pero hay un
ntmero infinito de soluciones (a,b) € Z?2. Por ejemplo,

(4.3) (a,b) = (£1,0), (£1,£1), (£3,+2), (£7,45), ...

“JonN PELL (1611-1685), matematico inglés. No hay documentos que demuestren que Pell trabajé en algtin
momento de su vida en la “ecuacién de Pell”; la atribucién del nombre se debe a Euler. Asi que como matematico,
Pell es conocido por una ecuacién que nunca estudio.
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(=3,-2) (3,-2)

a? —20% =1

(7,5)

a2 —2p%2 = -1
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CAPITULO 4. GRUPOS DE UNIDADES

Las soluciones (4.3) corresponden a las unidades

+1=+(1-+2)°,
+(1+V2), +(1-V2)=F(1+v2)7},
+(3+2v2) =+(1+v2)?% +(3-2v2) =+(1+v2)7?,
+(74+5V2) = +(1+V2)3, £(7-5V2) = F(1+v2)3

Note que todas las soluciones de arriba son de la forma +(1 + /2)" para algin 1 € Z.
Evidentemente, son unidades y estas forman un subgrupo de Z[+/2]*. De hecho, no hay
otras unidades:

ZV2) = {£(1+V2)" |ncz}

—véase [AW2004, §11.1] para una prueba. A

La diferencia entre Z[v/—1]* por un lado y Z[v/2] por el otro lado es que en el primer
anillo el elemento que hemos afiadido a Z es complejo (es decir, Im v/—1 # 0), mientras
que /2 es real. Esto se estudia en la teoria de ntimeros algebraica. Para otro ejemplo similar,
véase el ejercicio 4.1.

4.5 Polinomios invertibles

En el capitulo anterior hemos introducido el anillo de polinomios R[X], y seria intere-
sante calcular su grupo de unidades.

4.5.1. Observacién. Si un polinomio f = Y;5oa; X' € R[X] es invertible, entonces su coeficiente
constante es invertible en R; es decir, ag € R*.

Demostracién. Si existe otro polinomio ¢ = Y ;-0 b; X' € R[X] tal que fg = 1, esto significa
que los coeficientes del producto de f y g estan dados por

1, sik=0,
Ci = Z Lll'b]' = { . .
i+j=k 0, si k> 0.
En particular, ag by = 1, lo que significa que by = a, L |

Entonces, la condicién a9 € R* es necesaria para que f = Y,504; X' € R[X] sea
invertible, pero no es suficiente. Para simplificar la vida, supongamos que R es un dominio
de integridad: ab = 0 implica a = 0 o b = 0. En este caso nos puede servir la nocién del
grado de un polinomio.

4.5.2. Proposicién. Si R es un dominio de integridad, entonces un polinomio f = Y ;>0 a; Xt €
R[X] es invertible en R[X] si y solamente si ag € R* y a; = 0 para i > 0. En otras palabras, se
tiene una identificacion

R[X]* =R™.
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Demostracion. Apenas hemos visto que la condicién ap € R* es necesaria. Ahora si f es
invertible, tenemos fg = 1 para algtn polinomio g y luego la identidad

0 = deg(fg) = deg f +degg
implica que deg f = degg = 0. |

4.5.3. Comentario. Si en R hay divisores de cero, por ejemplo si R = Z/4Z, entonces
tenemos solamente la desigualdad deg(fg) < deg f + deg g en lugar de deg(fg) = deg f +
deg g y nuestro argumento no funciéna. En este caso existen polinomios invertibles de
grados superiores. Por ejemplo, en el anillo Z/4Z[X] se cumple

(2X+1)-2X+1) =4X>+4X+1=1 (mod 4).

4.6 El grupo lineal general

En los cursos basicos de algebra lineal mucho tiempo se dedica a multiplicacién e
inversién de matrices. De hecho, detras de todo esto hay un grupo.

4.6.1. Definicién. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo. Consideremos todas las
aplicaciones lineales invertibles f: V — V (isomorfismos entre V y si mismo); es decir, las
que poseen un aplicacién lineal inversa f~!: V — V tal que

fofl=idy=flof.

Estas forman un grupo respecto a la composicién habitual de aplicaciones. El elemento
neutro es la aplicacién identidad y los elementos inversos son las aplicaciones inversas. Este
grupo se denota por GL(V) y se llama el grupo lineal general de V.

Note que este es un analogo lineal del grupo simétrico Sx. De hecho, GL(V) es un
subconjunto de Sy, pero no tiene sentido considerar todas las biyecciones de conjuntos
V — V—son muchas—y por esto restringimos nuestra atencién a las biyecciones lineales;
es decir, las biyecciones que preservan la estructura algebraica de V.

En general, todas las aplicaciones lineales f: V — V forman un anillo End(V) que se
llama el anillo de endomorfismos de V. La adicién en este anillo viene dada por

(f +8)(v) := f(v) +8(v)

y la multiplicacién de f por g es la composicién f o g. Este anillo no es conmutativo si
dim V > 1. El grupo lineal general es el grupo de unidades correspondiente:

GL(V) = End(V)*.

El procedimiento habitual para hacer cdlculos con aplicaciones lineales es fijar una base
y usar matrices. En el capitulo anterior hemos encontrado el anillo de matrices M, (R). Es
un anillo no conmutativo, pero también tiene sentido considerar su grupo de unidades.
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4.6.2. Observacion. Los elementos invertibles en el anillo de matrices My (R) son precisamente
las matrices con determinante invertible en R:

M, (R)* ={A € M,(R) | detA € R*}.
Demostracion. El determinante satisface
det(AB) = det(A) - det(B)

para cualesquiera A,B € M;(R). Luego, si para A € M,(R) existe su matriz inversa
A~1 € M,(R), entonces

1 =det(I) = det(A A1) = det(A) - det(A™!) = det(A~1) - det(A),

lo que demuestra que para toda matriz invertible en M,(R) se tiene necesariamente
det(A) € R*. En la otra direccién, si det(A) € R*, podemos usar la férmula (también
conocida como la “regla de Cramer”)

A7t =det(A)! adj(A),
donde adj(A) es la matriz adjunta. [
4.6.3. Definicién. El grupo
GL,(R) := My(R)* = {A € M,(R) | detA € R*}
se llama el grupo lineal general sobre R.
4.6.4. Ejemplo. Si R = k es un cuerpo, entonces

GL, (k) = {A € My (k) | det A # 0}

4.6.5. Ejemplo. Para las matrices con elementos enteros, tenemos

GLa(Z) = {A € My(Z) | det A = £1}.

4.6.6. Ejemplo. Para n = 1 tenemos
GL;(R) = R™.

Paran > 2y R # 0 el grupo GL,(R) no es abeliano (en los ejercicios de abajo vamos a
calcular su centro). A

4.6.7. Ejemplo. Las matrices de 1 x n con determinante 1 forman un grupo
SL,(R) :={A € GL,(R) | detA = 1}.

Es un subgrupo de GL, (R) conocido como el grupo lineal especial. En particular, el grupo
SLy(Z) :={A € My(Z) | detA =1}

tiene mucha importancia en aritmética; es conocido como el grupo modular y vamos a
verlo més adelante. A
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4.6.8. Ejemplo. Hemos visto que para todo primo p los restos médulo p forman un cuerpo
IF, := Z/pZ. Entonces, el anillo de matrices M, (]Fp) es finito, de orden p”z, y en particular
los grupos GL;,(IF,) y SL; (IF,) son también finitos. ;Cuél es su orden?

El grupo GL;(IF,) consiste de matrices invertibles de n x n. Para contarlas, podemos
escribirlas fila por fila (0o columna por columna), recordando que entre estas no pode-
mos tener dependencias lineales. En la primera fila podemos escribir cualquier vector
(x11, %12, - . ., X15), salvo el vector nulo (0,0, ...,0). Tenemos [F,|" = p" — 1 posibilidades.
Luego, en la segunda fila podemos poner cualquier vector (xp1,x2,...,X2,), salvo los
p = |Ep| vectores linealmente dependientes con (x11,x12,...,¥1,). Continuando de este
modo notamos que para la i-ésima fila hay p" — p posibilidades. Entonces, el ntimero de
matrices invertibles de 1 X 1 con elementos en un cuerpo finito IF,, es’

|GLa(Fp)[ = (p" = 1) - (p" —p) -~ (p" —p" 7).

Para el grupo SL,(IF,) es suficiente notar que si hay una matriz A € SL,(FF,), es decir,
det A = 1, entonces multiplicando A por un escalar a € F; = FFp, \ {0}, se obtiene una
matriz A’ := a A condet A’ = a. Ademads, todas las matrices con determinante a se producen
de este modo. Esto demuestra que

|GL(Ep)| = |]F;| - | SLu(Fp)|;

es decir,

1
| SLu(Fp)| = 1 | GLn (IFp)|.

Notamos que para p = 2 se tiene
GL, (FFp) = SL,(IF,)

(de hecho, en IF; el tnico elemento no nulo es 1).
Por ejemplo, el grupo GL;,(IF;) tiene 6 elementos:

O I G R RS O I G T O

He aqui su tabla de multiplicacién”.

“En general existen cuerpos finitos IF,; de orden g = p* donde p es primo. Para k = 1 tenemos F,=2Z/pZy
para k > 1 omiti la construccion por falta de tiempo. Para [F; la férmula y su prueba serfa idéntica, solo hay que
reemplazar “p” por “q”.

“La compilé con ayuda de computadora para no equivocarme. Favor de no hacer estos calculos otra vez;

verifique alguna fila para ver cémo se multiplican las matrices sobre IF, = Z/2Z. Por ejemplo,
11 11 2 1\ _ (/0 1 .
<1 o) ' (1 0) - <1 1) - (1 1> (mod 2).
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I A B C D I
I I A B C D E
A A I D E B C
B B & I D C A
C C D E I A B
D D C A B I I
E IE B C A I D

El siguiente caso no trivial serfa de GL,(TF3), y este grupo ya tiene (32 — 1) - (3% —3) = 48
elementos y no es muy instructivo enumerarlos todos...

Seria interesante comparar la tabla de multiplicaciéon de arriba con la tabla de multipli-
cacién en el grupo simétrico Ss.

° id  (12) (23) (13) (123) (132)

id id  (12) (23) (13) (123) (132
(12) | (12) id (123) (132) (23) (13)
23) | (23) (132) id (123) (13) (12)
(13) | (13) (123) (132) id  (12) (23)
(123) | (123) (13) (12) (23) (132) id
(132) | 132) (23) (13) (12) id (123)
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4.7 Ejercicios

Ejercicio 4.1. Para el anillo de los enteros de Eisenstein Z[(3), calcule el grupo de unidades Z[{3]*
y escriba la tabla de multiplicacion correspondiente.
Indicacién: considere la norma

N(a+bg3) = (a+bl3) (a+bl3) = a* —ab+ b2

Ejercicio 4.2. Sea R un anillo conmutativo. Se dice que un elemento u € R es una unidad si existe
un elemento u=' € R tal que uu=' = u='u = 1. Se dice que x € R es un nilpotente si existe un
mimeron =1,2,3,... tal que x* = 0.

Encuentre las unidades y nilpotentes en los anillos Z./4Z y Z./9Z.

Ejercicio 4.3. Continuemos con las nociones introducidas en el ejercicio precedente. Sea R un anillo
conmutativo.

1) Demuestre que si x € R es un nilpotente y a € R es cualquier elemento del anillo, entonces
ax es un nilpotente.

2) Demuestre que si x,y € R son nilpotentes, entonces x + y es también un nilpotente.

3) Demuestre que si x € R es un nilpotente, entonces 1 + x es una unidad.

Indicacién: recuerde la identidad
1+X) 1-X+X2-X3+X X+ )=1
en R[X].

4) Demuestre que si u € R es una unidad y x € R es un nilpotente, entonces u + x es una
unidad.

Ejercicio 4.4. Calcule la matriz inversa para las siguientes matrices:

2 2 2 1 X 0
2 2 1) € M3(1F3), 01 X]e M3(Z[X])
01 2 0 0 1

Ejercicio 4.5. Consideremos las matrices de n X n que tienen 1 en las entradas diagonales, ceros
debajo de la diagonal y mimeros arbitrarios arriba de la diagonal.

{(xij) | xii = 1 para todo i, x;; = O para i > j}.

Por ejemplo, para n = 3 son de la forma

1 * *
0 1 =«
0 0 1

Demuestre que estas matrices forman un subgrupo de GL,(R).
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Ejercicio 4.6. Consideremos el conjunto de matrices
On(k) ={A €GLy(k) | A"A=AA" =1},
donde A! denota la matriz transpuesta.
1) Demuestre que Oy (k) es un subgrupo de GL, (k). Este se llama el grupo ortogonal sobre k.
2) Paran =2y k = R demuestre que los elementos de O,(IR) son de la forma

cosa  —senw 0 0 1 cosa  —senw
senx  Cosw 1 0 sena  cosa )

3) Demuestre que el grupo diédrico Dy, es un subgrupo de Oy(R). Escriba las matrices que
corresponden a los elementos r y f.

Ejercicio 4.7. Demuestre que el grupo SLy(Z) es infinito.

Ejercicio 4.8. Demuestre que las inicas matrices invertibles que conmutan con todas las matrices
son las matrices escalares

al = ‘ paraa € R*.

Es decir,
Z(GLy(R)) ={al |a € R*}.

1) Fijemos algunos indices 1 < i,j < n, i # j. Denotemos por e;; la matriz de n X n cuyos
coeficientes son nulos, excepto el coeficiente (i, j) que es igual a 1. Consideremos las matrices
I + e;;. Estas tienen ceros en todas las entradas, excepto 1 en la posicion (i, j) y en la diagonal.
Demuestre que
det(I + ei]') =1
En particular, I + e;; € GLy(R).
2) Supongamos que A € Z(GLy(R)). En particular, debe cumplirse
(I + 61‘]‘) A=A (I + eij),
que es equivalente a la identidad
61']' A=A el']'
en el anillo de matrices M, (R). Recuerde la tarea anterior donde hemos visto que esto implica
que A es una matriz escalar.

3) Note que el centro de Z(SL,(R)) también consiste en las matrices escalares (de determinante
1).

Ejercicio 4.9. Demuestre que una serie formal de potencias f = Y i~ a; X! € R[X] es invertible
(pertenece a R[X]*) si y solamente si su coeficiente constante es invertible (ag € R*).

Ejercicio 4.10. Calcule las series (1 — X)™1, (1 — X*)71, (1 — (X + X?)) ! en el anillo Z[X].

“En este ejercicio hay que identificar las aplicaciones lineales R?> — IR? con matrices de 2 x 2.
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Capitulo 5
Homomorfismos de grupos

Les mathématiciens n’étudient pas des objets, mais
des relations entre les objets.

Poincaré

Hemos visto algunas nociones bdsicas de grupos y varios ejemplos. Para comparar
grupos, estudiar construcciones sobre ellos e investigar sus propiedades mas sutiles, hay
que saber como estos se relacionan. Aqui el concepto clave es el de homomorfismo, una
aplicacion entre grupos que preserva su estructura (la operacién del grupo).

5.0.1. Definicién. Un homomorfismo de grupos G y H es una aplicacién f: G — H tal que
para cualesquiera g1, > € G se cumple:

f(8182) = f(g1) f(g2)-

5.1 Ejemplos de homomorfismos
5.1.1. Ejemplo. Para todo grupo G la aplicacién identidad id: G — G es un homomorfismo.
A

5.1.2. Ejemplo. Para ver mds homomorfismos familiares, podemos revisar algunas propie-
dades del andlisis real y complejo conocidas a todo el mundo.

1) El signo de un ntimero racional (resp. real) no nulo es un homomorfismo

+1, six >0,

Q* — {£1} (resp. R* — {£1}), x> sgnx:= { ]
-1, six <O,

donde Q* = Q\ {0} (resp. R* = R\ {0}) es el grupo de los ntimeros racionales
(resp. reales) no nulos.

2) El valor absoluto de un ndmero racional (resp. real, complejo) no nulo es un homo-
morfismo
Q* — Q-o, (resp. R* — R.o, C* — Ryg), x> |x|.
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De hecho, para cualesquiera x e y se tiene

[xy| = |x[ - [yl

3) Consideremos el grupo de los ntimeros reales respecto a la adicién R y el grupo de
los niimeros reales positivos respecto a la multiplicacién R+. La funcién exponencial

es un homomorfismo
exp: R — Ry, x> e".

De hecho, para cualesquiera x,y € R tenemos

Y = ¥ e,

En general, para a > 0, la aplicacién

R—-R*, x—a*

es un homomorfismo: se cumple
a*tV =a*a¥.
4) Para los ntimeros complejos la exponencial es un homomorfismo
exp: C - C*, zm e

Para cualesquiera z, w € C tenemos

5) El logaritmo natural es un homomorfismo

log: Ryg =+ R, x+— logx;

para cualesquiera x,y > 0 se cumple

log(xy) = log(x) +log(y).

En general, para a > 0, a # 1 el logaritmo de base a

log,: Ryo -+ R, x> log,x
es un homomorfismo: para cualesquiera x,y > 0 se tiene
log, (xy) = log,(x) +log,(y).
6) La raiz n-ésima es un homomorfismo
R.g = Ry, x+— /x.
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De hecho, tenemos
Yxy = /x- Wy
En general, para cualquier ntimero real positivo & > 0 la aplicacién

R.o —+ Ry, x> x*

es un homomorfismo: se tiene
(ay)* = 2
7) La conjugacién compleja z — z es un homomorfismo aditivo y multiplicativo a la vez:

CHC y C*—>C*

Para cualesquiera z, w se cumple

z+w=z+w, zZw=2zw.

5.1.3. Ejemplo. En el primer capitulo hemos estudiado el signo de permutacién
sgn: S, — {£1}

que es un homomorfismo entre el grupo simétrico y el grupo multiplicativo {£1}. De
hecho, hemos visto que para cualesquiera ¢, T € S, se cumple

sgn(oT) =sgno -sgnT.
A

5.1.4. Ejemplo. El determinante de matrices invertibles de n x 1 es un homomorfismo de
grupos
det: GL,(R) — R*.

5.1.5. Ejemplo. La reduccién médulo n es un homomorfismo de grupos aditivos

Z — Z/nZ,
a— [a]n.

En efecto, [a + b], = [a], + [b], por la misma definicién de la adicién de los restos
modulo n (recordemos que uno tiene que verificar por separado que esta adicién no
depende de los representantes particulares de las clases de equivalencia).

Si n | m, entonces tenemos un homomorfismo de grupos aditivos

Z/mZ — Z./nZ,
(@] = [a]n.
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De hecho, primero notamos que esta aplicacion esta bien definida: sia = a4’ (méd m),

esto quiere decir que m | (a —a’), pero luego n | (a —a’), asi que a = 4’ (méd n). Es un
homomorfismo por la definicién de la adicién médulo m y n:

[a]m =+ [blm = [a+ bl = [a+ bl = [a]n + [D]n.
De la misma manera, se ve que hay un homomorfismo de grupos multiplicativos
(Z/mzZ)* — (Z/nZ)",
[a]m — [a]u.
A

5.1.6. Ejemplo. Para un namero entero no nulo n € Z \ {0} su valuacién p-adica es el
méximo nimero natural k tal que p* divide a n:

vp(n) 1= max{k | Pk | n}.

(Para n = 0 normalmente se define v, (0) := 400, pero no vamos a usar esta convencion.)
Ahora para dos ntimeros no nulos m,n € Z se puede escribir

m= pvp(m) ' v

, n=p P(") n/
donde ptm' y pt 1,y luego,

7

mn = pPr M +op(n) ! !
donde p 1 (m'n’), asi que

vp(mn) = vy(m) +vp(n).

Ahora todo ntimero racional no nulo puede ser representado por una fraccién m/n,
donde m, n # 0 son algunos ndmeros enteros. Podemos definir

vp (%) = vp(m) —vp(n).

Esta definicién depende del ndmero racional y no de su representacion como fracciéon. De
hecho, tenemos

m m , ,
g = W <~ mn =mmn.
Ahora
vp(m) +vp(n') = vp(mn') = v,(m'n) = v,(m'") +v,(n),
asi que

n
Esto significa que la funcién

vp (%) = vp(m) —vp(n) =v,(m') —vp(n') =: v, <ml> )
v,: Q* = Z,

% = Up (%) = vp(m) —vp(n)
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estd bien definida. Es un homomorfismo entre el grupo multiplicativo Q* y el grupo aditivo

. i My mp X
Z: para cualesquiera AT Q* tenemos

my My iy
vp ( . ) = vy ( ) = vp(mlmz) - Up(nan)

ny  np niny

= op(m) —y(m) + 0, m2) — 0y m2) =3 () 0, (22,

na

Si en lugar de Z queremos trabajar con un grupo multiplicativo, podemos definir el
valor absoluto p-adico de x € Q* como sigue:

|x‘p = p—v,,(x).
Entonces, para cualesquiera x,y € Q* se cumple
[xyly = p 00 = ) ) — ]y,
De esta manera se obtiene un homomorfismo de grupos multiplicativos

‘ : |P: QX — ]R>0r
x = |x|p.
(Para x = 0 se define [0[, := 0, lo que concuerda con la definicién v,(0) := oo.) A

5.1.7. Ejemplo. He aqui otro ejemplo curioso de la teoria de nimeros. Para un nimero
primo p, decimos que un entero a € Z es un residuo cuadratico médulo p si

2

a=b- (méd p)

para algtin b € Z. Podemos definir el simbolo de Legendre mediante

+1, sipfay aesunresiduo cuadritico médulo p,

a
() =4 —1, sipfayanoesun residuo cuadratico médulo p,

b 0, sipla

Obviamente, si a = a’ (méd p), entonces
() -()
P p)’

asi que el simbolo de Legedre estd definido sobre los restos médulo p. Luego, para cuales-

(estd claro que el producto de dos residuos cuadraticos es un residuo cuadratico; un poco
menos claro que el producto de dos no-residuos cuadraticos es un residuo cuadrético, pero lo
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veremos mds adelante). Esto quiere decir que el simbolo de Legendre es un homomorfismo
de grupos multiplicativos

(5): 5 =@z > 1)
()

Las siguientes aplicaciones son homomorfismos por la definicién de las estructuras
algebraicas correspondientes.

A

5.1.8. Ejemplo.

1) Si R es un anillo (no necesariamente conmutativo) y ¢ € R su elemento fijo, entonces
la multiplicacién por c por la izquierda es un homomorfismo de grupos aditivos

R — R, x+cx.

En efecto, la multiplicacion es distributiva por la definicién de anillos: para cuales-
quiera x,y € R debe cumplirse

c(x+y)=cx+cy.
De la misma manera, la multiplicacién por la derecha es un homomorfismo

R — R, x> xc.

2) Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo k y A € k es un escalar fijo, entonces la
multiplicacién por A es un homomorfismo de grupos aditivos

V-V, v—A-o
En efecto, segtin los axiomas de espacios vectoriales, se tiene
A(u+o)=A-u+A-o.

3) Recordemos que para un anillo conmutativo R y un polinomio

f=Y aX eR[X],

0<i<n

su valor en ¢ € R viene dado por

Esto nos da un homomorfismo de evaluacién

eve: RIX] = R, f f(c).
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A

5.1.9. Digresién. En los ejercicios hemos mencionado el anillo de series de potencias R[X].
En general, ya que una suma f = ) ;~o4a; X' € R[X] puede tener un nimero infinito de
coeficientes no nulos, no tiene sentido evaluar f en un elemento ¢ € R. Lo que siempre
podemos hacer es “evaluar f en 0”:

R[X] = R,
f: ZaiXi '—>f(0) = qp.

i>0

En general, evaluacion de una serie f € R[X] en un elemento arbitrario ¢ € R requiere
de una nocién de convergencia.

5.1.10. Ejemplo. Si A es un grupo abeliano, entonces para n € Z y para cualesquiera
a,b € A tenemos

n-(a+b):=(@a+b)+---+@+b)=a+---+a+b+---+b=n-a+n-b,

n n n

asi que la multiplicaciéon por n es un homomorfismo que se denota por

Xn

A— A

Cuando el grupo es abeliano, pero se usa la notacién multiplicativa, se trata de las potencias
n-ésimas a — a™:

(ab)":=gb---ab=a---a-b---b=:a"b".
n n n

Note que en un grupo no abeliano, en general (gh)" # g" h". Por ejemplo, se puede ver que
G es abeliano si y solamente si (gh)? = g% h? para cualesquiera g, h € G. A

5.1.11. Ejemplo. En particular, si R es un anillo conmutativo y n € Z, entonces la n-ésima
potencia es un homomorfismo de grupos multiplicativos

R* = R*, x+—x".
Para el grupo aditivo subyacente, tenemos
(x+y)'= ¥ <n> !
- i !
0<i<n

y esta expresién normalmente no es igual a x" + y". Sin embargo, si en R se cumple p - x
para cualesquiera x € R, por ejemplo para R = IF, = Z/pZ, entonces

(x+y)P =xP +yP.

Por ejemplo,

n
]FP—HFP, XX

es un homomorfismo de grupos aditivos. A
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5.2 Propiedades basicas de homomorfismos
5.2.1. Observacién. La composicion de dos homomorfismos f1: G — G’y fo: G' — G” es un
homomorfismo fyo f1: G — G”.

Demostracion. Para cualesquiera g1,$» € G tenemos

(f2o f1)(8182) = f2(f1(8182)) = f2(f1(81) f1(82)) = f2(f1(81)) - f2(f1(82))
= (f2a0 fi)(g1) - (f20 f1)(&2)-

5.2.2. Observaciéon (Homomorfismos preservan el elemento neutro). Si f: G — H es un
homomorfismo, entonces

f(lg) =1y

Demostracion. Tenemos

f(le) = f(lc - 1¢) = f(1c) - f(1c),
y por lo tanto f(1¢) es el elemento neutro. n

5.2.3. Observacién (Homomorfismos preservan los elementos inversos). Si f: G — H es
un homomorfismo, entonces para todo g € G

flgh=f)"
Demostracion.
flg ) -fle)=rlg g =f1)=1.
[ |

5.2.4. Observacién. Sea 1 el grupo trivial. Para todo grupo G existe un homomorfismo inico
1 — G y un homomorfismo iinico G — 1.

Note que la situacién con conjuntos es diferente: alli para todo X existe una aplicaciéon
unica @ — X y una aplicacién tnica X — {e}. Los conjuntos @ y {e} son diferentes (entre
ellos no hay biyeccién). En el caso de grupos, el mismo grupo trivial 1 satisface ambas

propiedades 1 E e yG ST

5.2.5. Corolario. Para dos grupos G y H existe un homomorfismo tinico e: G — H que se factoriza
por el grupo trivial:

N

N z
Iy

1

Este se llama el homomorfismo trivial y estd definido por

e(¢g) =1y paratodo g € G.
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5.2.6. Ejemplo. Para el signo de permutaciones tenemos

sgn(id) = +1

-1

sgn(c™ 1) = sgn(c) ! = sgn(0).

5.2.7. Observacién (Homomorfismos preservan potencias). Para todo n € Z tenemos

f(g") = f(g)".

Demostracion. Induccion sobre n. La base es el caso de n = 0 que corresponde a 5.2.2. Si
n < 0, aplicamos 5.2.3. [ ]

5.2.8. Corolario. Si g" =1, entonces f(g)" = 1.

5.3 Mono, epi, iso
5.3.1. Definicién (clasica). Sea f: G — H un homomorfismo de grupos.

1) Si f es una aplicacién inyectiva, se dice que f es un monomorfismo y se escribe
f:G— H.

2) Si f es una aplicacion sobreyectiva, se dice que f es un epimorfismo y se escribe
f:G— H.

3) Si f es una aplicacién biyectiva, se dice que f es un isomorfismo y se escribe f: G =N
H.

[o—]

Cuando entre G y H existe un isomorfismo G — H, se dice que G y H son grupos
isomorfos y se escribe G = H.

En lugar de los sustantivos monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo a veces se usan los
adjetivos mono, epi, iso, por ejemplo “f es mono”.

5.3.2. Ejemplo. Si G C H es un subgrupo, la inclusiéon G < H es un monomorfismo de
grupos. A

5.3.3. Ejemplo. Los homomorfismos

det: GL,(R) — R*

sgn: S, — {£1}

son epi. A
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5.3.4. Ejemplo. La exponencial compleja

exp: C > C*, zw—e*

es epi, pero no es mono: para cualesquiera z € C, k € Z tenemos % = ¢ 27KV 1, A

5.3.5. Ejemplo. Se ve que la aplicacién f: x — xP es un isomorfismo de grupos aditivos
F, — F, y grupos multiplicativos F; — IF;. De hecho,

f)=fy) = =y’ == (x-y)f=x-y=0,
donde la igualdad (x — y)? = x — y es el pequefio teorema de Fermat. A

5.3.6. Ejemplo. Un grupo puede ser isomorfo a un subgrupo propio. Obviamente, es impo-
sible para grupos finitos, pero para grupos infinitos, por ejemplo, tenemos un isomorfismo

Z—27:={2n|neZ},
nw— 2n.

A

5.3.7. Ejemplo. Sean X e Y dos conjuntos tales que existe una biyeccién f: X — Y. Una
eleccién de f induce un isomorfismo entre los grupos simétricos

Sx — Sy,
-1
xX5x) s Y isxsxly,
De hecho, es un homomorfismo de grupos:

folcor)of=(focofo(forof™).
Es inyectivo, ya que f y f~! son cancelables, siendo biyecciones:
foo'of_lzforof_1:>0':‘r.

Es sobreyectivo: para toda biyeccién ¢: Y — Y, consideremos la biyeccién o: X — X dada
por

Entonces
foooft=fo(fTlopof)of =9
En particular, el grupo de permutaciones de los elementos de un conjunto finito X es
isomorfo a S, donde n = |X]|. A

5.3.8. Ejemplo. Dado un cuerpo k consideremos el espacio vectorial k" junto con su base
estdndar
e1 =(1,0,0,...,0), &2=(0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,0,...,1).
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CAPITULO 5. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

En los cursos de élgebra lineal se estudia que las aplicaciones lineales k" — k" pueden ser
representadas por las matrices de 1 x 1, de tal modo que la composicion de aplicaciones
lineales corresponde a la multiplicaciéon de matrices. Aplicaciones lineales invertibles
corresponden a matrices invertibles. Esto nos da un isomorfismo de grupos

GL(k") = GL, (k).

Cuidado: en general, si V es cualquier espacio vectorial sobre k de dimensién 7, una

eleccion de base nos da un isomorfismo de espacios vectoriales f: V — k", y por lo tanto un
isomorfismo de grupos

o

GL(V) = GL(K"),
(p: V—=>V)— (foqbof_l: K" — k"),

pero este no es candnico ya que depende de la base escogida. A

5.3.9. Observacién. f: G — H es iso si y solamente si es invertible: existe otro homomorfismo de
grupos f~1: H — G tal que

flof=idg, fof!=idy.

Demostracién. Para hqy,hy € H tenemos

f ) = fH (P - F(F D)) = FH (U ) - 7 ()
=) - f (),

donde la primera igualdad viene de f o f~! = idy, la segunda igualdad se cumple porque
f es un homomorfismo, y la tercera igualdad viene de f~' o f = idg.

5.3.10. Ejemplo. La exponencial real
exp: R — Rsg, x> exp(x)
es un isomorfismo de grupos que posee una aplicacién inversa, a saber el logaritmo:
log: R-g — Rsp, x> log(x).
Como hemos visto, la aplicacién inversa es automéaticamente un homomorfismo:
log(xy) = log(x) +log(y).
A

5.3.11. Corolario. La isomorfia de grupos es una relacién de equivalencia en el sentido de que para
cualesquiera G, H, K tenemos

G=G, GEH=H=G, G=ZHH=ZK=G=Kk
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5.3.12. Ejemplo. Salvo isomorfismo, los primeros grupos finitos son
1) el grupo trivial 1;
2) el grupo Z/27Z;
3) el grupo Z/37Z;
4) el grupo Z/4Z y el grupo de cuatro V = {id, (12) (34),(13)(24),(14)(23)} C Ay
5) el grupo Z/5Z;
6) el grupo simétrico S3, que es isomorfo al grupo diédrico Dj3;
7) el grupo Z/7Z;

8) hay tres grupos abelianos de orden 8: uno de ellos es Z /8Z y otros dos que vamos a
construir més adelante; ademads, hay dos grupos no abelianos que ya conocemos: el
grupo diédrico Dy y el grupo de cuaterniones Qg.

Mas adelante veremos que para todo primo p hay un grupo tnico de orden p salvo
isomorfismo y es el grupo Z/pZ. También vamos a describir todos los grupos abelianos
finitos salvo isomorfismo. Es muy dificil clasificar los grupos no abelianos finitos y no vamos
a tocar el tema. A

Cuando dos grupos son isomorfos, estos pueden ser identificados, salvo alguna per-
mutaciéon de elementos que respecta la operacion del grupo. En particular, dos grupos
isomorfos tienen las mismas propiedades.

5.3.13. Observacion. Si G = H, entonces G es abeliano si y solamente si H es abeliano.

5.3.14. Ejemplo. Ya que todo isomorfismo G = Hesuna biyeccién de conjuntos, si Gy H
tienen diferente cardinalidad, estos no pueden ser isomorfos. Los grupos Z/6Z y S; tienen
la misma cardinalidad 6 = 3!. Sin embargo, Z/6Z es un grupo abeliano, mientras que S3
no lo es, y por lo tanto no son isomorfos. A

5.3.15. Definicién. Fijemos un grupo G. Un isomorfismo entre G y s mismo se llama un
automorfismo.

5.3.16. Observacioén. Los automorfismos de G forman un grupo respecto a la composicién. Este se
denota por Aut(G).

Demostracion. Siempre existe el automorfismo identidad id: G — G y es el elemento
neutro de Aut(G). Si f1: G — Gy fo: G — G son dos automorfismos, entonces su
composicién f; o fi: G — G es también un automorfismo. Todo automorfismo f: G — G
posee una aplicacién inversa f~': G — G, y como hemos visto arriba, es autométicamente
un automorfismo. |

5.3.17. Ejemplo. El grupo Z/3Z respecto a la adicion tiene dos automorfismos: id y un
automorfismo no trivial

frl0p= (0], =12, [2]—[1].
Tenemos f o f = id y luego Aut(Z/3Z) = Z/27Z. A
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5.4 Imagenes

5.4.1. Definicién. Sea f: G — H un homomorfismo de grupos. El conjunto

im f = {f(g) [ g € G}
se llama la imagen de f.

5.4.2. Observacion. Para todo homomotfismo f: G — H la imagen im f es un subgrupo de H.

Demostracion. Como hemos notado en 5.2.2, tenemos 1y € im f. Luego, si f(g1), f(g2) €
im f, entonces f(g1) f(82) = f(g182) € im f. En fin, gracias a 5.2.3, si f(g) € im f, entonces

fe)7t=f(g71) eimf. =
5.4.3. Proposicién (Propiedad universal de la imagen). Sea f: G — H un homomorfismo de
Qrupos.

1) Existe una factorizacién de f por el monomorfismo candnico i: im f »— H (inclusién de

subgrupo):
G ! H
A
im f
f=ioF.
2) Supongamos que hay otro grupo I junto con un monomorfismo j: I — H y una factorizacion
de f por I:

f=jof.

Luego existe un inico homomorfismo ¢: im f — I que hace conmutar el siguiente diagrama:




5.4. IMAGENES

pof=f, jop=i
(¢ es mono, puesto que i = jo ¢ lo es).
Demostracién. La parte 1) esté clara de la definicion de la imagen: ya que f toma sus valores
en im f C H, en realidad f puede ser vista como una aplicacién f: G — im f. Es un
homomorfismo, puesto que f es un homomorfismo. Su composicién con la inclusién del
subgrupo i: im f »— H coincide con f.
En 2), la tinica opcién para ¢ para que se cumpla ¢ o f = f’ es definir

¢:imf —1,
f(&) = f(8)-

Esta aplicacion estd bien definida: si tenemos f(g1) = f(g2), entonces

j(f(81) = £(81) = f(82) = j(f'(82)) = f'(81) = f'(82).

También se cumple i = j o ¢. En efecto, para h = f(g) € im f tenemos

5.4.4. Observacion. Todo monomorfismo f: G — H corresponde a un isomorfismo
G =»imf C H.

5.4.5. Ejemplo. Toda permutacién ¢ € S, puede ser extendida a una permutacién de
{1,...,n,n+ 1} poniendo

cn+1):=n+1.
Esto define un monomorfismo

Sn — Sl’lJrl'

De este modo S, se identifica con un subgrupo de S,.1. En este sentido, tenemos una
cadena de subgrupos
51C S CS3CS,CS5¢C---

y podemos considerar su unién

Seo 1= U Sy.

n>1

Este grupo permuta los elementos de {1,2,3,...}, pero para cada ¢ € Se tenemos (i) = i
para todo 7, excepto un ntimero finito. A

Es algo parecido al grupo pe(C) := U,>1 pn(C).
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5.4.6. Ejemplo. A una matriz invertible A € GL,(R) podemos asociar una matriz invertible
(13 (1)) € GL,+1(R) poniendo 1 en la entrada (n+ 1,1 + 1). En este sentido se obtiene
una cadena de subgrupos

GL1(R) € GLy(R) € GL3(R) € GL4(R) C - - -

Luego, se obtiene un grupo
GLw(R) := | J GLu(R).

n>1

Este consiste en matrices infinitas, pero cada una de ellas afecta solamente la parte finita de
R X R xR X --- ydeja el resto intacto. A

5.5 Nucleos
5.5.1. Definicién. Sea f: G — H un homomorfismo de grupos. El conjunto

kerf:={g€ G| f(g) =1n}
se llama el nticleo de f.
A priori f es un subconjunto de G, pero en realidad, es su subgrupo.

5.5.2. Observacion. Para todo homomotfismo f: G — H el niicleo ker f es un subgrupo de G.

Demostracion. Primero, f(1g) = 1y (véase 5.2.2), entonces 1 € ker f. Luego, f(g182) =

f(81) f(82), asi que
81,82 € kerf = g1g7 € ker f.

Por dltimo, para todo x € ker f tenemos

fle)=f() " =n) " =1n,
asi que también g~! € ker f. |
5.5.3. Ejemplo. Por la definicién, el grupo alternante es el niicleo del homomorfismo de
signo:
Ay = ker (S, B {£1}).

5.5.4. Ejemplo. Tenemos
ker(R* 2% {£1}) = Roy.
A

5.5.5. Ejemplo. Por definicion, el grupo SL,(R) es el nticleo del homomorfismo del deter-

minante sobre GL, (R):
et

SL,(R) := ker(GL,(R) — R™).
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5.5.6. Ejemplo. Por definicién, el grupo de las n-ésimas raices de la unidad yu,(C) es el
nucleo del homomorfismo z — z" sobre C*:

1n(C) := ker(C* o, c*).

5.5.7. Observacién. Un homomorfismo f: G — H es mono si y solamente si ker f = {15}.

Demostracion. Tenemos que ver que f es una aplicacién inyectiva. Primero notamos que si
ker f contiene otro elemento ¢ # 1, entonces

f(8) = f(lg) = 1m,

asi que f no es inyectiva. Entonces, la condicion ker f = {15} es necesaria. Para ver que es
también suficiente, notamos que si f(g1) = f(g2) para g1,$2 € G, entonces

flg1g: ") = Flg1) f(g:") = flg) flga) " = 1,
asi que g1 = 8. =
5.5.8. Ejemplo. Para la exponente compleja

exp: C > C*, zw e

se tiene
ker(exp: C - C*) =2nvV—-1Z = {2nnv/—-1|ne Z} C C.

Por esto en el caso complejo, el logaritmo es mas sutil: la exponencial toma el mismo valor en
z+2mny/—1 para todo n € Z, lo que impide definir una funcién inversa log: C* — C. A

5.5.9. Proposicién (Propiedad universal del ntcleo). Para un homomotfismo de grupos f: G —
H, sea ker f su niicleo y sea i: ker f — G la inclusion.

1) La composicion ker f ENYe i> H es el homomorfismo trivial.

2) Sij: K — G es otro morfismo tal que la composicion K el i> H es trivial, entonces existe
un tinico homomorfismo de grupos ¢: K — ker f tal queio ¢ = j.

=e

kerf>#>G4>H

H'Aq’/\—/
[ )
K —e

Demostracion. La parte 1) es evidente de la definicién de ker f. En la parte 2), tenemos
f(j(x)) =1 para todo x € K. Entonces, imj C ker f, y esto nos da la factorizacién tinica de
j: K — G por ker f. u

104



CAPITULO 5. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

5.5.10. Observacion. Si tenemos un diagrama conmutativo de homomorfismos de grupos

entonces existe una iinico homomorfismo ker f — ker f' que hace conmutar el diagrama

kerf>—>GL>H

B b

ker f' —— G’ 5 H’

Demostracion. La flecha punteada existe y es tinica gracias a la propiedad universal de
ker f’, pero es nada mas la restriccién de ¢ a ker f. Tenemos que comprobar que su imagen

pertenece a ker f'. Si g € ker f, entonces f(g) =1, y por lo tanto f'(¢(g)) = ¢(f(g)) =1y
$(g) € ker f/, y la aplicacion g — ¢(g) se restringe correctamente a ker f — ker f'. [

5.6 Caracterizacién de mono, epi, iso

5.6.1. Proposicién. Un homomorfismo de grupos f: G — H es inyectivo si y solamente si es
cancelable por la izquierda: para todo par de homomorfismos de grupos

$,8:G =G

tenemos
fog=fog =g=¢"

Demostracion. Si f: G — H es una aplicacién inyectiva, entonces es cancelable por la
izquierda para todas aplicaciones entre conjuntos g,¢' (no necesariamente homomorfismos
de grupos) como hemos notado en el capitulo 0.

La otra direccién es un poco mads stitil: necesitamos ver que si un homomorfismo f es
cancelable por la izquierda para homomorfismos de grupos g, ¢’, entonces es inyectivo.
Consideramos la inclusién canénica i: ker f — G y el homomorfismo trivial e: ker f — G.
Entonces,

foi=foe
—ambas composiciones nos dan un homomorfismo trivial ker f — H. Si f es cancelable
por la izquierda, esto implica i = e; es decir, que ker f = {15} y por lo tanto f es inyectivo
gracias a 5.5.7. |

Entonces, para homomorfismos de grupos f: G — H tenemos las equivalencias
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f es un homomorfismo inyectivo <= f es cancelable por la izquierda
(fog= fog = g =g para homomorfismos g,g’),

f es un homomorfismo biyectivo <= f es invertible (existe homomorfismo f~1).

El lector puede adivinar que también existe otra equivalencia

f es un homomorfismo sobreyectivo <= f es cancelable por la derecha

(g of - g’ of =g= g’ para homomorfismos g,g’)-

Aqui la implicacién “=-" es fécil (véase el capitulo 0), pero la otra implicacién “<=" es
mas dificil y no la vamos a probar.
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5.7 Ejercicios

Ejercicio 5.1. Sea f: G — H un homomorfismo de grupos y sea K C H un subgrupo. Demuestre
que f~1(K) es un subgrupo de G.

Ejercicio 5.2. Sea R un anillo conmutativo. Para una matriz invertible A € GL,(R) definamos
su matriz transpuesta inversa por A" = (A™Y)! = (A")~L. Demuestre que la aplicacion
A — A~ es un automorfismo GL,(R) — GL,(R).

Ejercicio 5.3. Sea G cualquier grupo, Z el grupo aditivo de los niimeros enteros y Q el grupo
aditivo de los niimeros racionales.

1) Demuestre que todo homomotfismo f: Z — G estd definido de modo tinico por el valor de
f(1) € G. Esto nos da una biyeccion natural

o

Hom(Z,G) — G, f+— f(1),
donde Hom(Z, G) es el conjunto de homomotfismos Z — G.

2) Demuestre que todo homomorfismo f: Q — Q del grupo aditivo de los niimeros racionales
estd definido de modo iinico por el valor f(1) € Q. Esto nos da una biyeccién natural

Hom(Q Q) = Q f~ f(1),
donde Hom(Q, Q) es el conjunto de homomorfismos Q — Q.
Ejercicio 5.4.
1) Encuentre los grupos ker f e im f para el homomorfismo
Z./6Z — Z./6Z, x+—> nx
donden =2,3,4,5.
2) Calcule los grupos Aut(Z/4Z) y Aut(Z/5Z).

Ejercicio 5.5. Consideremos el conjunto de matrices

G::{(; _xy) |x,y €R, x2+y2>0}.

Demuestre que es un subgrupo de GL,(IR) que es isomorfo a C*.

Ejercicio 5.6. Encuentre isomorfismos de grupos D3 = Sz = GLy(IF,). ;Puede haber isomorfismos
D, = S, paran # 3? ;Sy = GLy (Fp)?

Ejercicio 5.7. Demuestre que los grupos R* y C* no son isomorfos.
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Ejercicio 5.8. Asociemos a cada elemento del grupo de cuaterniones Qg una matriz compleja de la
siguiente manera:

+1 0 . +v—1 0
:I:l»—)(o :|:l>' :l:l»—>< 0 ¥\/—1),
. 0 =1 0 +v-1
:I:]»—><:F1 0), j:k»—><:|:\/_—1 0 )

Demuestre que esta correspondencia es un monomorfismo Qg — SL(C) C GLy(C).

Ejercicio 5.9. Consideremos las matrices triangulares superiores invertibles (es decir, las ma-
trices invertibles que tienen ceros debajo de la diagonal) y las matrices diagonales invertibles. Note
que en ambos casos se tiene un subgrupo de GL,,(R). Demuestre que la aplicacién

* * * 0 P 0 0

0 x * 0 00

0 0 * 0 0 = 0 0
I

00 0 --- % =« 0 00 --- x 0

000 --- 0 =« 0O 00 --- 0

que deja las entradas diagonales intactas y aplica el resto de las entradas a 0 es un homomorfismo
de grupos.

Ejercicio 5.10. La funcion exponencial puede ser definida para cualquier matriz A € M,(R)
mediante la serie habitual e = ¥~ % A", donde A" 1= A--- A son productos de matrices
el . N——

n
iterados. Esta serie siempre converge a alguna matriz invertible. Demuestre que para n > 1 la
exponencial no es un homomorfismo My (R) — GL, (R); es decir, en general eAT8 # ¢4 . B

o . (0 1 {0 0
Indicacion: considere A = (0 0) yB = (1 0).

Ejercicio 5.11. En los ejercicios para el capitulo anterior hemos mencionado el grupo de matrices
ortogonales
Ou(k) = {A €GLy(K) | A'A=AA" =1},

1) Demuestre que el determinante de una matriz ortogonal es igual a £1.

Indicacion: el determinante es un homomorfismo y det A' = det A.

2) Demuestre que las matrices ortogonales de determinante +1 forman un subgrupo
SO, (k) :={A € GL, (k) | A"A=AA" =1, detA = +1} C Oy(k).
Este se llama el grupo ortogonal especial.

3) Demuestre que el grupo SO, (R) es isomorfo al grupo del circulo S! := {z € C | |z| = 1}.
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Capitulo 6
Generadores

En este capitulo veremos mds ejemplos concretos de grupos y subgrupos. Un caso muy
importante es el subgrupo generado por una coleccion de elementos. Cuando un grupo
puede ser generado por un solo elemento, se dice que es ciclico. Ya conocimos a los grupos
ciclicos (son precisamente los grupos aditivos Z y Z/nZ), pero ahora vamos a investigar
sus propiedades de manera mads sistematica.

6.1 Subgrupos generados

6.1.1. Observacién. Sea G un grupo y X C G algiin subconjunto. Entonces existe un subgrupo
minimo de G que contiene a X. Este se denota por (X) y consiste precisamente en todos los productos
finitos de la forma

gil...g;k, kZO,

donde g; € X y €; = £1. Para k = 0 el producto vacio se considera como la identidad 1 € G.

Demostracion. Evidentemente, tenemos

(X) = N H.

HCG subgrupo
XCH

Este es un subgrupo, siendo una interseccién de subgrupos. Luego, junto con todos los
elementos de X, este debe contener todos sus inversos y sus productos, de donde el conjunto
de productos finitos g7" - - - gik estd contenido en (X). Pero este conjunto es un subgrupo, y
por lo tanto coincide con (X). [

6.1.2. Comentario. Escribamos el resultado de arriba para los grupos abelianos usando la
notacién aditiva. S5i A es un grupo aditivo y X C A es su subconjunto, entonces tenemos

(X)={)_ nqa|n, €Z, aecX, n, #0 solo para un ntimero finito de a}
aeX

(en otras palabras, tenemos combinaciones Z-lineales finitas de los elementos de X.)
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6.1.3. Definici6n. Se dice que (X) es el subgrupo de G generado por X. Si (X) = G, se dice
que los elementos de X son generadores de G.

Por supuesto, X = G es un conjunto de generadores para cualquier grupo G. Pero
en realidad, muchos grupos pueden ser generados por pocos elementos, muchos grupos
infinitos se generan por un nimero finito de elementos, etc.

6.1.4. Definicién. Si G posee un conjunto finito de generadores, se dice que G es finitamente
generado.

6.1.5. Ejemplo. Hemos visto que el grupo diédrico D, es generado por dos elementos r
(rotacién) y f (reflexion):

D, = (r, f).

A

6.1.6. Ejemplo. En el capitulo sobre los grupos simétricos y alternantes hemos visto que
los siguientes son conjuntos de generadores para Sy:

» todas las transposiciones (i j) paral <i <j<mn,

» las transposiciones (12), (23), (34),..., (n—1n),
= las transposiciones (1 2), (13),..., (1 n),

= una transposicién (1 2) y un n-ciclo (12 --- n).

De modo similar, para el grupo alternante A, con n > 3, tenemos los siguientes
conjuntos de generadores:

= todos los 3-ciclos (i j k),

= los 3-ciclos de la forma (12 1),

» los 3-ciclos de la forma (i i +1i+2),
» el 3-ciclo (12 3) y el ciclo

(23 ---mn), sinespar
(123 --- n), sinesimpar

6.1.7. Ejemplo. El grupo
SLy(Z) :={A € My(Z) | detA =1}
puede ser generado por dos matrices:
0 -1 11
= 0) (o)
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CAPITULO 6. GENERADORES

Calculamos que

1

2 _ n _
Sc=—-1, T <0

;11) para todo n € Z.

Si tenemos una matriz A = (i Z) € SLy(Z) con ¢ = 0, entonces ad = 1 y luego
1 b
A= ( 0+ 1). Pero

10\ o (-1 b\ _ oy
(0 1)_T' (0 —1)_ST'

Ahora vamos a ver que toda matriz en SL,(Z) puede ser “reducida” a una matriz con ¢ = 0
mediante multiplicaciones por S y T. Calculamos el efecto de la multiplicacién por Sy T"

paran € Z:
5. (@ b\ _ (0 -1\ (a b\ _[(—c —d
c d/ \1 0 c d) \a b))’
. (@ b 1 n\ (a b\ _ (atnc b+nd
c d 0 1 c d) c d )’

Si en una matriz A = (i Z) tenemos ¢ # 0y |a| < |c|, podemos pasar a S - A donde

|a| > |c|. Entonces, se puede asumir que |a| > |c|. La divisién con resto nos da

a=cq+r, para0<r<|c|

g4 _ (a—qc b—gd\ _ (v b—gqd
A ( c d c d '

Multipliquemos esta matriz por S:

b—qgd —c —d
ga_c. (T qd\ _
STHA=S (c d ) ( r b-— qd) )

Hemos obtenido una matriz donde el valor absoluto del primer elemento en la segunda fila
se volvio estrictamente mds pequefio. Podemos continuar de esta manera hasta que este
se vuelva nulo. Esto quiere decir que para alguna matriz B € (S, T), la matriz B A es de la

Luego,

forma (iol jf1> € (S, T). Podemos concluir que A € (S, T).
Lo que acabamos de describir es un algoritmo que a partir de toda matriz en SL;(Z)
produce su expresiéon en términos se Sy T. A

6.1.8. Ejemplo. Los ntimeros racionales Q respecto a la adicién forman un grupo que no es
finitamente generado. De hecho, sea X C Q un subconjunto finito:

_)m %
x-{a..a).
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6.2. ORDEN DE UN ELEMENTO

Entonces,
a
(X) = {n1*+"'+”kb*: ny, ..., Mg EZ}.

Sin embargo,

L SR algtn entero

Iy Koo by bp
En particular, si p es algtn primo que no divide a ningtin denominador by, ..., by, entonces
5 E(X). A

6.2 Orden de un elemento

Un caso muy particular de subgrupos generados (X) C G es cuando el conjunto X tiene
solo un elemento g. En este caso el subgrupo generado por g es

(&) =1{¢"IncZz}.
Hay dos posibilidades diferentes.
1) Si todas las potencias ¢" son diferentes, entonces (g) es un subgrupo infinito.

2) Si tenemos g* = g’ para algunos k # ¢, entonces sin pérdida de generalidad k > ¢,
luego ¢! = 1y se ve que la sucesién (g"),cz es periddica y el subgrupo (g) es
finito.

6.2.1. Definicién. Para un elemento g € G, el minimo ndmeron =1,2,3,... tal que g" =1
se llama el orden de g y se denota por ord g. Si g # 1 para ningtn n, se dice que g tiene
orden infinito.

(Como siempre, vamos a usar la notaciéon multiplicativa para la teoria general, pero no
olvidemos que para un grupo abeliano con notacién aditiva, en lugar de “g" = 1” se escribe
£ 7

n-a=20")

6.2.2. Observacién. Si G es un grupo finito, entonces todos sus elementos tienen orden finito.

Demostracion. Si g tuviera orden infinito, entre los elementos g" para n € Z no habria

repeticiones. Esto no es posible si G es finito. |
6.2.3. Ejemplo. La identidad 1 € G es el tnico elemento de orden 1. A
6.2.4. Ejemplo. Un elemento g tiene orden 2 si y solamentesi g # 1y ¢! = g. A

6.2.5. Ejemplo. En el grupo diédrico la reflexiéon f tiene orden 2, ya que f> = id y la
rotacién r tiene orden 7. A

6.2.6. Ejemplo. La matriz S = (g _01> tiene orden 4 en SL,(Z). De hecho,

§? = (_01 _01> =1, 8 =-55"=(82 =1L
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La matriz R = ( 0 1 ) tene orden 3:

-1 -1
2 (-1 =1\ 5 (1 0\ _
R—(l o) K=, {)=L

Sin embargo, el producto
11
k= (1 1) =

tiene orden infinito: para todo n € Z tenemos

n (1 n
o (1),

Recordamos que hemos visto en 6.1.7 que las matrices S y T generan el grupo SLy(Z). Ya
que T = SR, se sigue que S y R generan SL,(Z). A

Este ejemplo demuestra que en general, en un grupo no abeliano, no hay ninguna
relacion entre ord g, ord 1 y ord(gh): puede ser que ord ¢ < oo, ord h < oo, pero ord gh = co.
Esto sucede solamente para grupos no abelianos. El caso de grupos abelianos es més sencillo
y mas adelante vamos a describir la estructura de grupos abelianos finitamente generados.

Examinemos algunas propiedades basicas de 6rdenes.

6.2.7. Observacién. Si g es un elemento de orden finito, entonces para todo niimero entero m
tenemos
g™ =1 siysolamentesi ordg |m.

(En la notacién aditiva: m - a = 0 si y solamente si ord a | m.)
Demostracion. Sea n = ord g. Podemos dividir con resto m por n:
m=qn-+r, paraalgin0<r <n.
Luego,
gl =g""=("1q" =8 =1,

pero puesto que r < n y n es el minimo ntmero positivo tal que g" = 1, se sigue que
r=0. |

6.2.8. Ejemplo. El orden de un k-ciclo (iy iy --- i) en el grupo simétrico S, es igual a k.
En general, para toda permutacién ¢ € S;, podemos considerar su descomposicién en ciclos
disjuntos

c=7"T.

Luego, los 7; conmutan entre si, asi que
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Los Tik son también disjuntos para cualquier k, asi que ¢* = id si y solamente si le =id

para todo i. Entonces,

ord(c) = min{k | ¥ =id, ..., ©¥ =id} = min{k | ord7 |k, ..., ord T | k}

=mem(Ty, ..., Ts).
Por ejemplo, para la permutacién ¢ = (1 2) (3 4) (5 6 7) tenemos
> =(576), c°=(12)(34), c*=(567), > =(12)(34)(576), ¢ =id.
El nimero
g(n) :=méax{ordo | o € S} = max{mem(ny,...,ns) [ny+---+ns =n}

se llama la funcién de Landau. He aqui algunos de sus valores (véase http://oeis.org/
A000793):

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
g(n): 1 2 3 4 6 6 12 15 20 30 30 60

Hay varias expresiones asintéticas y desigualdades, por ejemplo g(1n) < /.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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6.2.9. Corolario. Si ord g = n, entonces
¢F=¢' «—= k=0 (mod n).

Demostracion. La igualdad g* = g’ es equivalente a g*~¢ =1y luego a 1 | (k — £) gracias a
la observacion 6.2.7; es decir, k = ¢ (méd n). [

6.2.10. Corolario. Si ord g = n, entonces el subgrupo (g) tiene n elementos.
Demostracion. Tenemos
(@ =1{¢"Inez}={Lgs...8" '},
yaque0,1,2,...,n — 1 representan todos los restos médulo #. |
6.2.11. Observacién. Si g es un elemento de orden finito, entonces

dg

dgh= — >~ :

orag mcd(ord g, k)

Demostracion. Sea n = ord g. Si med(k, n) = d, entonces podemos escribir

n=n'd, k=kd, donde mcd(r/, K)=1.

Luego,
nlkm < nd|Kdm < n' |kK'm < n'|m,

y tenemos

ord¢" = min{m | (§*)" =1} =min{m | n|km} =min{m | n'|m} =n' =n/d.

6.3 Grupos ciclicos

6.3.1. Definicién. Se dice que un grupo G es ciclico si existe un elemento g € G que genera
todo G; es decir G = (g).

En la situacién de arriba, si g tiene orden finito, entonces, como hemos notado en 6.2.10,
tenemos |(g)| = ord g. Esto significa que un grupo finito es ciclico si y solamente si este
posee un elemento de orden n = |G|. En este caso los elementos de G son

{1,g,g2, . ..,g”fl}.

6.3.2. Observacién. Sea G = (g) un grupo ciclico finito de orden n. Entonces, otro elemento
g* € G es un generador de G si y solamente si med (k,n) = 1.
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Demostracion. g¥ es un generador si y solamente si ord g = n. Para el orden de g* tenemos
la férmula

Kk n
ordg = d )

(véase 6.2.11). |

6.3.3. Ejemplo. El grupo aditivo Z/nZ es generado por [1],.

[O]n =0- [1]11/

[ = [1]n,

2] =2+ [1]n == [1]n + [1]n,

Bln =3 [1n = [1]n+ [A]n + [1]n,

En general, [k], es un generador de Z/nZ si y solamente si med(k,n) = 1. El ntimero
de generadores de Z/nZ coincide con el valor de la funcién de Euler ¢(n). A

6.3.4. Ejemplo. El grupo aditivo Z es ciclico, generado por 1, ya que todo nimero entero
puede ser escrito como (1 + - - - 4+ 1). Otro generador de Z es —1.

En general, si G = (g) = {g" | n € Z} es un grupo ciclico infinito, se ve que los tnicos
generadores son ¢y ¢~ 1. A

Los ejemplos de arriba son de hecho todos los grupos ciclicos posibles, salvo isomorfis-
mo.

6.3.5. Proposicién. Todo grupo ciclico finito de orden n es isomorfo a Z./nZ.
Todo grupo ciclico infinito es isomorfo a Z.

Demostracion. Si G es un grupo ciclico finito de orden n, entonces
_ _ 2 n—1
G=(g)=1{lg8, --.& '}
para algin g € G. Definamos la aplicaciéon

f:G—=Z/nZ,
gkn—> (k] -

Esta aplicacién estd bien definida: g¢ = ¢’ si y solamente si k = ¢ (méd 1) (véase 6.2.9).
Note que esto también demuestra que f es una biyeccién. Es un homomorfismo, ya que

F(g°-8") = F(&) = k+ €l = [kl + [ = £(8") + £(8").

Ahora si
G=(g)={¢g"|neZ}
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es un grupo ciclico infinito, entonces la aplicacién
G—~2Z,
"=
es visiblemente un isomorfismo. [

6.3.6. Ejemplo. El grupo de las raices n-ésimas de la unidad p,(C) es ciclico, generado por
On = e2mi/n.

un(©) ={1L,0n, Ghr -, S 1)
Tenemos un isomorfismo
un(C) = Z/nZ,
gk = [kl

En general, ¥ es un generador si y solamente si mcd(k,n) = 1. Los generadores de
#n(C) se llaman las raices n-ésimas primitivas de la unidad. A

Note que el isomorfismo construido en 6.3.5 no es canénico: para construirlo, hemos
escogido un generador g € G. Diferentes generadores nos dan diferentes isomorfismos. Los
grupos especificos Z/nZ, j,(C), Z vienen con un generador canénico: [1],, {, 1= g2mi/n,
+1 respectivamente.

6.3.7. Ejemplo. El grupo alternante
As={id, (123), (132)}
es ciclico, generado por (12 3) o por (1 3 2). Es isomorfo a Z/3Z. A

6.3.8. Proposicién. Sea G un grupo ciclico. Si H C G es un subgrupo, entonces H es también
ciclico.

Demostracion. Sea g un generador de G:

G=(g)=1{s"kez}.

Sin pérdida de generalidad H # {id} (en el caso contrario, la proposicién es obvia).
Entonces existe un nimero minimo positivo ky = 1,2,3,... tal que gkU € H (siendo un
subgrupo, H contiene ¢~ junto con g, asi que este g"0 siempre existe). Vamos a ver que
g% es un generador de H; es decir, H = (¢%0). De hecho, para todo ¢* € H podemos dividir
con resto k por ko:

k=gko+r, 0<r<k.

Ahora, ya que H es un subgrupo, tenemos g% = (¢gk0)~1 € Hy ¢~ %0 = (¢7%)1 € H,y
luego
gqul) . gk = gqul] . qu0+r — gr c H/

pero nuestra eleccién de ko implica que r = 0. Entonces, k = gko y g€ = (g%0)1. |
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6.3.9. Ejemplo. Todos los subgrupos de Z son de la forma
nZ :={0,+n,+2n,+3n,...}.
Son ciclicos, generados por n. A

6.3.10. Proposicién. Sea G es un grupo ciclico finito de orden n. Para todo subgrupo H C G se
tiene |H| | n. Ademds, para todo d | n el grupo G contiene precisamente un subgrupo de orden d.

Demostracion. Todo subgrupo H C G es necesariamente ciclico segtn 6.3.8, generado por
¢ para algtin k. Luego,

|H| = |(g")| = ordg* =n/d, donded =mcd(k,n).

De hecho, se tiene (¢*) = (¢). En efecto, d | k implica que (g*) C (g). Por otro lado,

dy) _ d_ n _
|<g >|_Ordg _n’lCd(d,n) n/d/

ya que d | n. Esto significa que (g¥) = (¢?). Entonces,
H = (g").

Viceversa, a partir de cualquier d | n podemos considerar el subgrupo (g?). Su orden es
n/d. Para diferentes d,d’ | n los subgrupos (g?) y (g*) son diferentes, siendo grupos de
diferente orden. n

6.3.11. Ejemplo. En el grupo de las n-ésimas raices de la unidad yu,(C) para todo m | n
tenemos el subgrupo i, (C) C py(C), y todos los subgrupos surgen de este modo. A

6.3.12. Corolario. Para la funcién ¢ de Euler se cumple la identidad
L 9(d) =n
dn

donde la suma es sobre todos los divisores de n.

Demostracion. Todo elemento x € Z/nZ tiene orden d = |(x)| donde d | n y en total hay
¢(d) diferentes elementos de orden d que corresponden a diferentes generadores del tnico
subgrupo de orden d. Entonces, la suma Y ;,, ¢(d) nada mds cuenta todos los 7 elementos
de Z/nZ. |

6.3.13. Ejemplo. ¢(1) +¢(2) +¢(3) +¢(6) =1+1+2+2=6. A

Los grupos ciclicos son los grupos mds simples que se pueden imaginar (jsalvo los
grupos triviales!). Sin embargo, son de mucha importancia en aritmética.
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6.4 Ejercicios

Ejercicio 6.1. Sea G un grupo. Supongamos que para dos elementos g,h € G se cumple h =
k gk~ para algiin k € G (en este caso se dice que ¢ y h son conjugados). Demuestre que el orden
de g es finito si y solamente si el orden de h es finito, y en este caso ord g = ord h.

Ejercicio 6.2. Describa todos los tipos de ciclo posibles en el grupo simétrico Ss y encuentre los
ordenes correspondientes.

Ejercicio 6.3. Encuentre el orden de cada uno de los elementos del grupo diédrico D,,.

Ejercicio 6.4. Encuentre los rdenes de las siguientes matrices en SLy(Z):
0 -1 -1 0
1 1) \-1 —-1)°

Ejercicio 6.5. Exprese la matriz (? 3

s:((l) _01) y T:(é i)

Ejercicio 6.6. Demuestre que las matrices

> como un producto de matrices

010 00 1
100| v (100
00 1 010

generan un subgrupo de GL3(Z) que es isomorfo a S3.

Ejercicio 6.7. Demuestre que el subgrupo de GLy(Z) generado por las matrices
1 0 0 1
0 -1 -1 0

Ejercicio 6.8. Demuestre que el conjunto

es isomorfo al grupo diédrico Dy,

X = {1/pk | p primo, k = 0,1,2,3,...}

genera el grupo aditivo Q.

Ejercicio 6.9. Encuentre los elementos de orden finito en el grupo de isometrias del plano euclidiano
R? — R

Ejercicio 6.10. Supongamos que G es un grupo finito de orden par. Demuestre que G tiene un
elemento de orden 2.

Ejercicio 6.11. Supongamos que G es un grupo no trivial que no tiene subgrupos propios. De-
muestre que G es un grupo ciclico finito de orden p, donde p es un niimero primo.
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-1 1 0
elementos de orden finito, su producto puede tener orden infinito y ademds que un niimero
finito de elementos de orden finito pueden generar un grupo infinito. Esto sucede gracias a
la nonconmutatividad. La situacién en grupos abelianos es més sencilla.

El ejemplo de R = (_01 ! ) yS = (0 _1> en SL,(Z) demuestra que para dos

Ejercicio 6.12. Sea A un grupo abeliano (escrito en la notacion aditiva).

1) Seam =1,2,3,... un niimero fijo. Demuestre que los elementos a € A tales que m-a =0
forman un subgrupo de A. Este se denota por A[m] y se llama el subgrupo de m-torsién en
A.

2) Demuestre que todos los elementos de orden finito en A forman un subgrupo. Este se llama el
subgrupo de torsion y se denota por Ajors:

Ators = | Alm).

m>1

3) Encuentre los grupos A[m] y Agors para A = R,C,R*,C*.

Ejercicio 6.13. Consideremos Q, el grupo de los niimeros racionales respecto a la adicion. Demues-
tre que todo subgrupo finitamente generado de Q es ciclico.

Ejercicio 6.14. Sea A un grupo abeliano.

1) Demuestre que para todo homomorfismo f: Z/mZ — A se tiene necesariamente f([1],) €
Alm].

2) Demuestre que
Hom(Z/mZ,A) — Alm], f+ f([1]m)

es una biyeccion.
3) Describa todos los homomorfismos de grupos abelianos
Z/mZ — 27, Z/mZ —Q, Z/mZ — Z/nZ
para diferentes m,n = 2,3,4,5, ...

Ejercicio 6.15. Encuentre todos los homomorfismos entre el grupo Z./nZ. de los restos médulo n
respecto a la adicién y el grupo C* de los niimeros complejos no nulos respecto a la multiplicacion.

Ejercicio 6.16. Demuestre que Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*.
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Capitulo 7
Clases laterales

En este capitulo vamos a investigar la nocién del subgrupo normal, que es fundamental
para la teorfa. Recordemos que hemos definido el anillo Z/nZ considerando la relacién de
equivalencia

a=b (médn) <= n|la—>b

sobre los nameros enteros. Aqui la condicion n | a — b puede ser escrita como a — b € nZ,
donde nZ es el subgrupo de Z formado por los elementos divisibles por n. De modo similar,
para cualquier grupo G y subgrupo H C G, se puede definir la “congruencia médulo H”
que va a ser una relacién de equivalencia. Como en el caso de Z/nZ, esto nos permite
definir la operacién de grupo sobre las clases de equivalencia, pero bajo una hipétesis
especial sobre H.

7.1 Clases laterales
7.1.1. Notacién. Para un subconjunto S C G y un elemento fijo ¢ € G escribimos
gS:={gs|seS}, Sg:={sg|seS}
En particular, para dos elementos fijos g1, g2 € G se tiene
81582 = 81(582) = (815)82 = {81582 | s € S}

Si G es un grupo abeliano, entonces ¢S = Sg para cualquier ¢ € G. Cuando G no es
abeliano, en general gS # Sg.

7.1.2. Observacion. Sea G un grupo y H su subgrupo. Consideremos la relacion
g1 =8 (mod H)
para §1,82 € G dada por una de las siguientes condiciones equivalentes:
1) g;'g € H

2) g € g1H (es decir, g2 = g1h para algiin h € H).
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Esta es una relacién de equivalencia.

Demostracion. La equivalencia de 1) y 2) estd clara: la condicion 1) quiere decir que g;° loy =
h para algan h € H, pero esto es equivalente a g = g1h.

Ahora veamos que g1 = ¢» (mdd H) es una relacion de equivalencia. Primero, es
reflexiva: tenemos ¢ = ¢ (méd H) para todo ¢ € G, ya que g~ '¢ = 1 € H. Luego, es
simétrica: si g1 = g» (mdd H), esto quiere decir que g} 1 ¢> € H. Pero H es un subgrupo,
y por lo tanto (g7 ¢2) ™" = g5 '¢1 € H, asi que g» = g1 (méd H). Por fin, la relacion es
transitiva: si tenemos g1 = ¢» (méd H) e ¢» = g3 (m6d H), esto significa que

g1 2 €H, g g €EH,

y entonces
(81'82) (82 83) = 81" 83 € H;
es decir, g1 = g3 (méd H). |

También podriamos considerar la relacién

g1~ — gzgl_leH.

Ya que el grupo G no es necesariamente abeliano, en general esta relacion es diferente de la
relacién de arriba, pero es también una relacién de equivalencia.

7.1.3. Observacién. Sea G un grupo y H su subgrupo. Consideremos la relacién g1 ~ go para
81,82 € G dada por una de las siguientes condiciones equivalentes:

1) g8 len
2) g2 € Hgy (es decir, g0 = hgy para algiin h € H).
Esta es una relacién de equivalencia.
Demostracion. Similar a 7.1.2. |

Como para toda relaciéon de equivalencia, tenemos una descomposiciéon de G en una
unién disjunta de clases de equivalencia. Hemos visto que para la relacién de 7.1.2 las
clases de equivalencia son precisamente los conjuntos gH para g € G, mientras que para la
relacion de 7.1.3 son los Hg.

7.1.4. Definicién. Los subconjuntos ¢H C G se llaman las clases laterales izquierdas’
respecto a H. El conjunto de las clases laterales izquierdas se denota por G/H. Los subcon-
juntos Hg se llaman las clases laterales derechas respecto a H. El conjunto de las clases
laterales derechas se denota por H\G .

7.1.5. Observacién. Para todo g € G existen biyecciones de conjuntos
gH=H y Hg=H.

En otras palabras, cada clase lateral izquierda (resp. derecha) tiene la misma cardinalidad que H.

“En inglés “clase lateral” se traduce como “coset”.
“No confundir la notacién H\G con la diferencia de conjuntos X \ Y.

122



CAPITULO 7. CLASES LATERALES

Demostracion. Por ejemplo, para las clases izquierdas, tenemos biyecciones

gH — H,
gh |—>g*1gh =h,
gh < h.

7.1.6. Observacién. La aplicacion entre conjuntos
i:G—G,
g8
induce una biyeccién candnica
G/H — H\G,
gH + Hg™ L.

Demostracion. La aplicacion estd bien definida sobre las clases de equivalencia: g1H = g, H
quiere decir que g» = g1/ para algtn h € H. Luego, g;l = h_lgfl, asi que Hg;1 = Hgfl.
Entonces, la aplicaciéon g — ¢~ ! envia la clase lateral izquierda gH a la clase lateral derecha
Hg L.

Esta claro que i es una biyeccién, puesto que i o i = id. |

Aunque gH y Hg tienen la misma cardinalidad, en general gH # Hg si el grupo G no
es abeliano.

7.1.7. Ejemplo. En el grupo simétrico S, consideremos las permutaciones que dejan el
numero 7 fijo. Estas forman un subgrupo que es isomorfo a S,,_1:

H:={ce€S,|on)=n}=S5, 1.

Dos permutaciones o y T pertenecen a la misma clase lateral izquierda si c~'7 € H; es decir,
sio(n) = T(n). Entonces, tenemos n diferentes clases laterales izquierdas S, /H

Li:={ceS,|on) =i}, 1<i<n.

Por otro lado, ¢ y T pertenecen a la misma clase lateral derecha si to~1 € H; es decir, si
c~1(n) = t=1(n). Hay n diferentes clases laterales derechas H\S,

Ri:={ceS,|o(i)=n}, 1<i<n.
Ahora si L; = R; para algtn 7, tenemos
ocn)=i < o(i)=n,
entonces i = 1. A
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7.1.8. Ejemplo. Consideremos el grupo aditivo C e identifiquemos R con el subgrupo de
los ntimeros complejos z tales que Imz = 0. De la misma manera, consideremos el grupo
multiplicativo C* y sus subgrupos

Sli={zeC*||z] =1}
(el grupo del circulo) y
R.g={z€C”* |Imz=0,Rez > 0}.
Los dibujos de abajo representan las clases laterales

C/R={z+R|zeC},
C*/S' = {z8' |z € C*},
CX/R>0: {ZR>O|Z€CX}

en el plano complejo.

Im Im Im

C/R C* /Ry

A

7.1.9. Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo. Consideremos el grupo GL, (R) y su subgrupo
SL,(R) := {A € GL,(R) | det A = 1}. Para A, B € GL,(R) tenemos

A SL,(R) = BSL,(R) «— A 'BeSL,(R) <= det(A 'B) =det(A)"!-det(B) =1
<= det A = detB.

De la misma manera,

SL,(R) A =SL,(R)B <= AB~ ! €SL,(R) <= det(AB~!) =det(A)- -det(B) ! =1
<= det A = detB.

Entonces, las clases laterales izquierdas y derechas coinciden:
A SL,(R) =SL,(R) A paratodo A € GL,(R),
y corresponden a las matrices de determinante fijo:

M, = {A € GLy(R) | detA =a} paraalgtna € R*.
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7.1.10. Ejemplo. Para el grupo simétrico G = S, y el grupo alternante H = A, tenemos
CAy=TA, < 0 'TE€A, < sgn(c 17)=1 <= sgno =sgnTt,

y de la misma manera,
Apo=AyT <= 0T '€ Ay < sgn(cT !)=1 <= sgno =sgnt.

Entonces, o A, = Ay, 0, y hay solamente dos clases laterales: una formada por las permuta-
ciones pares y la otra por las permutaciones impares:

Ap={ce€S,|sgnoc=+1}, (12)A,=A,(12)={c€S,|sgnoc=—1}.
A

7.1.11. Ejemplo. El mismo razonamiento demuestra que para el grupo R* y el subgrupo
R+ hay dos clases laterales:

Ryg={xeR*|x>0}, —-1-Ryp={xeR*|x<0}.

7.2 Teorema de Lagrange y sus consecuencias

7.2.1. Definicién. Si la cardinalidad |G/H| = |H\G]| es finita, este ntimero se llama el
indice de H en G y se denota por |G : H|.

7.2.2. Ejemplo. Tenemos |S, : A;| =2y |R* : R5o| = 2. Note en particular que un grupo
infinito puede tener subgrupos de indice finito. A

7.2.3. Proposicién (Teorema de Lagrange). Si G es un grupo finito y H es su subgrupo, entonces
Gl = |G+ H] - |H].

Demostracion. G se descompone en una unién disjunta de clases de equivalencia. En total
hay |G : H| clases de equivalencia y cada una tiene |H| elementos como vimos en 7.1.5. W

7.2.4. Corolario. Si G es un grupo finito y H C G es un subgrupo, entonces |G| es divisible por
H.

7.2.5. Ejemplo. En el capitulo anterior hemos visto que un grupo ciclico de orden n tiene
precisamente un subgrupo de orden d para cada d | n. A

7.2.6. Ejemplo. Hemos visto que el grupo de cuaterniones Qg y el grupo diédrico Dy tienen
subgrupos de orden 1, 2, 4, 8. A

7.2.7. Ejemplo. El grupo alternante A, es un subgrupo del grupo simétrico S,,. Tenemos
|An| =|Su|/2. A

7.2.8. Corolario. Si G es un grupo finito, entonces el orden de todo elemento g € G divide a |G]|.
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Demostracion. El orden de g es el orden del subgrupo (g) generado por g. |
7.2.9. Corolario. Si |G| = n, entonces §" = 1 para todo ¢ € G.
Demostracion. Sigue del hecho de que el orden de todo g € G divide a |G|. [ |

7.2.10. Ejemplo. Para el anillo Z/nZ el grupo de unidades viene dado por
(Z/nZ)* = {[a]y | mcd(a,n) = 1}.
Su cardinalidad es la funcién ¢ de Euler:
((Z/nZ)"| = ¢(n).

Entonces, se tiene
a?" =1 (méd n) si med(a,n) = 1.

Esta congruencia se conoce como el teorema de Euler. En particular, si # = p es primo, se
obtiene el pequefio teorema de Fermat:

P 1=1 (modp) sipfa

Ya lo demostramos usando la identidad (x +y)? = x? +y? en el cuerpo [y, y ahora
obtuvimos otra prueba que usa la teoria de grupos. A

7.2.11. Corolario. Todo grupo de orden primo p es ciclico.

Demostracion. Si |G| = p, entonces los subgrupos de G son de orden 1 o |G|; es decir, G no
tiene subgrupos propios. Sea ¢ € G un elemento tal que ¢ # 1. Entonces (g) # {1}, y por
lo tanto (g) = G. |

Algunos ejemplos elementales

7.2.12. Ejemplo. Para el grupo alternante A; tenemos |A4| = 4!/2 = 12, asi que los
subgrupos necesariamente tienen orden 1,2,3,4,6,12. Cada subgrupo de orden 2 es de
la forma {id,c} donde ordoc = 2. Los elementos de orden 2 son permutaciones de la
forma (e e) (e @), productos de dos transposiciones disjuntas. Tenemos los siguientes tres
subgrupos:

((12)(34)), ((13)(24)), ((14)(23)).

Cada subgrupo de orden 3 es ciclico, generado por un elemento de orden 3, en este caso un
3-ciclo. Tenemos los siguientes cuatro subgrupos:

(123)) = ((132)), ((124) = ((142)), ((134))=((143)), ((234)) = ((243)).

Ahora si G es un subgrupo de orden 4, sus elementos necesariamente tienen orden 2 o 4. En
Ay no hay elementos de orden 4, y la tinica opcién que nos queda es de considerar todos
los tres elementos de orden 2 junto con la permutacién identidad:

V ={id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)}.
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Se ve que esto es un subgrupo.

Si G es un subgrupo de orden 6, sus elementos necesariamente tienen orden 2 o 3; es
decir, son 3-ciclos o permutaciones de la forma (e ) (e ®). Junto con cada 3-ciclo G debe
contener su inverso. Las posibles opciones son

{id,(abc),(ach),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}
y . .. . .
{id,(abc) (ach) (ijk) (ikj), (pq)(rs)}
Podemos descartar el primer caso: conjugando (a b ¢) por una de las permutaciones
(e @) (o @) se obtiene otro 3-ciclo (a’ b’ ¢’) # (a b c),(a ¢ b). De la misma manera, en el

segundo caso, conjugando (p q) (r s) por un 3-ciclo se obtiene (p’ ¢') (r' s') # (p q) (r s).
Podemos concluir que en A4 no hay subgrupos de orden 6.

Ay

|

((123)) ((124)) (134)) ((234))

A

7.2.13. Comentario. El ultimo ejemplo demuestra que si d | |G|, entonces G no necesaria-
mente tiene subgrupos de orden 4.

7.2.14. Ejemplo. Sea
G=1{1,a,b,c}.

un grupo de orden 4. Sus elementos no triviales necesariamente tienen orden 2 0 4. Sien G
hay un elemento de orden 4, entonces G es ciclico, isomorfo a Z/47Z. En el caso contrario,
todos los elementos no triviales son de orden 2 y la tabla de multiplicacién viene dada por

a a 1
b b 1
c c 1
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Ya que los elementos en las filas y columnas no se pueden repetir, tenemos una especie
de sudoku y la tinica opcién de completar la tabla es la siguiente:

Este grupo es isomorfo al grupo V C A4. Acabamos de demostrar que Z/4Z y V son
los tinicos grupos de orden 4 salvo isomorfismo. A

7.2.15. Ejemplo. Sea G un grupo de orden 6. Sus elementos no triviales necesariamente
tienen orden 2, 3, 0 6. Si hay un elemento de orden 6, entonces G es isomorfo a Z/6Z.

1. Primero, recordemos el siguiente resultado general: todo grupo de orden par tiene por
lo menos un elemento de orden 2". En nuestro caso, ya que |G| = 6 es par, sabemos
que G tiene un elemento de orden 2. Sea a este elemento.

2. Se puede ver que G también contiene un elemento de orden 3. En el caso contrario, si
todos los elementos no triviales son de orden 2, para dos elementos 4, b su producto
ab es otro elemento de orden 2 (en efecto, un grupo donde g> = 1 para todo g es
necesariamente abeliano y luego (ab)? = a? b?> = 1). Esto significa que

(a,by = {1,a,b,ab}

es un subgrupo de orden 4, pero esto contradice el teorema de Lagrange.

Podemos concluir que hay algtn elemento b de orden 3.

3. Tenemos la siguiente tabla de multiplicacién:

“En efecto, g2 = 1 si y solamente si g = g’l. Luego, si todos los elementos no triviales tienen orden > 2,
podemos escribir

) G={1}u{grg ' tU{g2 g U
donde g; # g;l, dado que ord g; > 2. Es nada mads la particion de G respecto a la relaciéon de equivalencia
g~g = g =g

Luego, (*) implica que el orden del grupo es impar.
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1 a b b? ab ab?
1 1 a b b? ab ab?
a a 1 ab ab? b b?
b b b? 1
b? b? 1 b
ab ab ab? a
ab? ab? a ab

Fijémonos ahora en la tercera fila. Para el producto b - a hay dos opciones diferentes:
ba = ab o ba = ab?.

I. Si ba = ab, entonces el grupo es abeliano y es ciclico, generado por ab: tenemos

(ab)?> =b?, (ab)® =a, (ab)*=b, (ab)® = ab?.
I Si ba = ab?, entonces el resto de la tabla se completa automaticamente.
b-ab=a, b-ab*=ab,

b2-a=>b-ab* =ab® - b* =ab, b*>-ab =ab? b* ab®* =aq,

ab-a=a-ab*="b% ab-ab=a-ab* - b=1, etc

1 a b b? ab ab?
1 1 a b b? ab ab?
a a 1 ab ab? b b2

b b ab? b2 1 a ab
b2 b2 ab 1 b ab? a
ab ab b2 ab? a 1 b

ab? ab? b a ab b? 1

Podemos concluir que salvo isomorfismo, hay dos grupos de orden 6: uno abeliano que
es Z/6Z y el otro es no abeliano Ss.
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1 (12) (123) (132) (23) (13)

id id (12) (123) (132) (23) (13)
(12) | (12) id  (23) (13) (123) (132)
(123) | 123) (13) (132) id (12) (23)
(132) | (132) (23) id  (123) (13) (12
23) | (23) (132) (13) (12) id (123)

(13) | (13) (123) (12) (23) (132) id

A

El dltimo ejemplo es divertido, pero usando solamente las ideas elementales no se puede
decir mucho sobre los grupos finitos de orden mayor. Sin embargo, como vimos, el teorema
de Lagrange ya impone muchas restricciones sobre la estructura de grupos finitos.

7.3 Aplicacion seria: subgrupos finitos de k*

Terminemos esta seccién por el siguiente resultado importante.

7.3.1. Proposicién. Sea k un cuerpo. Entonces, todo subgrupo finito de su grupo de unidades k*
es ciclico.

Para demostrarlo, necesitamos el siguiente resultado auxiliar.
7.3.2. Lema. Sea G un grupo de orden finito n. Supongamos que para todo d | n se cumple
(7.1) #HxeGlx'=1} <d
Entonces G es ciclico.

Demostracion. Si G tiene un elemento g de orden d, entonces este genera el subgrupo (g)
que es ciclico de orden d. Todo elemento h € G tal que h = 1 pertenece a este subgrupo
gracias a la hipétesis (7.1), y si h tiene orden d, entonces es otro generador de (g). En total
este subgrupo tiene ¢(d) generadores. Entonces, el numero de elementos de orden d es
igual a 0 0 ¢(d). De hecho, el primer caso no es posible: la férmula

Y ¢(d) =n
dln

demuestra que si para algun d | n el grupo G no tiene elementos de orden d, entonces
|G| < n. En particular, G debe tener un elemento de orden n y por lo tanto es ciclico. M
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Demostracion de 7.3.1 [Ser1973]. Para un cuerpo, la ecuacién polinomial x% — 1 = 0 tiene
como maximo 4 soluciones. Entonces, se cumple la hipétesis (7.1) y podemos aplicar
7.3.2. |

7.3.3. Ejemplo. Para k = R los tinicos elementos de orden finito en R* son £1. A

7.3.4. Ejemplo. Para k = C los elementos de orden finito en C* forman el subgrupo de las
raices de la unidad e (C). El resultado de 7.3.1 nos dice que todos los subgrupos finitos de
C* son ciclicos. A

7.3.5. Ejemplo. Si k = F; es un cuerpo finito (donde g = p* para algtn primo p), 7.3.1
implica que el grupo Fj* = F; \ {0} es ciclico de orden g — 1. Note que la demostracién de
7.3.1 no es constructiva: un conteo implica que ]F;k posee un generador, pero no dice cudl

elemento particular’ es. En este sentido, aunque se puede escribir
Fr=2Z/(q-1)Z,

el grupo aditivo Z/(q — 1)Z tiene un generador distinguido [1], mientras que para IF; no
estd claro cudl generador hay que escoger (hay ¢(q — 1) posibilidades). El isomorfismo de
arriba depende de esta eleccion.
Para dar un ejemplo particular, el grupo [F; es ciclico de orden 3 y puede ser escrito
como
F; = {1,a,a%}

donde a es un generador (tenemos ¢(4 — 1) = 2 opciones para escogerlo: a? seria el otro
generador). Luego la tabla de adicién en IF,4 viene dada por

+ ‘ 0 1 a a2
0/l0 1 a 42
11 0 a4 a
ala a2 0 1
a2la® a 1 0

Note que este grupo es isomorfo al grupo V.
Para el cuerpo [F5 = Z/5Z, el grupo

Fg = {[1], 2], [3], [4]}
es ciclico. Sus generadores son [2] y [3]: tenemos

22=4 (mo6d5), 2°=3 (mod5), 2*=1 (mod>5)

32=4 (méd5), 3>=2 (m6d5), 3*=1 (mébd5).
A

“Recuerdo al lector que no hemos construido los cuerpos I« para k > 1; solo mencioné que estos existen.
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Usando la estructura ciclica de F;, podemos demostrar algunos resultados cldsicos

sobre los cuadrados médulo p. Recordemos que cuando para x € F, se tiene x = y? para
algin y € IF, se dice que x es un residuo cuadratico médulo p o simplemente un cuadrado
médulo p. Para un entero 4 tal que p t a el simbolo de Legendre se define mediante

(a) . {+1, a es un cuadrado,
p)

—1, ano es un cuadrado,
: ay ._

y sip | a, se pone <p) =0.

7.3.6. Proposicién. Sea p un primo impar.
1) El producto de dos no-cuadrados es un cuadrado.
2) Hay precisamente pTH cuadrados médulo p.

3) El criterio de Euler: para cualquier entero a se cumple la congruencia

a p—1
— )| =a2 méd p).
< p> ( p)

Demostracién. Primero, 0 € ]Fp es un residuo cuadréatico. Para contar los residuos no nulos,

notamos que
X _ 2 -2
F, ={1,x,x5,...,xP7°}

para algin generador x € FF;. Luego xF es un cuadrado si y solamente si k es par. Esto
demuestra que el producto de dos no-cuadrados es un cuadrado. Luego, entre los ntimeros
k=0,1,2,...,p — 2 precisamente (p — 1) /2 son pares.

Para probar 3), notamos que si p | a la congruencia es obvia. Si p { a, tenemos [a], = x
para algun k, y esto es un cuadrado en IF; si y solamente si k es par. Luego,

k

[a]gffl)/z — (k(p-1/2.

Si k es par, entonces k (p — 1)/2 es divisible por p — 1 = #F, asi que
Kp-1/2 —

gracias a 7.2.9. Si k es impar, entonces kafl no es divisible por p — 1y por ende
K 1/2 £,

Sin embargo,

(xk(pfl)/2>2 — k(-1 — 1

7

lo que nos permite concluir que
xk(pfl)/z — _1

(El polinomio X? — 1 tiene precisamente dos raices en Fp: son +1.) u
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7.3.7. Corolario (Primera ley suplementaria de reciprocidad cuadratica). Para p # 2 se

cumple
(—1):(_1>z721: +1, p=1 (mod4),
p -1, p=3 (mod4).
Demostracion. Basta sustituir a = —1 en el criterio de Euler. [ |

7.4 Subgrupos normales

Si G no es abeliano y H C G es un subgrupo, en general tenemos ¢H # Hg. Cuando
esto se cumple, se dice que H es un subgrupo normal. Esto también puede ser formulado
en términos de conjugacién. Cuando para dos elementos / y 1’ se cumple i’ = ¢hg~! para
algun g € G, se dice que h y i’ son conjugados, o que 1’ es el resultado de la conjugacién
de h por g.

7.4.1. Definicién (Galois, 1832). Sea G un grupo y H C G un subgrupo. Se dice que H es
normal si se cumple una de las propiedades equivalentes:

1) toda clase lateral izquierda coincide con la clase lateral derecha correspondiente:

gH = Hg paratodo g € G;

2) la conjugacién de H por los elementos de G coincide con H:

gHg ' :={ghg™' |h€ H} = H paratodo g € G;

3) una variacién de 2):

ghg™' € H paratodoge Gyh e H.

La equivalencia de 1) y 2) esta clara. La condicién 3) significa que gH ¢ 1CH para todo
g € Gy por lo tanto 2) implica 3). Por fin, si se cumple 3), entonces para cualesquiera gy h
tenemos g 'hg € H, y luego ¢ (¢ 'hg) ¢! = h, lo que implica H C gHg!. Entonces, 3)
implica 2).
Cuidado: si tenemos una cadena de subgrupos
KCcHCcCG
y K es normal en H, esto no quiere decir que K es normal en G.

7.4.2. Ejemplo. Si G es un grupo abeliano, todo subgrupo es normal. A

7.4.3. Ejemplo. Los subgrupos {1} y G son normales. A
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7.4.4. Ejemplo. En el grupo simétrico Sz hay 3 subgrupos de orden 2 que corresponden a

las transposiciones:
((12)), ((13)), ((23)).

Luego, tenemos el grupo alternante, que es el tinico subgrupo de orden 3:
A3 ={id, (123),(132)}.

S3

AN

((12)) ((13)) ((23))

N7

{id}

El subgrupo Ajz es normal, ya que para todo T € S3, si o es un 3-ciclo, entonces ToT !

es también un 3-ciclo. Las relaciones

demuestran que los subgrupos de orden 2 no son normales. A

7.4.5. Ejemplo. De nuestra descripcion de los subgrupos del grupo alternante A4 en 7.2.12
se ve que el tinico subgrupo normal propio no trivial es

V ={id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)}.

En efecto, los subgrupos ((a b) (c d)) no pueden ser normales: conjugando (a b) (¢ d) por
un 3-ciclo se obtiene (a’ b’) (¢’ d") # (a b) (c d). Por la misma razon, los subgrupos ((a b c))
tampoco son normales. Nos queda V, y sus elementos no triviales son precisamente todos
los elementos de tipo de ciclo (e o) (e e). Conjugando tales elementos, siempre se obtienen
permutaciones del mismo tipo de ciclo. A

7.4.6. Ejemplo. El subgrupo de S,
H:={ceS,|on)=n} =85, 4
considerado en 7.1.7 no es normal para n > 3, puesto que cH = Ho solo parac =id. A
7.4.7. Observacién. Para todo grupo G su centro Z(G) es un subgrupo normal.
Demostracion. Tenemos
Z(G):={x€ G| xg=gxparatodog € G} = {x € G| x = gxg~ ! para todo g € G},
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y en particular, para todo g € G tenemos
§Z(G)g™! = Z(G).
|

7.4.8. Observacion. Para todo homomorfismo f: G — H el niicleo ker f es un subgrupo normal
de G.

Demostracion. Para todo g € Gy k € ker f tenemos

flgkg™) =f(g)-flk)-f(g) ' =flg)-flg) " =1,
asf que g - (ker f) - ¢! C ker f. -

7.4.9. Ejemplo. A, es un subgrupo normal de S;, siendo el ntcleo del homomorfismo
sgn: S, — {£1}. A

7.4.10. Ejemplo. SL,(R) es un subgrupo normal de GL,(R), siendo el nticleo de det: GL,(R) —
R*. A

7.4.11. Ejemplo. El signo de un ntmero real es un homomorfismo sgn: R* — {£1}.
Consideremos el homomorfismo

GLu(R) 2 R* %% (41},

Su ntcleo es el subgrupo normal
GL,(R)" := {A € GL,(R) | det A > 0}.
A

A diferencia del nticleo ker f C G, la imagen im f C H de un homomorfismo f: G — H
en general no es un subgrupo normal. De hecho, si K C H no es un subgrupo normal,
entonces la inclusién i: K — H tiene K como su imagen. En los grupos abelianos, todos
subgrupos son normales, asi que si f: A — B es un homomorfismo de grupos abelianos,
entonces im f C B es un subgrupo normal. Es una diferencia fundamental entre los grupos
abelianos y no abelianos.

7.5 Grupos cociente

El siguiente resultado explica el significado de la nocién de subgrupo normal. La
normalidad de H C G significa precisamente que la multiplicacién en G es compatible con
la relacién de equivalencia médulo H.

7.5.1. Proposicién. Sea H C G un subgrupo. Para cualesquiera g1,81, 82,85 € G se tiene
(7.2) ¢1=¢7 (m6dH), =g (méd H) = g¢190=¢1¢, (méd H)

si y solamente si H es normal.
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Demostracion. Recordemos que por la definicién de la relaciéon de equivalencia médulo H,
la condicién (7.2) nos dice que para cualesquiera g1,87, 82,85 € G

g1 €EqH, ¢$hepH = g9 =418 (méd H).
Es decir, para cualesquiera 1,92 € G, hy,hp € H

8182 = (§1M)(82/2)  (méd H),
los que es equivalente a
($182) 7" (g1/1) (g22) € H
Luego,
(182)7" (811)(82h2) = &3 'Ingaha,

entonces la condicion es
-1
8, Mg € H.

Esto es equivalente a la normalidad de H. |

7.5.2. Definicién. Si H C G es un subgrupo normal, entonces el grupo cociente correspon-
diente es el conjunto de las clases laterales G/ H junto con la operacién

g1H - gH = (182)H.

En otras palabras, el producto de las clases de equivalencia de g1 y g» médulo H es la clase
de equivalencia de g1g>.

Como acabamos de ver, la férmula de arriba tiene sentido: si H es normal, entonces la
clase lateral (g142)H no depende de g1 y g2, sino de las clases laterales g1H y g»H. Esta
operacioén es asociativa, puesto que la operacién en G lo es; la identidad en G/ H es la clase
lateral 1H = H; los inversos vienen dados por (¢H) ! = ¢~ !H.

7.5.3. Comentario. El lector debe de conocer esta definicién del curso de algebra lineal. Si
U es un espacio vectorial y V' C U es un subespacio, entonces sobre el espacio cociente

u/v={u+Viucl}
la adicion se define por
(1 + V) + (ua + V) := (ug +uz) + V.

De la misma manera, para un grupo abeliano A y su subgrupo B C A se define el grupo
cociente A/B. Para los grupos no abelianos, todo se complica: como acabamos de ver, para
que la multiplicaciéon sobre G/ H tenga sentido, necesitamos que H sea normal en G.

La férmula |G/H| = |G|/ |H| para grupos finitos (el teorema de Lagrange) es un analogo
de la férmula dimy U/V = dimy U — dimy V' en algebra lineal para espacios vectoriales de
dimension finita.
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7.5.4. Ejemplo. Todos los subgrupos de Z son de la forma nZ = {0, +n, £2n, +3n,...}. Son
automéaticamente normales, ya que nuestro grupo es abeliano. La relaciéon a = b (mo6d nZ)
significa que a = b (modd n). El grupo cociente Z/nZ no es otra cosa que el grupo de los
restos médulo n que hemos denotado por Z/nZ desde el principio. A

7.5.5. Ejemplo. El grupo alternante A, es un subgrupo normal del grupo simétrico S;. Para
el grupo cociente S,/ A, tenemos

|Sn/An| = |Sn|/|An| = <A :2/

n!
n'/2

entonces S,/ A, = Z/27Z. De hecho, es més l6gico escribir “{£1}”, ya que todo esto viene
del signo de permutaciones. A

7.5.6. Ejemplo. En el grupo alternante A4 el tinico subgrupo normal propio es V. Tenemos

41/2
==

asi que Ay/V = Z/3Z. A

[Aa/ V] = [Aa]/|V] = 3,
7.5.7. Proposicion (Propiedad universal del cociente). Sea H C G un subgrupo normal. Sea

p: G- G/H,
g§—gH

el epimorfismo sobre el grupo cociente. Si f: G — G’ es un homomorfismo de grupos tal que H C
ker f, entonces f se factoriza de modo iinico por G/ H: existe un homomorfismo iinico f: G/H —

G' tal que f = fop.

Pl 3',7
G/H/ !

Demostracién. La flecha punteada f es necesariamente

gH — f(g).

Es una aplicacién bien definida: si ¢H = ¢’H para algunos g,¢’ € G, entonces g~ ¢’ € H,
luego g~ !¢’ €Ekerfy
fl87'8) =1 = f(3)=f().

La aplicacién f es un homomorfismo de grupos, puesto que f 1o es. |

7.5.8. Corolario (Funtorialidad del cociente).
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1) Sea f: G — G’ un homomorfismo de grupos. Sean H C Gy H' C G’ subgrupos normales.
Supongamos que f(H) C H'. Entonces f induce un homomorfismo canénico f: G/H —

G'/H' que conmuta con las proyecciones candnicas:

H ------- s> H
1
G —— &

G/H -1, cr/m

2) La aplicacién identidad id: G — G induce la aplicacién identidad id: G/H — G/ H:

id H
id

1

[,
s

G/H 954 ¢

3) Sean f: G — Gy g: G' — G" dos homomorfismos y sean H C G, G
subgrupos normales tales que f(H) C H' y ¢(H') C H". Luego, go f =g o f:

Demostracién. En 1) la flecha f existe y es tnica gracias a la propiedad universal de G/H
aplicada a la composiciéon G Lo a /H'. Los resultados de 2) y 3) siguen de la unicidad

del homomorfismo inducido sobre los grupos cociente. u
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7.6 Grupos simples

Los grupos simples tienen importancia inestimable en la teoria de grupos, pero por falta
de tiempo, voy a mencionar solamente algunos ejemplos de ellos.

7.6.1. Definicién. Se dice que un grupo G es simple si los tinicos subgrupos normales de
G son {1} y el mismo G.

7.6.2. Ejemplo. Un grupo abeliano es simple si y solamente si es isomorfo al grupo ciclico
Z./pZ de orden primo p. A

7.6.3. Ejemplo. Los grupos SL, (k) no son simples, puesto que estos tienen centro que
consiste en las matrices escalares

Se puede pasar al grupo cociente
PSL; (k) := SLy(k)/Z(SLy(k))

llamado el grupo lineal especial proyectivo. Resulta que el grupo PSL, (k) es simple con
dos excepciones:

1) n =2y k=1, donde
PSL;(Fp) = SLy(IFy) = GLy(FF2) = S3
y S3 tiene un subgrupo normal As,

2) n =2y k =13, donde

(7.3) PSL,(F3) = Ay

y A4 tiene un subgrupo normal V.

Para las demostraciones, refiero a [Lan2002, §§XII1.8-9]. A

Simplicidad de A,

Junto con (7.3), se tiene otro “isomorfismo excepcional”
PSLy(FF5) = As,

y este grupo es simple. Esto también se puede ver directamente para As, pero por el
momento voy a omitir la prueba, que no me parece muy instructiva.
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7.6.4. Lema. Para n > 5 todos los 3-ciclos son conjugados en Ay. A saber, si (abc)y (a' b ')
son dos 3-ciclos en A, entonces existe ¢ € Ay tal que

(@b y=c(abc)o L.

Demostracién. A priori sabemos que (a b c) y (a’ b’ ¢’) son conjugados en S,: existe o € S,
tal que

(@b c)y=c(abc)o L.
Ahora si sgno = +1, entonces ¢ € A, y no hay nada que probar. Si sgno = —1, entonces
gracias a nuestra hip6tesis que n > 5, existen indices 1 <i < j < n tales que i,j ¢ {a,b,c}.
Tenemos o (i j) € Ay, y luego

(@) (abe)(oc(if)) =c(ij)abe)(ijjot=c(ij)ij)(abec)o
=o(abc)ot=(d V),

usando que (a b ¢) e (i j) conmutan, siendo ciclos disjuntos. [

7.6.5. Comentario. En general, dos permutaciones con el mismo tipo de ciclo no son
necesariamente conjugadas en A,. Por ejemplo, los 5-ciclos (1234 5) y (123 54) no son
conjugados en As.

7.6.6. Corolario. Sea H C A, un subgrupo normal tal que H contiene un 3-ciclo. Entonces,
H=A,.

Demostracion. Si H es normal, junto con todo elemento o € H, este debe contener todos sus
conjugados To 7! para T € A,. Entonces, la hipétesis implica que H contiene todos los
3-ciclos. Estos generan A,. |

7.6.7. Teorema. El grupo alternante A, es simple para n > 5.

Demostracion ([Per1996]). Ya aceptamos este resultado para n = 5. Sea n > 6 y sea H
un subgrupo normal en A, tal que H # {id}. Vamos a ver que usando cierto truco, la
simplicidad de A, sigue de la simplicidad de As.

Sea ¢ € H una permutacién no trivial. Esto significa que b = o(a) # a para algunos
a,b € {1,...,n}. Escojamos un elemento c € {1,...,n} tal que ¢ # a,b,c(b). Consideremos
la permutacién

T=(ach)o(ach) ot =(ach)o(abc)o
Por nuestra hip6tesis que H es un subgrupo normal, se tiene (a ¢ b) o (a c b)~! € H, y por
lo tanto T € H. Ahora notamos que para

i¢{ab,cob)o(c)}
se cumple o1 (i) ¢ {a,b,c} y luego 7(i) = i. Esto significa que T pertenece al subgrupo
Hy:={ce€ A, |co(i)=iparai¢ {ab,co(b),o(c)}}.

Ya que 7(b) = (a c b) o(b) # b, la permutacién T no es trivial.

Ya que H es normal en A;, entonces H N Hy es un subgrupo normal no trivial en Hy.
Pero Hy = As, y este grupo es simple, asi que se puede concluir que H N Hy = Hy. En
particular, (a b c) € H, pero esto implica que H = A,. |
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7.6.8. Corolario. Z(A,) = {id} paran > 4.

Demostracion. Para n = 4 esto se puede verificar directamente. Para n > 5, es suficiente
notar que Z(A,) es un subgrupo normal y Z(A,) # A,, ya que A, no es conmutativo.
Luego, Z(Ay) es trivial. [

7.6.9. Corolario. Para n > 5 los tinicos subgrupos normales de Sy, son {id}, Ay y Sy

Demostracion. Sea H C S, un subgrupo normal. El grupo H N A, es un subgrupo normal
de A, y por lo tanto es igual a A, o {id}.

Si HN A, = Ay, entonces H = A;, o H contiene una permutacién impar junto con
todos los elementos de A, y luego H = 5.

Si HN A, = {id}, entonces H no contiene permutaciones pares no triviales. Pero si o
y T son dos permutaciones impares, entonces o7 es par, asi que la tnica posibilidad es
H = {id, 0} para una permutacioén impar. Pero este subgrupo estd muy lejos de ser normal:
conjugando o por los elementos de S, se puede obtener cualquier permutaciéon del mismo
tipo de ciclo y asf salir de H. |

7.6.10. Comentario. Para n = 4 el subgrupo
V={id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)}

es normal en S4, dado que sus elementos no triviales son todas las permutaciones del tipo
de ciclo (e @) (e ®).

7.7 Primer teorema de isomorfia

El lector debe de conocer el siguiente resultado de algebra lineal: si f: U — V es una
aplicacion lineal, entonces U/ ker f = im f. El mismo resultado se cumple para grupos
cociente.

7.7.1. Proposicién (Primer teorema de isomorfia). Sea f: G — H un homomorfismo de gru-
pos. Entonces, existe un isomotfismo candnico

f:G/ker f = im f

que hace parte del diagrama conmutativo

(7.4) i - I

Descifremos el diagrama conmutativo: la flecha G — G/ ker f es la proyeccion candnica
g+ g-kerf, ylaflechaim f ~— H es la inclusién de subgrupo, asi que el isomorfismo f
necesariamente viene dado por

frg kerfis f(g).
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Demostracién. La flecha f es dada por la propiedad universal de G/ ker f:

ker f

[

G— % imf

G/ ker f

Luego, el homomorfismo f es evidentemente sobreyectivo. Para ver que es inyectivo,
recordamos que

f(g1) = f(g2) <= g1 'g2 € kerf <= g1 -kerf =g, kerf.
|

El diagrama (7.4) demuestra que todo homomorfismo de grupos puede ser escrito
como una composicién de un epimorfismo y un monomorfismo. Esto se conoce como la
factorizacién epi-mono de f.

También hay segundo y tercer teorema de isomorfia, pero los vamos a ver en los
ejercicios.

7.7.2. Corolario. Si G es un grupo finito, entonces para todo homomorfismo f: G — H tenemos
|G| = [im f] - | ker f].

El dltimo resultado es un andlogo de la férmula dimy U = dimy im f + dimy ker f que
tenemos para una aplicacién lineal f: U — V, donde U es un espacio de dimensién finita.

7.7.3. Ejemplo. Compilemos una tabla con ejemplos familiares de homomorfismos.

epimorfismo nucleo conclusion
1) ]RX X'—>‘x| ]R>O {:l:l} ]RX/{:tl} o~ IR>()
3) R, gl z R/Z =~ S
4)  GL,(R) % R* SL,(R) GL4(R)/ SLy(R) = R*
5 Sy B {£1} Ay Su/Ap = {£1}
6) GLu(R) 2% R* %5 {41} | GL,(R)* | GLy(R)/ GL,(R)* = {1}
7 o 2L R, ! C*/8! =R
8 C* 22/ 2] gl R, C* /Rag = 8!

El ejemplo bastante curioso es 2): el cociente de C* por un subgrupo propio y,(C) es
isomorfo al mismo grupo C*. En 3) la aplicacién x — e*™* puede ser visualizada como
una hélice que se proyecta al circulo:
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Los isomorfismos en 7) y 8) vienen de la representacién canénica de un niimero complejo
z=re? donder € Rugy 0 < ¢ <2 A

7.7.4. Ejemplo. Consideremos la aplicaciéon

Q—C%,

m/n — 2mim/n,

Es un homomorfismo de grupos. Su imagen coincide con el subgrupo e (C) formado
por todas las raices de la unidad. El nticleo de este homomorfismo es Z. Entonces, tenemos

Q/Z = us(C);

el grupo multiplicativo de las raices de la unidad corresponde nada més al grupo aditivo
de los “ntimeros racionales médulo Z”. Los elementos de Q/Z pueden ser representados
por las fracciones de la forma a/b donde a < b. Por ejemplo,

[1/2] +[3/4] = [5/4] = [1/4]

y
—[3/4] = [1/4].

En particular, bajo el isomorfismo de arriba, el grupo u,(C) de las raices n-ésimas de la
unidad corresponde al grupo ciclico

<1> - {0,1,2,...,”_1} cQ/Z.
n nn n

143



7.8. EJERCICIOS

7.8 Ejercicios

Ejercicio 7.1. Sea G un grupo y N su subgrupo normal. Sea K C G/N un subgrupo del grupo
cociente. Demuestre que K = H/N donde H es un subgrupo de G que contiene a N.
Sugerencia: considere el homomorfismo canénico p: G - G/Ny p~!(K) C G.

Ejercicio 7.2. Demuestre que si H C G es un subgrupo de indice |G : H| = 2, entonces H es
normal.

Ejercicio 7.3. Demuestre que todo cociente de un grupo ciclico es ciclico.

Ejercicio 7.4 (Segundo teorema de isomorfia). Sea G un grupo, sea H C G un subgrupo y
K C G un subgrupo normal.

1) Demuestre que HK := {hk | h € H, k € K} es un subgrupo de G.
2) Demuestre que K es un subgrupo normal de HK.

3) Demuestre que la aplicacion
H — HK/K, hw~— hK

es un homomorfismo sobreyectivo de grupos y su niicleo es H N K.
4) Deduzca que H/(H NK) = HK/K.

Ejercicio 7.5. Para un cuerpo k sea G = GLy(k), H = SLy(k), K = k™ - I C GLy (k). Deduzca
que
SLa(k)/{+1} = GLa (k) /k™.

Ejercicio 7.6 (Tercer teorema de isomorfia). Sea G un grupo. Sea K un subgrupo normal de G
y sea N un subgrupo de K tal que N es normal en G.

1) Demuestre que la aplicacion
G/N — G/K, gNw~— gK

estd bien definida y es un homomorfismo sobreyectivo y su miicleo es K/N C G/N.

Indicacion: se puede usar la propiedad universal de G/ N:

N
/I =e
K G G/K
1
:L //3/1
G/N

2) Deduzca que (G/N)/(K/N) = G/K.
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Ejercicio 7.7. Sean m y n dos enteros positivos tales que n | m, asi que mZ C nZ. Demuestre que
(Z/mZ)/(nZ/mZ) 2 Z/nZ.

Se dice que un grupo abeliano A un elemento x € A es divisible si paratodoa € Ay
todo entero positivon =1,2,3,... existe y € A (no necesariamente tinico) tal que ny = x.
Si todos los elementos de A son divisibles, se dice que A es un grupo divisible.

Ejercicio 7.8.
1) Demuestre que los grupos aditivos Q y R son divisibles.
2) Demuestre que un grupo abeliano finito no nulo nunca es divisible.

Ejercicio 7.9. Sea p un niimero primo. EI p-grupo de Priifer es el grupo de las raices de la unidad
de orden p" paran € IN:

pp(C) == | ppr(C) = {z € C* | 2" =1 paraalginn =0,1,2,...}
n>0

Demuestre que existe un isomorfismo ppe(C) = Z[1/p]/Z donde
Z[1/p):={a/p" |acZ n=0,1,2,...}.

Ejercicio 7.10. Sea A un grupo abeliano. Demuestre que x € A es divisible si y solamente es
divisible por cualquier nGmero primo p =2,3,5,7,11, ...

Ejercicio 7.11. Usando el ejercicio anterior, demuestre que el grupo de Priifer py~(C) = Z[1/p]/Z
es divisible.

Ejercicio 7.12.
1) Demuestre que todos los elementos divisibles forman un subgrupo
Agip = {a € A | aes divisible }.
Este se llama el subgrupo mdximo divisible de A.

2) Sea f: A — B un homomorfismo de grupos. Demuestre que si a € A es divisible, entonces
f(a) € B es también divisible. En particular, f se restringe a un homomorfismo Agj, — Byjy.

3) Demuestre que todo grupo cociente de un grupo divisible es también divisible. En particular,
Q/Z y R/Z son divisibles.

Ejercicio 7.13. Demuestre que no hay homomorfismos no triviales Q — Zy Q/Z — Z.
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Capitulo 8
Conmutadores y abelianizacion

En este breve capitulo vamos a estudiar la relacién entre los grupos abelianos y no
abelianos. A cada grupo G se puede asociar de modo canénico un grupo abeliano G%,
llamado la abelianizacién de G, que es el mdximo cociente abeliano de G.

8.1 El subgrupo conmutador [G, G]

8.1.1. Definicién. Sea G un grupo. Para dos elementos g,/i € G el conmutador es el
elemento

(g, h] = ghgflhfl.

Note que ¢ y h conmutan (¢h = hg) si y solamente si [g, h] = 1.
Los conmutadores no siempre forman un subgrupo de G. A saber, para un conmutador
tenemos obviamente

[g,h] ' = (ghg'h 1)t =hgh g = [h,g],

pero el producto de dos conmutadores no tiene por qué ser un conmutador. Sin embargo,
se puede considerar el subgrupo generado por los conmutadores.

8.1.2. Definicién. Para un grupo G el subgrupo conmutador [G, G| (también conocido
como el subgrupo derivado) es el subgrupo generado por todos los conmutadores:

[G,Gl:=([gh] | gh€G)

Obviamente, un grupo G es abeliano si y solamente si todos los conmutadores son
iguales a 1, si y solamente si [G, G] = 1. Asi que todo esto es de interés para grupos no
abelianos.

8.1.3. Proposicion. [G, G| es un subgrupo normal en G.
Demostracion. h € [G,G|y g € G tenemos
ghg ™t = ghg™'hth = [g,h] h € [G,G].
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La demostracion de arriba es bastante lista: por la definicion, los elementos de [G, G]
son productos de conmutadores, pero no son necesariamente conmutadores. Sin embargo,
en el argumento de arriba no necesitamos considerar un elemento genérico de [G, G|, que

seria [g1,h1] - - - [gn, hn-

8.1.4. Observacién. Homomorfismos preservan conmutadores: si f: G — H es un homomorfismo
de grupos, entonces

flg1 821) = [f(g1), f(g2)]-
8.1.5. Corolario. Para todo homomorfismo f: G — H tenemos f([G,G]) C [H, H].

8.1.6. Comentario. El centro Z(G) tiene una propiedad parecida a la propiedad del sub-
grupo conmutador:

1) Z(G) = G si y solamente si G es abeliano,
2) [G,G] =1 siy solamente si G es abeliano.

Sin embargo, el centro no se comporta bien respecto a homomorfismos: una aplicaciéon
f: G — H no tiene por qué restringirse a Z(G) — Z(H). Por ejemplo, para el grupo
simétrico S, se tiene Z(S,,) = {id} paran > 3, pero S, puede contener subgrupos abelianos
G C S, donde Z(G) = G # {id}. Un ejemplo especifico nos da Az C Ss.

8.1.7. Observacién. Sea H C G un subgrupo normal tal que G/H es abeliano. Entonces,
[G,G] C H.

Demostracion. Para todo conmutador [g1,92] € G se tiene necesariamente [g1, 2] = 1
(méd H), ya que G/ H es abeliano. En otras palabras, [g1, 2] € H. [ ]

Ya se puede notar que [G, G| es el minimo subgrupo normal en G tal que G/[G, G] es un
grupo abeliano. Volveremos a esto un poco mds adelante, pero primero calculemos [G, G|
para algunos grupos especificos.

8.2 Algunos calculos de [G, G]

8.2.1. Ejemplo. Para el grupo diédrico
D, ={id, r, o, L f, fr, frz, e, fr”_l}

Tenemos
[Dy, Dy] = <”2>'

Dejo este célculo al lector (véase el ejercicio 8.9 abajo). Note que si # es impar, este grupo
consiste en todas las rotaciones; si n es impar, este grupo contiene solo la mitad de las
rotaciones. A
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Conmutadoresen S, y A,

8.2.2. Teorema. Para el grupo simétrico tenemos
[Sn,Sn] = Ay paran > 3.

Demostracion. Para cualesquiera o, T € S;; se cumple

sgn(o, 7] = sgn(octo1t1) = sgn(c) - sgn(T) - sgn(o) - sgn(t) = +1,

entonces [Sn,Sn] C Ay Ya que Sy no es un grupo abeliano para n > 3, sabemos que
[Sn, Sn] # {id}. Sin embargo, A, es el tnico subgrupo normal propio no trivial de S,, asi
que [Sy, Su] = An. [ ]

8.2.3. Comentario. Otro modo de ver que [S;,, S,] = A,, sin recurrir al resultado sobre los
subgrupos normales de Sy, es de expresar cada 3-ciclo como un conmutador

[(i7), (k)] =(j)(ik)(@ij)(ik)={(ijk)
para diferentes i, j, k. Los 3-ciclos generan todo Ay, asi que [Sy,, Sy] = Ay.

8.2.4. Teorema. Para n > 5 tenemos
[Anr An] = An/

mientras que para n = 4
[Ag, Ag] = V.

Demostracion. Hay varios modos de verlo. En general, hemos visto que A, es simple para
n > 5; es decir, no tiene subgrupos normales propios. El conmutador [A,, A,] es un
subgrupo normal y no es trivial, puesto que el grupo no es abeliano, asi que [A, Ay] = An.

En el caso de A4 notamos que no es abeliano, y por lo tanto su conmutador no es trivial.
Un buen candidato serfa el tinico subgrupo normal propio

v:={id,(12)(34)}, {id,(13)(24)}, {id,(14)(23)}.

El cociente Ay/V = Z/3Z es abeliano, lo que implica que [A4, Ag] C V. Ya que A4 no es
abeliano, tenemos [A4, A4] # {id}. Los tnicos subgrupos normales en A4 son {id}, V' y
todo Ag. [ |

8.2.5. Comentario. Otro modo de ver que [A,, A,;] = A, paran > 5, sin usar la simplicidad
de Ay, es de calcular que

[(ija), (ikb)] = (ija)(ikb)(iaj)(ibk)=(ijk)

para diferentes i, j, k, a, b, y luego recordar que los 3-ciclos generan A,,.
En en caso de [A4, As] =V, podemos calcular que

[(ijk), (O] =(ijk)(ije)(ikj)tj)=(ij)(ke)
para diferentes i, j, k, £.
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8.2.6. Comentario. Para un grupo G, su serie derivada es la sucesién de subgrupos
GQG/QG//QGWQ-n
donde
G :=[GG], ¢":=[G¢, G, ¢":=[6",G"], ...

Si esta serie termina en algtin punto por el grupo trivial, entonces se dice que G es un grupo
resoluble. El grupo simétrico S, es resoluble para n < 4. De hecho, tenemos

[S3,S3] = A3z, [A3,A3] =1

[Sy,S4] = Ay, [Ag, Ag] =V, [V, V] =1

El resultado de 8.2.4 dice que S, no es resoluble para n > 5: en este caso
[Sn/ Sn} = An/ [An/ An} = An-

De la irresolubilidad de S, para n > 5 Galois demostr6 la imposibilidad de expresar las
soluciones de la ecuacién general de grado n > 5

apx" +a,_1x" P ax+ay=0

aplicando tinicamente las operaciones bésicas y extraccién de raices a los coeficientes a;.
Este célebre resultado es conocido como el teorema de Abel-Ruffini ya que el matematico
italiano PaoLo RUFFINT (1765-1822) obtuvo una demostracién incompleta en 1799 y Abel
proporcioné una prueba en 1823. Galois encontr6 su demostracién de manera independiente,
pero esta fue publicada péstumamente en 1846. La teoria desarrollada por Galois motivé
muchos conceptos de la teoria de grupos, y por si mismo, es una piedra angular de la teoria
de ntimeros.

En este curso no vamos a hablar méas de grupos resolubles, ni, lamentablemente, de la
teorfa de Galois.

Conmutadores en GL, (k) y SL, (k)

Ahora nos gustarfa calcular el subgrupo conmutador para el grupo lineal general
GL, (k) y el grupo lineal especial SL, (k) donde k es un cuerpo. Primero, necesitamos
algunos resultados auxiliares sobre las matrices elementales. Para1l <i# j<ny A €k
una matriz elemental viene dada por

Ez](/\) =1+ Aei]-.

En otras palabras, es la matriz que tiene 1 en la diagonal, A en la posicién (i, j) afuera de la
diagonal, y ceros en las demads entradas.
Dejo el siguiente célculo al lector.

8.2.7. Lema. Las matrices elementales satisfacen las siguientes propiedades.
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1) La multiplicacion de una matriz A € My (k) por la matriz elemental E;;(\) por la izquierda
(donde i # j) tiene el siquiente efecto: a la fila i se le suma la fila j multiplicada por A:

X11 X120 Xin-1  Xin
X1 Xi2 o Xin—1  Xin
E;;(M) :

Xj1 X2 o Xjn—-1  Xjn

Xnl X2 0 Xpn—1 Xun
X11 X12 T X1,n—-1 X1n

X1 + )tle Xip + /\ij e Xip—1t /\xj,n—l Xin + ijn

Xj1 Xj2 T Xjn—1 Xjn
Xn1 Xn2 s Xn,n—1 Xnn

2) Toda matriz elemental es invertible, y su inversa viene dada por E,-]-(A)_l = Ejj(—=A).

3) Sii,j, k son indices diferentes, entonces
[Eij(A), Eji ()] = Eix(Ap)-

8.2.8. Lema. El grupo SLy (k) puede ser generado por las matrices elementales E;;(A) donde 1 <
i£ji<mAek

Demostracion. Esto es esencialmente el método de eliminacién gaussiana. Sea A = (xij) €
SL; (k). Primero, multiplicando A por matrices elementales, podemos lograr que x1; = 1.
En efecto, si xj; # 0 para algini = 2,3,...,n, entonces podemos sumar a la primera fila la
i-ésima fila multiplicada por el coeficiente A apropiado. Si x;; = 0 para todoi =2,3,...,n,
entonces tenemos x1; # 0 y podemos sumar a la i-ésima fila para algtni = 2,3,...,n la
primera fila, lo que nos deja en la situacién considerada.

Ahora cuando x11 = 1, podemos restar de las otras filas la primera fila multiplicada por
los coeficientes A apropiados y obtener x;; = 0 para todo i = 2,3,...,n. Repitiendo este
proceso para las filas i = 2,3, ...,n, podemos reducir A a una matriz de la forma

! / / /

T ox, x5 -0 X9, X,
/ / /

0 1 x5 - x,4 X
/ /

s 0 0 1 - x,4 X

/
0 0 0 1«

o
o
o
o
=
=~
=
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Ya que det E;;(A) = 1, nuestras operaciones no afectan el determinante de la matriz, as
que det A’ = det A = 1 y necesariamente x),, = 1. Entonces A’ es una matriz triangular
superior con 1 en la diagonal.

Ahora, podemos restar de las primeras n — 1 filas la dltima fila multiplicada por los
coeficientes apropiados y obtener x}, = x5, = --- = x,_; , = 0. De la misma manera,
restando la fila # — 1, podemos obtener xi,nfl = xé,nfl =...= x:z—z,nfl = 0, etcétera. Esto
nos dejara con la matriz identidad.

Podemos concluir que E - A = I, donde E es un producto de matrices elementales que
corresponden a las operaciones con las filas. Luego, A = E~1. |

8.2.9. Teorema. Si k es un cuerpo, entonces tenemos para n > 2
[GL, (k), GL, (k)] = SLy(k), [SLx(k),SLy(k)] = SLy (k)
con las siguientes excepciones:
1) sin =2y k = IF,, entonces
SL,(IF2) = GLy(IF2) = S3
y [S3, 53] = As;

2) sin =2, k =13, entonces
[SL(IF3),SLa(IF3)] = Qs.

Demostracion. Primero notamos que para cualesquiera A, B € GL, (k) se tiene
det[A, B] = det(ABA ! B™1) = det(A) det(B) det(A) ! det(B)"! =1,

asi que [A,B] € SL,(k). Esto significa que [GL,(k),GL, (k)] € SL,(k). Ya que el grupo
SL, (k) esta generado por las matrices elementales, para concluir que [GL, (k), GL, (k)] =
[SL,(k),SLy (k)] = SL,(k), seria suficiente expresar toda matriz elemental como un conmu-
tador. Si n > 3, entonces para todo 1 < i # k < n podemos escoger otro indice diferente j y
luego
[Eij(A), Eix(1)] = E(A).

Esto establece el teorema para cualquier n > 3 y cualquier k.

Ahora si n =2y si |k| > 3, entonces existe un elemento y € k* tal que u? # 1". Luego,

un calculo directo nos dice que toda matriz elemental Ej;(A) es un conmutador de matrices
en SL, (k):

Epp(A) = <(1) ){) = [A,B], donde A = <l(; 19}1) , B= ((1) /\/(ﬂi_U) ,

y de la misma manera,

En(A) = En(A) =[AB) = [B7),A"].

“En efecto, en un cuerpo la ecuacién x> = 1 tiene a lo sumo dos soluciones y son +1. En el cuerpo F; es una
sola solucién 1 = —1; en el cuerpo FF3 tenemos F} = {1,2} = {1, -1}, y cuando |k| > 3, habra algtin x # 0 tal
que x # £1.
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Si |k| = 3; es decir, si k = 3, toda matriz elemental todavia puede ser expresada como
un conmutador de matrices en GLy (k):

Epp(A) = <(1) )1\> =[A,B], donde A = (é A1/2> , B= <(1) _01)

(en [F3 tenemos 2 # 0, asi que el término A/2 tiene sentido). Notemos que B ¢ SL,(IF3),
y de hecho para SL,(IF3) las matrices elementales salvo Ej3(0) = E»1(0) = I no son
conmutadores. Nos quedan entonces dos casos excepcionales.

1) Sin =2y k =IF,, entonces
GL,(F2) = SLy(IF2) = S3

y [S3,S3] = As. En términos de matrices,
10 11 01
(GLa(Fa), GLa(a)] = fsta(Fa), s = { (5 1), (3 5). (3 1)}
2) Sin =2y k = IF3, entonces para calcular [SL;(IF3),SL,(F3)], notamos que
1 1
|SLa(IF3)| = 5 | GLa(F3)| = 5 - (32 = 1) (3% = 3) = 24.

En SL,(IF3) hay un subgrupo normal H generado por las matrices

11 1 2 01

=(2) =6 2) k= o)

que es isomorfo al grupo de cuaterniones Qs.

IJ=K, JK=1I KI=], 12:]2:1@:(3 g)

Luego,
|SLy(F3)/H| = |SLy(F3)|/|H| =24/8 = 3, asi que SLy(FF3)/H = Z/3Z,
el cual es un grupo abeliano; esto demuestra que
[SLy(F3),SLy(FF3)] € H.

Ademas, los generadores de H pueden ser expresados como conmutadores:

=[G o) G o) =G o))l <= G ) G )

y por lo tanto
[SL(FF3), SLa(IF3)] = Qs.
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8.2.10. Comentario. Hemos encontrado un isomorfismo excepcional GL, (IF;) = SLy(IFp) =
S3. Podemos preguntarnos si otros grupos GL;, (IF;) pueden ser isomorfos a S, para algunos
m,q,n. La respuesta es negativa.

1) Primero, para q # 2 el centro Z(GL,(IF;)) consiste en las matrices escalares y no es
trivial, mientras que Z(S,) = {id}. Esto implica que GL;,(IF;) % S, para q # 2.

2) Si g = 2, podemos calcular los subgrupos conmutadores: si m # 2, entonces
[GLy,(IF2), GLy, (F2)] = SLy(FF2) = GL,y (IFp),

mientras que

[Sn, Sn] = Ay # Sn.

De hecho, en la parte 2) también se puede acudir a un argumento elemental aritmético y
probar que | GL,,(IF2)| no es un factorial para m > 3 (por ejemplo, bastaria considerar la va-

luacion 2-adica y 3-adica de | GLy, (IF2)| y compararlas con las correspondientes valuaciones
de n!).

8.2.11. Ejemplo. He aqui un ejemplo curioso de cudndo un elemento del subgrupo con-
mutador no se expresa como un conmutador. Tenemos —I € [SLy(R),SL(R)] = SLy(R).
Supongamos que

—I=[AB]=ABA !B L

Para algunos A, B € SL,(RR). Entonces,
—B=ABA™!,

y luego
—tr(B) = tr(—B) = tr(ABA™!) = tr(B),

asi que tr B = 0. Puesto que det B = 1y tr B = 0, tenemos

CBC 1= ((1’ _01> _. B

para alguna matriz C. Podemos reemplazar A por la matriz
Al:=CAC™.

Ya que AB = —BA, tenemos también A’B’ = —B’A’; es decir, [A’, B'| = —I. Escribamos

Luego,

“https://mathoverflow.net/questions/44269
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y se calcula que

A B = a b\ /0 -1 d —b 0 1\ [a*>+b* ac+bd
o \e d)\1 0)\—c a)\-10) Nac+bd *+d*)’
Pero esta matriz no puede ser igual a —1I. A

8.2.12. Comentario. Si en lugar de un cuerpo k se considera un anillo conmutativo R,
el calculo de [GL,(R),GL,(R)] y [SLs(R),SL,(R)] pertenece al terreno de la teoria K
algebraica, una rama de las matemdticas que naci6 en los afios 50 del siglo pasado.

8.3 Abelianizacion

Ya que el subgrupo conmutador [G, G| es normal, podemos considerar el cociente
correspondiente G/ [G, G].

8.3.1. Definicién. El grupo G/[G, G] se llama la abelianizacién de G y se denota por G*.
Note que si G ya es abeliano, entonces [G,G] =1y G* = G.

8.3.2. Observacién. Para todo grupo G, su abelianizacion G™ := G/[G, G| es un grupo abeliano.

Demostracion. Los elementos G* son de la forma

g:=g¢ mod [G,G| paraalgin g € G.
Luego, g, i conmutan si y solamente si [g, 1] = 1, pero tenemos siempre [g, k] = [g, ] donde
[¢,h] € [G,G], asf que [g,h] = 1 para cualesquiera g, i € G*. [

8.3.3. Proposicién (Propiedad universal de la abelianizacién). Sea f: G — A un homo-
morfismo entre un grupo G y un grupo abeliano A. Entonces, f se factoriza de modo tinico por el
epimorfismo canénico G — G := G/[G, G]:

GLA

3 7
P

p ol
[y
Gab
f=Ffep.
Demostracion. Como notamos en 8.1.5, tenemos (|G, G|) C [A, A]. Ya que A es abeliano, el
grupo [A, A] es trivial y luego [G, G| C ker f. La factorizacién canénica por G’ := G/[G, G|
existe gracias a la propiedad universal del cociente. n

8.3.4. Corolario (Funtorialidad de la abelianizacién). Todo homomorfismo de grupos f: G —
H desciende de modo iinico a un homomorfismo de grupos f*0: G* — H.
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Ademds,
id? = idca,

y para homomorfismos f: G — Hy g: H — K tenemos
(80f)% =g o f™.
Demostracion. La flecha punteada existe y es tnica gracias a la propiedad universal de G*

aplicada a la composiciéon G i> H— H®.
Para el homomorfismo identidad id: G — G en el diagrama conmutativo

G4 ,¢

Lo

la flecha punteada tiene que ser el homomorfismo identidad id: G — G por la unicidad.
De la misma manera, en el diagrama conmutativo

6L -2,k
Gab E'f,a: Hab E':g'f: Kab
L L
J(gofH)™
gracias a la unicidad, necesariamente (g o ) = g% o f. |
8.3.5. Ejemplo.
1) Para el grupo diédrico tenemos
(D) = 7/27, sin es impar,
YT\ Z/2Z X Z/2Z =V, sinespar.

—haga el ejercicio 8.9.

2) Puesto que [Sy,, Su] = A, paran > 3 (véase 8.2.2), la abelianizacion del grupo simétrico
Sy viene dada por

b {id}, sin=0,1,
(Sn) = .
Sn/An =2 {£1}, sin>2.
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3) Puesto que [A,, An] = A, paran > 5y [A4, A4] = V, la abelianizacién del grupo
alternante A, es

{id}, sin=0,1,2,

A3 = 7/37, sin=3,

~7/37Z, sin =14,

{id}, sin > 5.

(An)ub ~

4) Para el grupo lineal general GL, (k) el resultado de 8.2.9 nos da
GL,, (k)™ =k,

salvo el caso especial de
GLy ()™ ~ 7./27.

5) De la misma manera, para SL; (k) tenemos
SLa (k)™ = {1},
salvo los casos excepcionales

SLy(IF2)™ = GL, (Fy)™ = Z./27Z, SLy(F3)% = 7/37Z.

157



8.4. EJERCICIOS

8.4 Ejercicios

Ejercicio 8.1. Para un grupo G y su subgrupo H denotemos por |G, H| el subgrupo generado por
los conmutadores [, h] donde g € G y h € H. Demuestre que |G, H| C H si y solamente si H es
un subgrupo normal.

Ejercicio 8.2. En As tenemos [(124),(135)] = (12 3). De modo similar, exprese las permuta-
ciones (12) (34) y (12345) como conmutadores.

Ejercicio 8.3. Para las matrices elementales E;;(A) := I + Ae;j demuestre que
[Eij(A), Ejx(1)] = Ei(Ap)

donde i, j, k son indices diferentes.

Ejercicio 8.4. Encuentre todos los homomotfismos S, — Z /mZ.

Ejercicio 8.5. Sea f: G — H un epimorfismo de grupos. Demuestre que f*: G — H es
también un epimorfismo. Demuestre que si f: G ~— H es un monomorfismo, entonces f%: G —
H® 1o es necesariamente un monomorfismo (encuentre un contraejemplo especifico).

Ejercicio 8.6. Consideremos la aplicacion
Hom(G, H) — Hom(G", H),
f — fab.

Demuestre que no es ni inyectiva, ni sobreyectiva en general (encuentre contraejemplos).
Indicacién: para ver que no es sobreyectiva, considere G = {£1} y H = Qs.

Ejercicio 8.7. Sea k un cuerpo. Consideremos el grupo

1 a b
G::{ 01 ¢ a,b,cek}.

0 0 1
2) Demuestre que la abelianizacién G™ es isomorfa al grupo aditivo

K> ={(a,c)|a,ceck}.

1) Calcule el subgrupo conmutador |G, G|.

Ejercicio 8.8. Calcule la abelianizacién del grupo de cuaterniones Qs.
Ejercicio 8.9. Para el grupo diédrico
D, ={id, r, P2, T f, fr, frz, e, fr”fl}
1) calcule que [Dy, Dy] = (r?);
2) calcule (Dy)®.

Ejercicio 8.10. E! grupo diédrico D, permuta los vértices del n-dgono regular y esto nos da un
monomorfismo natural f: D, — S,. Calcule el homomorfismo correspondiente f: (D,)*™ —
( Sn)“b.

158



Capitulo 9
Acciones de grupos

Por sus obras los conoceréis.

Normalmente los grupos surgen junto con su accién sobre algiin conjunto. En general,
el concepto de accién es fundamental en las matematicas.

9.1 Definiciones y primeros ejemplos

9.1.1. Definicién. Sea G un grupo y X un conjunto. Se dice que G actiia sobre X (por la
izquierda) si estd definida una aplicacién

a:Gx X=X,
(8 x) = g-x
que satisface las siguientes propiedades.

Al) La identidad del grupo acttia como la identidad: para cualesquiera x € X se cumple

1-x=ux.

A2) La accién es compatible con la multiplicacién en G: para cualesquierah,g € Gy x € X
se cumple

(hg)-x=h-(g-x).
También se dice que X es un G-conjunto (izquierdo).

9.1.2. Comentario. También hay una nocién de accién por la derecha: es una aplicacién

X xG— X,
(x,8)—>x-g

que satisface
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Al) x-1 =xparatodox € X,
A2) x-(gh) = (x-g) - h para cualesquiera x € X, g,h € G.

A toda accién por la derecha se puede asociar de manera candnica una accién por la
izquierda definida por
g-x:=x- gil.
Necesitamos tomar el inverso de g para que se cumpla el axioma A?2): si la accién por la
derecha cumple x - (gh) = (x - g) - h, entonces

(gh) - x:=x-(gh) ! =x- (K 'g™) = (x-h1) g7 =g (hx).
Vamos a trabajar exclusivamente con las acciones por la izquierda.

Dado una accién a: G x X — X, fijando g € G se obtiene la aplicacién de la accién por

8

ag:X—>X,
X+ g-x.

La condicién A1) de arriba significa que a1 = idx y la condicién A2) nos dice que
(xhg =y O D(g:

_
X g X

Notamos que de A1) y A2) se sigue que a¢: X — X es una biyeccién y su aplicacién
inversaes a,-1: X — X:

Qo-100g =0 -1 = idy.

< 1=

g1z = ldx agoa 88

La identidad a, = ay, o ag significa que tenemos un homomorfismo de grupos
(9.1) p: G — Sx,

g*—)t)(g,

donde Sx es el grupo simétrico que consiste en las biyecciones f: X — X respecto a la
composicién o. Viceversa, cualquier homomorfismo de grupos (9.1) define una accién de G
sobre X mediante g - x := (p(g))(x).

9.1.3. Definicién. Se dice que la accién de G sobre X es fiel si diferentes elementos de G
actdan de manera diferente; es decir, si el homomorfismo correspondiente G — Sx es mono.
En general, ker(G — Sx) se llama el ntcleo de la accién.
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9.1.4. Observacion. Toda accion p: G — Sx da lugar a una accion fiel G/ kerp — Sx:

G Sx
/,’f
\ G
G/ kerp
Demostracion. Esto es el teorema de isomorfia. |

9.1.5. Ejemplo. El ejemplo primordial: el grupo simétrico Sx acttia sobre X de manera
evidente (f - x = f(x)). Esta accion es fiel. En particular, el grupo S, acttia sobre el conjunto
{1,2,...,n}.

De la misma manera,

= el grupo de isometrias del plano R? acttia sobre R?,
» el grupo diédrico actta sobre un n-agono regular,

= etcétera.

A

9.1.6. Ejemplo. El grupo GL(V) actta sobre un espacio vectorial V. Si G es cualquier grupo,
entonces un homomorfismo
p: G—= GL(V)

da lugar a una accién de G sobre V por aplicaciones lineales. En este caso se dice que p
es una representacion lineal de G sobre V. El estudio de representaciones lineales ayuda
descubrir muchas propiedades de G. Es una herramienta muy poderosa de la teoria de
grupos.

De la misma manera, se dice que un homomorfismo

p:G—)Sx

(que corresponde a un G-conjunto X) es una representaciéon por permutaciones de G sobre
X. A

9.1.7. Ejemplo. He aqui una variante sobre el tema de la accién de GL(V) sobre V. Sea R
un anillo conmutativo y GL, (R) el grupo de las matrices invertibles de n x n. Consideremos
los elementos de
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Para A € GL,(R) el producto de matrices A - v es también un vector columna. Esto
define una accién de GL, (R) sobre el espacio de vectores columna R" por la izquierda.
Ahora si trabajamos con vectores fila

v=(x1 x2 - xu),

el producto v - A es también un vector fila. El grupo GL,(R) actta sobre el espacio de
vectores fila R” por la derecha. A

9.1.8. Ejemplo. Consideremos el semiplano superior que es el subconjunto de C dado por
H:={zeC|Imz > 0}.

El grupo

SLy(R) := {(Z Z) ’ a,b,c,d € R, ad —bc = 1}

actia sobre H mediante las transformaciones de Mobius:
a b . az—+b
c d Toz+d

Esta formula tiene sentido, ya que z € A es un ntimero complejo con la parte imaginaria

Z) € SL,(R). Ademas, verificamos que

. o . . (a
estrictamente positiva, asi que cz +d # 0 si (c

az+b .
o1d € H:

az+b (az—i—b)(ci—i—d)_Imac\z|2+adz+bc2+bd

I =
Mezrd = ™ ez rdp lcz+dJ?

>0,

puesto que ad > bc.
Comprobemos que se cumplen los axiomas Al) y A2). La matriz identidad nos da

10y 1240 _
01 T 0z+1 7

Para el producto de matrices se tiene

a b\ (a b\\ __ (da+bc db+bd\ _ (datbc)z+ab+bd
¢ &) \c d)) T \dat+dc b+dd Z_(c’a+d’c)z+c’b+d’d

,az+b "
a b\ ((a b L) = a b _az+b_acz+d+ _a' (az+b)+ b (cz+d)
d d c d S\ d') cz+d az+b ~d(az+b)+d (cz+d)’
c

!
cz+d

y las tultimas dos expresiones coinciden.
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La accién de SL;(IR) no es fiel: las matrices

) (&)

actian de la misma manera. Dejo al lector como un pequefio ejercicio calcular que el niicleo
de la accién es precisamente

a b az+b
{<c d) € SL(R) ’ g Zpara todoz € 7—[} = Z(SLp(R)) = {£I}
y por ende hay una accién fiel del grupo cociente

PSLy(R) :=SLy(R)/Z(SLa(R)) = SLp(R) /{£I}

sobre el semiplano superior.
La accién de SL,(R) sobre # se restringe a una accién de

SLy(Z) := {(Z Z) ’ a,b,c,d € Z, ad — bc = 1}.

Hemos visto que el grupo SL,(Z) puede ser generado por dos matrices

s=(1 %) =0 1)

Entonces, todas las acciones de SL,(Z) sobre # pueden ser escritas como composiciones
de las aplicaciones
zw— —1/z, z—z+1

y sus inversas.

Para obtener una accién fiel normalmente se considera la accién correspondiente del
grupo

PSLy(Z) := SLa(2Z)/{+1} = SLa(Z)/ Z(SLa(Z))-
A

9.1.9. Definicién. Para dos G-conjuntos X e Y se dice que una aplicacién f: X — Y es
G-equivariante si esta conmuta con las acciones de G:

flg-x) =g f(x)
para cualesquiera g € G, x € X.

En otras palabras, si las acciones de G vienen dadas por aplicaciones a: G x X — X'y
B: GxY — Y, entonces f: X = Y es equivariante precisamente cuando el diagrama de
abajo conmuta:

GxX P oxy

| Js
Xﬁl/
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9.2. ORBITAS Y ESTABILIZADORES

9.1.10. Definicién. Si X es un G-conjunto y Xo € X es un subconjunto tal que para
cualesquiera g € Gy x € Xp se cumple g-x € X, se dice que Xy es un subconjunto
G-invariante.

En este caso la accién de G sobre X se restringe a X y el tltimo también puede ser visto
como un G-conjunto. En la siguiente seccién vamos a estudiar cémo un G-conjunto puede
ser descompuesto en subconjuntos G-invariantes.

9.1.11. Ejemplo. Sea k un cuerpo. El espacio afin n-dimensional sobre k es nada mas el
conjunto

AMk) =K"= {(x1,...,xn) | x; € k}.
El grupo k* acttia sobre A" (k) mediante la multiplicacién: para A € k*
A(xy, .., xn) = (Axg, ..., Axy).

El subconjunto A" (k) \ {(0,...,0)} es k*-equivariante: multiplicando un punto no nulo
por un escalar no nulo, se obtiene un punto no nulo. A

9.2 Orbitas y estabilizadores

9.2.1. Definicién. Sea X un G-conjunto. Para un punto x € X su 6rbita O, C X es el
conjunto de sus imédgenes respecto a las acciones de G:

Or:={g-x[geG}

(este es visiblemente un subconjunto G-equivariante).
Se dice que x es un punto fijo si ¢ - x = x para todo g € G; es decir, si

Oy = {x}.

El conjunto de los puntos fijos se denota por X©.
El estabilizador de x viene dado por todos los elementos de G que dejan x fijo:

Gyri={geG|g-x=x}CG.
9.2.2. Observacién. Gy es un subgrupo de G.

Demostracion. Primero, 1-x = x. Luego, si g - x = x, entonces actuando por g’l se obtiene
¢ ' -(g-x) =g ! x, donde en la parte izquierda estd g~ - (¢- x) = 1-x = x. Por fin, si
g-x=xyh-x=x,entonces (gh) - x=g-(h-x)=g-x=x. [ |

A veces se dice que Gy es el grupo de isotropia de x.

9.2.3. Definicién. Se dice que una accién de G sobre X es transitiva si todos los puntos
de X estdn en la misma 6rbita; es decir, si para cualesquiera x,y € X existe ¢ € G tal que
xX=g-y.

En este caso también se dice que X es un G-conjunto homogéneo.
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9.2.4. Ejemplo. La accién del grupo simétrico Sx sobre X es transitiva. En particular, la
accion de Sy, sobre {1,2,...,n} es transitiva. El estabilizador de 1 < i < n es el subgrupo

{ce€8,|o(i)=i} =S, 1.
A

9.2.5. Ejemplo. La accion de SL;(IR) sobre # es transitiva. Para verlo, seria suficiente probar

que para todo z € H existe (Z Z) € SLy(R) tal que

z:<j Z)ﬁ

Luego, la matriz (Z Z) aplica z en v/—1. Dados dos puntos z1,z, € H, para enviar z; en

2y, seria suficiente aplicar z; a /—1y luego v/—1 en z5.
Ahora para cualesquiera z = x + y+/—1 con y > 0 tenemos

/ / VW4 x g
(%yf f/\%)eSLz(R), (\6? f/\\/g)wﬂ_ 7 =x+yv-1.

A

9.2.6. Ejemplo. Para la accion de k™ sobre A" (k) el punto (0, ...,0) es fijo. Para un punto
(x1,...,xn) # (0,...,0) su Orbita consiste en todos los puntos no nulos que estén en la
recta que pasa por (0,...,0) y (xq,...,x5):

{(Ax1,..., Axn) | A €K™}
A

El siguiente resultado nos dice que todo G-conjunto se descompone en una unién
disjunta de G-conjuntos homogéneos.

9.2.7. Observacién. Sea X un G-conjunto. La relacién
X~gY = x=g-yparaalgin g € G

es una relacion de equivalencia sobre X. Las clases de equivalencia son las orbitas. En particular, X
se descompone en la union disjunta de las orbitas:

X= |] o

[x]eX/G
donde X /G denota el conjunto de las érbitas.

Demostracion. x ~g x, puesto que 1-x. Ahora, si x ~g y, entonces x = gy y luego
g lx=¢1-(¢g-y)=y.Porfinsix ~gyey~gz tenemos x =g-yey =h-z asi que
x=g-(h-z)=(gh) -z |
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9.2. ORBITAS Y ESTABILIZADORES

9.2.8. Ejemplo. El grupo multiplicativo k* actta sobre A"*!\ {0}. El conjunto de las
orbitas correspondiente

P (k) := (A" N\ {0} /k* ={[xg:2x1:--:xn] | x; €k, (x0,%1,...,%1) # (0,0,...,0)}

se llama el espacio proyectivo de dimensién # sobre k. Sus elementos son las rectas en el
espacio A"*! que pasan por el origen. Para mas informacién sobre el espacio proyectivo, el
lector puede consultar Wikipedia y libros de texto de geometria.

Consideremos el caso 1 = 1. La definicién nos dice que hay que considerar los elementos
(x,y) € A%\ {(0,0)} médulo la relacién de equivalencia

(x,y) ~ (Ax,Ay) para A € k™.

Ahora si y # 0, tenemos (x,y) ~ (x/y,1).Siy = 0, entonces x # 0y (x,0) ~ (1,0). Esto
nos dice que

PY(k) = {[x:1] | x € k} L {[1:0]}.

El conjunto {[x : 1] | x € k} estd en una biyeccién natural con la recta afin Al (k), y ademas
hay un punto extra [1 : 0] que se llama el punto al infinito y normalmente se denota por co.

Geométricamente, lo que estd pasando es lo siguiente. La recta proyectiva es el conjunto
de las rectas en el plano que pasan por el origen. Para parametrizar estas rectas, podemos
tomar la proyeccién sobre una recta paralela a x, por ejemplo y = 1:

La recta que corresponde a [x : y] con y # 0 interseca a la recta y = 1 en el punto (x/y,1).
Nos queda la recta y = 0 que no tiene intersecciones con y = 1. Esta recta corresponde al
punto al infinito. A

9.2.9. Proposicion. Hay una biyeccion natural entre la érbita Oy y el conjunto de las clases late-
rales G/ Gy.
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CAPITULO 9. ACCIONES DE GRUPOS

Demostracion. Definamos
Ox = G/Gy,
g-x > gGy.
Esta aplicacién estd bien definida y es biyectiva:
g x=h-x < hlg.x=x <= hlge G, = ¢Gy=hG,.
|

Los estabilizadores de los elementos de la misma 6rbita estdn relacionados de la siguiente
manera.

9.2.10. Observacion. Sea X un G-conjunto. Para los estabilizadores se cumple
Ggx = §Gx gL
Demostracion. Tenemos
Gex={h€G|h-g-x=g-x}={heG|g ' h-g-x=x}=gGC,g".
n

En general, Gx no es un subgrupo normal de G. Por ejemplo, para el grupo simétrico
S3 que actuia sobre {1,2,3} el estabilizador de 3 es el subgrupo {id, (12)} = S, que no es
normal en S3. Sin embargo, se puede hablar de las clases laterales G/ Gy.

9.2.11. Teorema (Ecuacién de clase). Sea X un G-conjunto finito. Sea XC el subconjunto de
puntos fijos y Ox,, ..., Oy, las orbitas de la accién que contienen mds de un elemento. Entonces,

X| =X+ ) 1G: Gul.
1<i<n
Demostracion. Sigue del resultado anterior y la descomposicion en la unién disjunta de

clases de equivalencia
X= || {xtu [] O

xeXC 1<i<n

9.3 Accidén de G sobre si mismo por multiplicacion

Algunos conceptos y resultados de la teoria de grupos pueden ser investigados en
términos de acciones especificas de G sobre X = G.
Para g, x € G la férmula

g-X:1=gx
define una accién de G: los axiomas Al) y A2) son evidentes. Se dice que G acttia sobre si
mismo por multiplicacién (por la izquierda).
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9.3.1. Proposicién. La accién de G sobre si mismo por multiplicacion es fiel.

Demostracion. Esta accién corresponde a un homomorfismo

L:G— Sg,
g+ (Lg: x — gx).
Tenemos L¢(1) = g-1 =g, asi que Ly = idg si y solamente si ¢ = 1. |

9.3.2. Corolario (Teorema de Cayley). Para todo grupo G existe un monomotfismo G — Sg.
Entonces, todo grupo G es isomorfo a un subgrupo de Sg. En particular, todo grupo finito es
isomorfo a un subgrupo de Sy, para algiin n.

9.3.3. Comentario. La teorfa de grupos surgi6 del estudio de permutaciones de raices de
polinomios en los trabajos de Lagrange (1770) y Galois (1831). De hecho, la palabra “grupo”
viene de la expresién “grupo de permutaciones”. La primera definicién axiomaética de
grupo dio Cayley . El tltimo resultado nos dice que todos los grupos pueden ser realizados
como subgrupos de grupos de permutaciones.

9.3.4. Ejemplo. La construccién de arriba no es muy efectiva: el grupo simétrico Sg es
mucho mds grande que G. El ejemplo minimo no trivial serfa de

G=2/3Z={[0],[1],[2]}

La aplicacién x +— [0] + x es la permutacion identidad de los elementos de G. Luego,
x — [1] + x es la permutacion

e x — [2] + x es la permutacién

La biyeccion {[0], [1], [2]} <+ {1,2,3} nos da un isomorfismo entre Sy ,37 y S3 respecto al
cual la imagen de G en S3 puede ser identificada con

{101, G ; i’)_(123), (; : §>_(132)}.

De hecho, es A3, el tnico subgrupo de orden 3 en Ss. A

9.3.5. Comentario. En general, si H C G es un subgrupo, entonces G acttia sobre el conjunto
de las clases laterales izquierdas G/ H mediante multiplicacion:

g1-$H = g15H.

Esta accion es transitiva.

“ArTHUR CAYLEY (1821-1895), uno de los fundadores de la escuela britdnica moderna de matematicas puras.
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9.4 Accion de G sobre si mismo por conjugacion

9.4.1. Definicién. Para g, x € G la conjugacién de x por g viene dada por

Sx:=gxg L.

1

Notamos que para la identidad se tiene “x = x y para cualesquiera g, /1, x € G

92) "(8x)=h(gxg ) = (hg)x (hg) ' ="8x.

Entonces, lo que tenemos es una accién de G sobre si mismo. La notacién “8x” es una
especie de “potencia”, pero con el exponente escrito a la izquierda, puesto que la accién es
por la izquierda.

9.4.2. Definicién. Para la acciéon de G sobre si mismo por conjugacion la érbita
Cx:={8x=gxg | g€G}
se llaman la clase de conjugacién de x. El estabilizador
Cox):={g€G|8x:=gxg ' =x}CG
se llama el centralizador de x.

9.4.3. Ejemplo. Como todo estabilizador, C;(x) no es necesariamente un subgrupo normal.
Por ejemplo, en G = S3 tenemos

Cs,((12)) = {id, (12)}.

De todos modos, podemos considerar las clases laterales S3/Cs,((1 2)). Estas estan re-
presentadas por (1 2),(1 3),(2 3) que son los elementos de la clase de conjugacién de
(12). A

Notamos que x € G es un punto fijo si y solamente si x pertenece al centro de G:
8x:=gxg ! =xparatodog € G <= x € Z(G).

9.4.4. Observacién. Un subgrupo H C G es normal si y solamente si H es una unién de clases
de conjugacion en G.

Demostracion. H C G es normal si y solamente si para todo elemento h € H se tiene
Ch C H. [

9.4.5. Ejemplo. Prometi que ibamos a demostrar directamente que el grupo alternante As
es simple. En efecto, las clases de conjugacién son las siguientes.

clase: Gid G(12)(34) (123) G(12345) ©(12354)

tamano: 1 15 20 12 12
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Ya que todo subgrupo normal es una unién de clases de conjugacién y contiene id, un
calculo tedioso nos dice que los posibles 6rdenes de subgrupos normales son

1, 13, 16, 21, 25, 28, 33, 36, 40, 45, 48, 60.

Ningun ntimero de estos, salvo 1y 60, divide a |As| = 60, y gracias al teorema de Lagrange
podemos concluir que As es un grupo simple. A

9.4.6. Teorema (Ecuacion de clase). Para un grupo finito G sean x1,...,x, los representantes
de las clases de conjugacién no triviales. Entonces

Gl =1Z(G)|+ ). |G:Ca(x)l.

1<i<n
Demostracion. Es un caso particular de 9.2.11. n

Notamos que para cualesquiera g, x,y € G se tiene

S(xy) =g (xy)g ' = (gxg ") (gyg™") =%x8y,

asi que las aplicaciones
. 8
lo: x = %x

no son simplemente biyecciones G — G sino automorfismos. Tenemos entonces un homo-
morfismo de grupos

I: G — Aut(G) C Sg,
g+ (Ig: x = &x).

El nucleo de I coincide con el centro de G:
kerl={ge€G|I;=idg} ={g€ G |8« = gxg ' = x para todo x € G} = Z(G).

Entonces, la accién de G sobre si mismo por conjugacion es fiel si y solamente si Z(G) = {1}.
De la misma manera, se ve que x € G es un punto fijo de la accién por conjugacion si y
solamente si x € Z(G).

9.4.7. Digresion. Los automorfismos de la forma

Ii: G — G,
x — 8x

se llaman los automorfismos internos de G. Estos forman un grupo (es la imagen del
homomorfismo I) que se denota por Inn(G). El teorema de isomorfia nos dice que

G/Z(G) = Inn(G).

Por ejemplo, Z(S,) = {id} para n > 3, entonces todos los automorfismos de S, son
internos.
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CAPITULO 9. ACCIONES DE GRUPOS

Notamos que Inn(G) es un subgrupo normal en Aut(G). De hecho, tenemos para
cualquier automorfismo f: G = G

folgofH(x)=f(gf 1 (0)g™h) = f(9)x f(§) 7! = Iy (x).
Asique folgof~! = I, € Inn(G). El grupo cociente
Out(G) := Aut(G)/ Inn(G)
se llama el grupo de automorfismos externos.

Para terminar esta seccién, notamos que la conjugacién es una accién sobre el conjunto
de subgrupos.

9.4.8. Observacion. Sea G un grupo y H su subgrupo. Entonces para todo g € H el conjunto

gHg ™" :={ghg™" | h € H}
es también un subgrupo de G.

Demostracion. Por supuesto, tenemos 1 = g-1-g¢~'. Ahora para gh1g',ghyg ' € gHg !
se tiene

(§mg") (ghg') =g (mh)g™" € gHg™".
Por fin, para ghg~! € gHg ! se tiene

(ghg™")y '=gh gt egHg .
n

Esto quiere decir que la accién de G sobre si mismo por conjugacion induce una acciéon
sobre el conjunto de los subgrupos de G. Los puntos fijos de esta accién son precisamente
los subgrupos normales.

9.5 Isomorfismos excepcionales: PGL,(IF3) y PGL,(Fs)

En el capitulo 7 durante la discusién de grupos simples mencioné los isomorfismos
excepcionales PSL;(IF3) = A4 y PSL,(FF5) = As. Ahora tenemos las herramientas adecuadas
para deducirlos. Esta seccién es opcional.

9.5.1. Ejemplo. El grupo GL,(k) acttia sobre el plano afin A?(k) mediante aplicaciones
lineales. Toda aplicacién lineal preserva cada recta que pasa por el origen, asi que esta
accion da lugar a una acciéon de GL; (k) sobre la recta proyectiva P! (k). Esta accién no es
fiel: dos matrices actian de la misma manera si y solamente si una es un multiplo escalar de
la otra. Esto quiere decir que el niicleo de la accién es el subgrupo de las matrices escalares
Z(GLy(k)) = k*. Luego, el cociente de GL;(k) por este subgrupo:

PGLZ(k) = GLz(k)/Z(GLz(k))
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9.5. ISOMORFISMOS EXCEPCIONALES: PGL,(FF3) Y PGL;(TFs)

acttia sobre P! (k) de manera fiel. Esto significa que existe un monomorfismo
PGL2 (k) — Slpl (k)

Nos interesa el caso cuando k = IF, es un cuerpo finito. El orden de PGL;(IF,) viene dado
por

2_1 2
[PGL(F )| = | GLalFy)/F5 | = | GLa(F, ) |/[F5 | = - HE= 2Ly,

Luego,
Sp1(,) | = (P (Fp)])! = (p +1)!

—la descomposicién de IP*(F,) en Al(FF,) y co nos dice que
IPY(Fp)| = p+1.

Ya que hay un monomorfismo PGL,(IF,) ~— sn’l(Fp)f podemos comparar los 6rdenes

de estos grupos para diferentes p. El factorial crece mucho mds rdpido que p® — p, asi
que solamente para valores pequefios de p se puede esperar algo interesante. Y en efecto,
tenemos lo siguiente:

p | IPGL2(Fp)| | ISpi(,!
2 6 31=6

3 24 4! =24
5 120 6! =720
7 336 8! =40320

Las primeras dos filas nos dicen que hay isomorfismos
PGLz(IFz) = GLz(IFz) = SL2(]F2) >~ S3, PGLZ(]F:))) = 5y,

Notamos que para p # 2 se tiene
1
| PSLo(Fp)| = | SLa(p)/ Z(SLa(Ey))| = [SLa(Fp) /{=£1}] = 5 |SLa(Ep)|
1

1 1
- —— | GLy(Fy)| = = | PGL,(FF

asi que PSL,(IF,) es un subgrupo de indice 2 en PGL,(IF,). Siendo un subgrupo de indice
2, es normal. En PGL;(IF3) = S4 hay un subgrupo tnico de indice 2: es isomorfo al grupo
alternante. Podemos concluir que

PSLz(IFg,) = Ay
A

Ya que | PGLy(IF5)| = 120 = 5!, esto nos da esperanzas de encontrar un isomorfismo
PGL,(FF5) = Ss. Sin embargo, las consideraciones de arriba nos dicen nada mds que
PGL;(IF5) puede ser realizado como un subgrupo de indice 6 en Sg, y hay que usar otro
argumento.
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9.5.2. Ejemplo. Los puntos de P!(IFs) son

0=[0:1], 1=[1:1], 2=[2:1], 3=[3:1], 4=[4:1], co=][1:0].

En Spi ;) hay 15 permutaciones de orden 2 sin puntos fijos (en otras palabras, permu-
taciones de tipo (e @) (e @) (e ®)):

2

W =
— — — —
~~ /N /N

3
3
2
2

o O © o O
= W N =
NENANLANGD
~—~ ~~ N

), (
), (02)(1
), (03)(1
), (04)(1
), (00)(

1

[6}]

3

)

Solamente 10 de estas permutaciones vienen de la accion de PGL;(IFs):

) (24

(3 ) -oneaes, (35 -one=es,

(4
¢
(2
(3

3
4

2
4

1
4

1
0

) 02096, (,
) oaases), (]
) 0aa2 e, (]
)= 0o a2 69,

i) 5 (02) (14) (3 ),

i) — (03) (1 00) (2 4),

i) — (04) (1 00) (23),

é) — (0 00) (13) (2 4).

Y otras 5 permutaciones no vienen de la accién de PGL; (Fs):

(01)(24) 30), (02)(1c0)(34), (03)(12)(4c0), (04)(13)(200), (00)(14)(23).

El grupo Spi(g,), y en particular su subgrupo PGL;(IF5), actda por conjugacion sobre las 15
permutaciones de tipo (e e) (e @) (e e). La accion de PGL,(F5) se restringe a una accion
fiel sobre las 5 permutaciones de arriba. Esto nos da un monomorfismo PGL,(F5) — Ss. Ya
que | PGL,(Fs)| = |S5|, podemos concluir que

PGL, (Fs) 2 S.
Ademads, PSL;(IF5) es un subgrupo de indice 2 en PGL,(F5), asi que

PSL, (Fs5) = As.

173



9.6. EJERCICIOS

9.6 Ejercicios

Ejercicio 9.1. Consideremos la accion del grupo SLy (IR) sobre el semiplano superior H. Demuestre
que el estabilizador para el punto /—1 € H es el grupo

SO5(R) = {(COS"’ _Se“‘i’) [0< ¢ <27} = 02(R) NSLa(R).

sen¢  cos¢

Ejercicio 9.2. Consideremos la accién del grupo SL,(Z) sobre el semiplano superior H. Calcule el
estabilizador para los puntos /=1y w := —§ + @ V-1

Ejercicio 9.3. Demuestre que el niicleo de la accion de SL, (IR) sobre H es el subgrupo Z(SLy(R)) =

(=1}

Ejercicio 9.4. Sea p un miimero primo y sea X un G-conjunto finito. Supongamos que para todo
subgrupo H C G su indice es divisible por p:

p | |G:H|

Deduzca que el miimero de los puntos fijos es congruente médulo p al niimero de los elementos de
X:
|X| = 1X°|  (mod p).

Indicacién: considere la ecuacién de clase.

Ejercicio 9.5. Supongamos que G es un grupo finito de orden p* donde p es primo. Demuestre que
p | 1Z(G)|, y en particular Z(G) # {1}.

Ejercicio 9.6. Demuestre que si G es un grupo finito de orden p?, entonces G es abeliano.

Ejercicio 9.7 (Teorema de Cayley). Sea G un grupo finito y sea p un niimero primo tal que p |
|G|. En este ejercicio vamos a probar que en G hay un elemento de orden p. Para esto consideremos
el conjunto

X:={(8081/--,8p-1) [ 8 € G, gog1 -+~ gp-1 =1}
1) Demuestre que | X| = |G|P~ L.
2) Para [n|p € Z/pZ sea [n]p - (80,81, -, 8p—1) = (8[0-4n]s 8141 - - -+ §[p—14n] )- Demuies-
tre que esto define una accion de Z./ pZ. sobre X y sus puntos fijos son (g,g,...,8) donde
gr=1

3) Demuestre que el niimero de elementos g € G tales que g = 1 es divisible por p. Concluya
que existe g # 1 tal que gF = 1.

Ejercicio 9.8. Supongamos que un grupo finito G actiia sobre un conjunto finito X. Para un
elemento g € G denotemos por X8 el conjunto de todos los puntos fijos por g:

X8 ={xeX|g-x=x}
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Demuestre que
Y (Gl = X 15,
xeX 8cG
Deduzca la siguiente identidad combinatoria :

1

X/G| =

Y IX]

geG

(en palabras: el niimero de Jrbitas es iqual al niimero promedio de puntos fijos).
Indicacion: use las biyecciones Oy = G/ Gy.

Ejercicio 9.9. Verifique la descripcion de las clases de conjugacion en As.

Ejercicio 9.10. Hemos probado que en A, para n > 5 todos los 3-ciclos forman una clase de
conjugacion. Demuestre que en Ay no todos los 3-ciclos son conjugados entre si.

Ejercicio 9.11. Encuentre las clases de conjugacion en el grupo de cuaterniones Qg.

Ejercicio 9.12. En este ejercicio encontraremos las clases de conjugacion del grupo diédrico Dy,.

1) Demuestre que cada rotacion r* estd conjugada con r—* y consigo misma.

2) Demuestre que la clase de conjugacion de la reflexion fr' viene dada por las reflexiones fri=2/
para j € Z.

3) Termine la descripcion de las clases de conjugacion. (La respuesta depende de la paridad de n.)
Ejercicio 9.13. Hemos visto que P (k) = A'(k) Ll {oo}.

1) Demuestre que en general P" (k) = A" (k) UTP" (k).

2) Deduzca que P" (k) = A" (k) U A (k) U --- U A% (k).

3) Calcule el niimero de puntos en el espacio proyectivo IP" (IF,) usando 2).

4) Calcule el mismo miimero a partir de la definicion P"(F,) == (A" (F,) \ {0})/F};.

Ejercicio 9.14. Describa la permutacién de {0,1,2,3,4, 0o} que corresponde a la accion de G 3) €

PGL;(FFs) sobre P! (TFs).

Este identidad se conoce como el lema de Burnside y es muy comtn en combinatoria y matematicas
recreativas.
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Capitulo 10
Productos de grupos

En este capitulo vamos a investigar la construccion del producto directo y semidirecto
de grupos. Este es un modo de construir un grupo G a partir de dos grupos H y K. Luego,
en §10.3 vamos a definir la nocién de extensién de un grupo por otro. Resulta que los
productos directos y semidirectos son casos muy espectiales de extensiones. En §10.4 vamos
a probar que todo grupo abeliano finitamente generado es isomorfo a un producto de
grupos ciclicos. Finalmente, la secciéon §10.5 presenta un ejemplo muy importante de grupos
abelianos finitamente generados: el grupo de puntos racionales de una curva eliptica.

10.1 Productos directos

10.1.1. Definicién. Para dos grupos H y K su producto directo (o simplemente producto)

es el conjunto
Hx K:={(hk)|heHkeK}

dotado de la operaciéon
(h1,k1) - (h2, ko) := (h1h2, kika).

Ya que H y K son grupos, H x K es también un grupo. La identidad es (1y,1x) y los
elementos inversos son (i, k)~1 = (h=1,k1).
De la misma manera, para una familia de grupos (H;);cy, se define el producto

[1H:i = {(h)ics | hi € H;}

icl
respecto a la operacién
(hi)ier - (M)ier = (hi - h)ier-
Si Ay B son grupos abelianos, esta claro que el producto A x B es también un grupo
abeliano. En general, si (A;);c; es una familia de grupos abelianos, entonces su producto
ILic; Ai es abeliano.

10.1.2. Ejemplo. Para el producto

7/27 x 7./2Z = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}
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la tabla de adicién viene dada por

(0,0
(0,1
(1,0

Recordemos la tabla de multiplicaciéon del grupo

V:={id, (12) (34),(13)(24),(14) (23)}.

o | i (12)(34) (13)(24) (14)(23)

id id (12)(34) (13)(24) (14)(23)
(12)(34) | (12)(34) id (14)(23) (13)(24)
(13)(24) | (13)(24) (14)(23) id (12)(34)
(14)(23) | (14)(23) (13)(24) (12)(34) id

Podemos convencernos a simple vista de que
V=Z/2Z x Z/2Z.
A

10.1.3. Ejemplo. ;Cuédndo el producto de dos grupos ciclicos finitos es también ciclico? Para
un elemento (a,b) € Z/nZ x Z/nZ. tenemos

ord(a,b) = min{k | k-(a,b) = (k-a,k-b) =(0,0)} = min{k | k|orda, k| ordb}
orda - ord b
mcd(orda,ordb)’

= mecm(ord a,ord b) =

Luego, el grupo Z/mZ x Z/nZ es ciclico si y solamente si este posee un elemento de
orden
|Z/mZ x Z./nZ| = mn.

Este elemento tiene que ser de la forma (a,b) donde a es un generador de Z/mZ (es
decir, orda = m) y b es un generador de Z/nZ (es decir, ord a = n) y ademads necesitamos
tener med(m, n) = 1. Entonces, el producto de dos grupos ciclicos es también ciclico si y
solamente si los ordenes de grupos son coprimos:

Z/nZ x Z/nZ =Z/mnZ <= mcd(m,n)=1.

Por ejemplo,
Z/2Z xZ/3Z.=7/6Z, Z/2Z xZ/2Z % Z/4Z.

A

De hecho, las consideraciones de arriba pueden ser resumidas de manera mds precisa.
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10.1.4. Proposicién (Teorema chino del resto). Sean m y n dos niimeros naturales coprimos.
Entonces existe un isomorfismo candénico

Z/mnZ = Z/mZ x Z/nZ,
[@]mn = ([a]m, [a]n)-
Demostracion. Consideremos el homomorfismo canénico
fiZ —Z/mZ X Z/nZ,
a — ([a]m, [a]n)
inducido por las proyecciones canénicas Z — Z/mZ y Z — Z./nZ. Tenemos
ker f = mZ NnZ = mem(m, n)Z.
Ya que m y n son coprimos, mem(m, n) = mn. Luego, f induce un monomorfismo
f:Z/mnZ = im f — Z/mZ x Z/nZ.

Pero
|Z/mnZ| =|Z/mZ x Z/nZ| = mn,

asi que f tiene que ser un isomorfismo. |
10.1.5. Corolario. La funcién ¢ de Euler es multiplicativa en el sentido de que
p(mn) = p(m) - p(n), si med(m,n) =1

Demostracion. ¢(mn), $(m), ¢(n) representan el niumero de generadores de Z/mnZ, Z /mZ,
Z /nZ respectivamente. Bajo el isomorfismo

Z)mnZ = Z.)mZ x Z.] nZ

se ve que [a]u, es un generador de Z/mnZ si y solamente si [a], es un generador de

Z/mZy [a], es un generador de Z/nZ. |
10.1.6. Proposicion. Sin es un mimero natural cuya factorizacion en primos es
k k
n:pll...pgfl

entonces

Demostracion. Gracias a la multiplicatividad, tenemos

¢(n) = p(pi) - p(pl").

Luego de esto, se puede calcular directamente

kiy ki 1_1>
P(p;’) Pz< o

(véase el capitulo 4). |
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10.1.7. Ejemplo. Tenemos
$(198) = ¢p(2-3%-11) = p(2) - p(3%) - p(11) = 1-6 - 10 = 60.
Otro ejemplo: 2018 = 2 - 1009 donde 1009 es primo, y por lo tanto ¢(2018) = 1008. A
El producto directo estd dotado de dos homomorfismos canénicos (proyecciones)
PH PK
H+— HxK —— K
h+—— (hk) —— k

10.1.8. Observacion (Propiedad universal del producto). Sea G un grupo junto con dos
homomorfismos ¢: G — H y ¢: G — K. Entonces, existe una iinica aplicacion (i) G— HxK

tal que
()0 me(() s

G
(10.1) RN

H+— HxK—— K
Pk PH

Demostracion. A nivel de conjuntos, la tnica opcién posible es

<¢>:G—>H><K,
4

g (¢(8) 9(8)),
y es un homomorfismo de grupos, puesto que ¢ y ¢ lo son. |

La propiedad universal del producto nos dice que los homomorfismos G — H x K
corresponden a pares de homomorfismos G —+ H y G — K: existe una biyeccién natural
Hom(G, H x K) = Hom(G, H) x Hom(G, K),
¢ = (pHod prog).

La misma propiedad universal se cumple para productos infinitos. A saber, tenemos
homomorfismos canénicos de proyecciéon

Pi: HHI — Hi/
iel

(hi)icr = hi

5i G es un grupo dotado de homomorfismos ¢;: G — H;, entonces existe un homomorfismo
tnico ¢: G — [y H; tal que p;jo ¢ = ¢z
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G
alirp

~

[Tier Hi —;— Hi

¢i

En otras palabras, hay una biyeccién natural

Hom(G, [ [ H;) = [ [Hom(G, H;).

icl icl

10.1.9. Observacién. El producto de grupos es asociativo en el sentido de que para tres grupos
Hi, Hy, Hs hay isomorfismos naturales

(H1XHz)><H3%/H1><(H2XH3)2H1XH2XH3.

Demostracion. Seria instructivo probarlo usando tinicamente las propiedades universales.
Por ejemplo, el grupo
(Hl X Hz) X H3

estd dotado de dos homomorfismos
H1XH2<&(H1XH2)XH3P—3)H3

que satisfacen la propiedad universal correspondiente. Por otro lado, el grupo Hy x H; estd
dotado de dos homomorfismos

H1<—P£H1XH2£2—>H2

que satisfacen la propiedad universal correspondiente. Ahora dado un grupo G y tres
homomorfismos ¢1: G — Hy, ¢2: G = Hp, ¢3: G — Ha, existe un homomorfismo tinico
$12 = (%) G — H;j x Hp que satisface

prodin=¢1, proPrn=¢

y luego un homomorfismo tinico ¢ = (4(;}32) G — (Hy X Hp) x Hj que satisface

pr2o¢ =¢1n, pz3oP=¢s.

En este caso
piopro¢=¢1, p2oprod¢=q¢2, pzoP=¢s.

Entonces, (Hy X Hp) x Hj junto con los homomorfismos
ploplzt(Hlez)XHg,—)Hl, ngplzi(Hlez)XHgﬁHz, pgi(Hlez)XH3—>H3
satisface la propiedad universal de H; x Hy x Hj. Por ende hay un isomorfismo

(H1XH2)XH3gH1XH2XH3.
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10.1.10. Observacién. Existe un isomorfismo candnico H x K = K x H.

Demostracion. Este isomorfismo viene dado por (h,k) — (k, ). También se puede notar que
H x Ky K x H satisfacen la misma propiedad universal (es simétrica en H y K). u

10.1.11. Comentario. Cuando se trata de grupos abelianos, normalmente se habla de la suma
directa que se denota por

A®B={(ab)|ac A be B}.
Esta viene con las inclusiones

intr A— AS®B,
av (a,0)

ip: B— A®B,
b— (0,b)

que satisfacen la propiedad universal

C
LN
A—— A®B<+— B

ig ip

(donde C es también un grupo abeliano). Lo vamos a estudiar en el contexto més general
para médulos sobre anillos.

10.1.12. Observaciéon. H y K se identifican con los subgrupos normales
Hx{1x}:={(h1x) |he H} y {1y} xK:={(1n k)| k€ K}
de H x K.
Demostracion. Evidente de la definicién del producto sobre H x K. |

10.1.13. Proposicién. Supongamos que G es un grupo y H, K C G son dos subgrupos normales
tales que HN K = {1} y todo elemento de G puede ser escrito como hk donde h € Hy k € K.
Entonces,

G=H xK.

Demostracion. Primero, notamos que hk = kh. En efecto, usando que H y K son normales,

hkh 'kt =nh(kh k) = (hkh )kt e HNK = {1}
N— — N—
€H €K

Esto significa que
(hkq) - (hokz) = (hihz) - (kikz)
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para cualesquiera hy, hy € H, kq, ko € K. También podemos comprobar que todo elemento
de G se expresa de modo 1inico como hk. Si tenemos hk = h'k’, entonces

W lh=Kkt'eHNK = {1},
y luego h = I’ y k = k. Todo esto significa que

HxK— G,
(h, k) — hk

es un isomorfismo de grupos. |

10.1.14. Comentario. Cuando G tiene dos subgrupos H y K que satisfacen las condiciones
de 10.1.13, a veces se dice que G es el producto directo interno, mientras que la construccién
de H x K de 10.1.1 se llama el producto directo externo de H y K.

10.1.15. Ejemplo. Todo niimero complejo no nulo puede ser escrito de modo tinico como
re? V=1 donde r > 0 es un nimero real y 0 < ¢ < 27t. De aqui sigue que

C* 2Ry xS,
donde S' := {z € C | |z| = 1} es el grupo del circulo. A

10.1.16. Ejemplo. Consideremos el grupo GL, (R) de matrices reales invertibles de deter-
minante positivo. Este contiene como sus subgrupos normales el grupo SL,(R) y el grupo
de matrices escalares

Roo = {Al| A > 0}.

Toda matriz A € GL;} (R) puede ser escrita como AA’ donde A’ € SL,(R) y A > 0
(tomemos A = v/det Ay A’ = A1 A). Notamos que R~o NSL, (R) = {I}. Entonces,

GL} (R) 2 R+ x SLy(R).

10.2 Productos semidirectos

Hemos visto que un grupo G es un producto directo si y solamente si en G hay
subgrupos normales H y K tales que HNK = {1} y G = HK. Podemos considerar una
coleccién més debil de condiciones:

1) sean N y H dos subgrupos de G donde N es normal,
2) supongamos que NN H = {1},
3) supongamos que G = NH.
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Entonces, usando el mismo argumento de 10.1.13, se deduce que todo elemento de
G puede ser escrito de modo tnico como nh donde n € Ny h € H. Véamos cémo se
multiplican estos elementos. Tenemos

(mh1) - (n2ha) = ny (hynghy ) - (hiha),
donde hinohy 1 € N, puesto que N es normal. Esta formula puede ser escrita como
(10.2) (Tllhl) . (I’lzhz) = (711 . Ih1 (1’12)) . (hlhz),

donde I, es el automorfismo de conjugacién x — hxh~! que se restringe a N gracias a su
normalidad. La férmula (10.2) se generaliza a la siguiente construccién.

10.2.1. Definicién. Sean N y H dos grupos y sea
¢: H— Aut(N),
¢ = Pn
un homomorfismo. Entonces, el producto semidirecto N x4 H es el conjunto
NxH={(nh)|neN,he H}
dotado de la operacién
(10.3) (n1,h1) - (n2,h2) := (n1 ¢y, (n2), h1hy).
10.2.2. Observacién. Respecto a la operacion de arriba, N X H es un grupo.

Demostracion. Primero, hay que ver que la operacion es asociativa. Tenemos

((”th) : (”zrhz)) +(n3,h3) = (n1 ¢p, (n2), h2) - (n3, h3) = (n1 pu, (n2) Py, (n3), hihahs)
= (n1 ¢y, (12) p, © P, (n3), hihohz) = (n1 P, (n2 P, (13)), hihah3z)
= (1, h1) - (n2 gy, (n3), hahs) = (1, ) - (2, 2) - (s, ) ).

Aqui hemos usado las identidades

Pk =Ppodr Yy Pu(mn) = ¢yp(m) Py(n)

para cualesquiera i,k € Hy m,n € N, que provienen del hecho de que I — ¢}, es un
homomorfismo y cada ¢,: N — N es también un homomorfismo .
La identidad en N x4 H es (1y,1g):

(m,h) - (AN, 1) = (n¢n(In), 1 - 1) = (n,h),

y de la misma manera
(In,1n) - (nh) = (In - 1,y (n), g - ) = (In -id(n), h) = (n, h).
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Los elementos inversos vienen dados por

(n, 1)~ = (gya(n™ 1), 1),
En efecto,
(n,h) - (-1 (0 ), h7Y) = (ny(Ppa (n ™)), k™YY = (npyya (0™ 1), hETT)
=(nn Y, hh™t) = (1n,1p)
y también

(G (n™ 1), h7 Y - (n,h) = (g1 (n) 1 (n), hhTY) = (¢ (n 7 1), 1p)

= (¢p-1(In), 1) = (N, 1R).

|

10.2.3. Comentario. Cuando el homomorfismo ¢: H — Aut(N) es trivial (es decir, ¢, = idy
para todo h € H), entonces N x4 H es el producto directo N x H.

10.2.4. Observacién. N y H se identifican con subgrupos N x {1y} y {In} x H de N x4 H. El
subgrupo N x {1y} es normal, y se tiene

Demostracion. Todo estd claro de la férmula del producto (10.3). Para calcular el grupo
cociente N x4 H/N x {1y}, podemos considerar el homomorfismo

N xpH — H,
(n,h)—h

que es sobreyectivo y tiene N x {1y} como su ntcleo. |

10.2.5. Proposicion. Sea G un grupo y sean N, H sus subgrupos. Supongamos que N es normal,
NNH= {1} y G = NH. Entonces, G = N x H, donde I: H — Aut(N) asocia a cada h € H
el automorfismo I: n v+ hnh™ 1.

Demostracion. De la discusién al inicio de esta seccién sigue que

NxH — G,
(n,h) — nh

es un isomorfismo de grupos. |

10.2.6. Ejemplo. En el grupo diédrico D, todo elemento es de la forma r' o bien frl =
r~if. El subgrupo de rotaciones (r) es normal, siendo un subgrupo de indice 2. Ademads
(ry N (f) = {id}. En vista de lo anterior, se concluye que D, = (r) x (f), donde f actaa
sobre (r) por la conjugacién r' — frf=1 =r~. A
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10.2.7. Ejemplo. Sea V un espacio vectorial. El grupo afin Aff(V) es el grupo de aplicaciones

(PA,u: V-1V,
x+— Ax+u,

donde A € GL(V) y u € V. Es un subgrupo del grupo de biyecciones V' — V: tenemos
PBoOoPay(x) =B(Ax+u)+v=BAx+Bu+9v=q¢papy+o(x).
Luego, la identidad es la aplicacién ¢; g y los inversos vienen dados por
‘P,Z,lu = Qa1 _p1y

Notamos que GL(V) se identifica con el subgrupo H := {¢a0 | A € GL(V)} y el grupo
aditivo V se identifica con el subgrupo N := {¢;, | u € V}. El dltimo es normal. Tenemos
NNH = {¢10}, y todo elemento de Aff(V) puede ser escrito como una composicién de N
y H. Se sigue que

Aff(V) =2V x GL(V).

Aqui GL(V) acttia sobre V de la manera habitual:

-1
Pa0°PLuCP 0= PAa00 PLucPa-19= Pr,Au-

10.2.8. Ejemplo. Toda matriz en el grupo GL, (k) puede ser escrita como
x
A- N =: A -diag(x,1,...,1)
| 1

donde det A = 1y x € k*. Las matrices de determinante 1 forman un subgrupo normal
SL,(k), mientras que las matrices diag(x, 1,...,1) forman un subgrupo isomorfo a k* (que
no es normal). La intersecciéon de estos dos subgrupos es trivial. Se sigue que

GLy (k) 2 SL, (k) x k.

Aqui x € k* acttia sobre SL, (k) mediante la conjugacién por diag(x,1,...,1). A

10.3 Sucesiones exactas cortas y extensiones

10.3.1. Definicién. Una sucesién exacta corta de grupos es una sucesién de homomorfismos

1-HL5ch k=1

donde
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1) i es un monomorfismo,

2) p es un epimorfismo,

3) imi = ker p.

En este caso se dice que G es una extensién de K por H.

10.3.2. Comentario. En una sucesion exacta corta “1” denota el grupo trivial {1}. Los
homomorfismos triviales 1 — H y K — 1 significan que ker(H — G) = im(1 — H) = {1}
e im(G — K) = ker(K — 1) = K. Cuando se trata de grupos abelianos aditivos, en lugar
de “1” se escribe “0”.

10.3.3. Ejemplo. Cuando hay un monomorfismo i: H — G, el grupo H puede ser iden-
tificado con su imagen i(H) C G. Ademas, la condicion imi = ker p significa que i(H)
es un subgrupo normal, siendo un nucleo. El primer teorema de isomorfia implica que
G/ kerp = G/i(H) = K. Entonces, esencialmente, toda sucesién exacta corta corresponde
a la situacion cuando H es un subgrupo normal en G, el homomorfismo i: H — G es la
inclusién y el homomorfismo p es la proyeccioén canénica sobre el grupo cociente:

1-H5G6%6/H-1
(Note que en este caso imi = ker p.) A
10.3.4. Ejemplo. Para un producto semidirecto N x4 H tenemos una sucesion exacta corta

—(n,h) (n,h)—h

15 N2 N x4 H H—1

Un caso particular es cuando ¢ es trivial y se trata del producto directo N x H. A

10.3.5. Ejemplo. Tenemos la siguiente sucesién exacta corta:

[12—[2]4 [1s—[1]2

0— Z/27 —2 "% 7./47 L AEN Z/2Z — 0

10.3.6. Ejemplo. Tenemos una sucesion exacta corta

(1]3—[2]s (e [1]2

0—>2/3Z Z/6Z Z7/27Z — 0

y la sucesién exacta corta
1—)A3—>S3—){:|:1}—>1

Dado que A3z = Z/3Z y {+1} = Z/2Z, ambas sucesiones exactas cortas representan
extensiones de Z/2Z por Z/3Z, pero son muy diferentes: la primera es abeliana y la
segunda no lo es. A
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10.3.7. Lema. Consideremos un diagrama conmutativo de homomorfismos de grupos

P

1 H—5¢G K 1
lid lf lid
1 H-"vqg ",k 1

donde las filas son sucesiones exactas cortas. Luego, f: G — G’ es un isomorfismo.

Demostracion (“caza de diagramas”). Primero comprobemos que f es inyectivo. Si para algin
g € G se cumple f(g) =1, entonces p(g) = p'(f(g)) = 1, y por lo tanto g € kerp = imi.
Tenemos entonces ¢ = i(h) para algun h € H. Entonces, i’ (h) = f(i(h)) = 1. La inyectividad
de ' implica que h = 1. En fin, ¢ = i(h) = 1.

Para ver que f es sobreyectiva, tomemos ¢’ € G'. Necesitamos encontrar un elemento
g € G que f(g) = g'. Consideremos p’(g’) € K. Ya que p es sobreyectivo, existe g1 € G tal

que p(g1) = p'(g’). Luego,

1

P& flg) ) =p)poflg) " =pE) plg)!

=p'(g) ) =1

Podemos concluir que g’ ~f(g1)_1 € kerp’ = imi' y que existe h € H tal que i'(h) =
¢ f(g1)~!. Tomemos g :=i(h) - g1. Luego,

f(8) =foi(h) f(g1)=i(h)-f(g1) =g - f(g1) " flg1) =¢"
n

10.3.8. Comentario. El resultado de arriba tiene la siguiente generalizacion: en el diagrama
conmutativo

1 H—‘'yc -,k 1
ol
1 LN RN ¥ 1

1) si f y h son monomorfismos, entonces g es también un monomorfismo;

2) si f y h son epimorfismos, entonces g es también un epimorfismo.

En particular, si f y h son isomorfismos, g es también un isomorfismo. Esto lo he
probado solo para el caso de H' = H, K’ = K, f = idy, h = idg para simplificar la notacion.
La version general no nos va a servir.

10.3.9. Proposicion. Consideremos una sucesion exacta corta de grupos
1-H5G6LK=1
Las siguientes condiciones son equivalentes.

1) Existe un homomorfismo de grupos r: G — H tal que r oi = idp.
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2) Existe un isomorfismo f: G S HxK que forma parte del diagrama conmutativo
1 H—"—c—r K 1
(10.4) lid glf bd
1 H H x K K 1
h—(h,1) (h,k)—k

Demostracion. En la implicacion 1) = 2) el isomorfismo f viene dado por
f:G— HxK,
g (r(g). p(8))-

Es un homomorfismo, puesto que r y p son homomorfismos. Es facil comprobar que
f: g+ (r(g),pr(g)) hace conmutar el diagrama (10.4). En fin, el lema 10.3.7 implica que f
es un isomorfismo.

Para probar 2) = 1), notamos primero que la conmutatividad del segundo cuadrado
significa que f(g) = (h, p(g)) para algin h € H. Pongamos r(g) = h. Dado que f es un
homomorfismo, r es también un homomorfismo G — H. Luego, la conmutatividad del
primer cuadrado significa que r(i(h)) = h para todo h € H. n

10.3.10. Ejemplo. La sucesién exacta corta

(1]3—[2]6 61

z/6z 1

0 2/3Z % 727 — 0

admite un homomorfismo r: Z/6Z — Z/3Z tal que r o i = idy /3. Esta viene dada por
[1]¢ — [2]3. Esto nos da un isomorfismo Z/6Z = Z /3Z x Z/27Z. A

10.3.11. Ejemplo. Se ve que la sucesién exacta corta

0z 2 7 s 7/mZ — 0

no admite un homomorfismo r: Z — Z tal que r oi = idz. Y de hecho, si tal aplicacién
existiera, tendriamos Z = Z x Z./nZ. lo que es falso (a diferencia de Z, el grupo Z x Z /nZ
tiene elementos no triviales de orden finito). A

10.3.12. Proposicién. Consideremos una sucesion exacta corta de grupos

1-N5GLH-1
Las siguientes condiciones son equivalentes.

1) Existe un homomorfismo de grupos s: H — G tal que p o s = idp.

o~

2) Existe un homomorfismo ¢: H — Aut(N) y un isomorfismo f: N xy N — G que hace
parte del diagrama conmutativo

n—(n,1) (n,h)—h

1 N N x4 H H 1
(10.5) lid % f Jid
1 N i G P H 1
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Cuando se cumplen estas condiciones, se dice que la sucesion exacta corta es escindida .

Demostracion. Para ver la implicacién 1) = 2) notamos que H acttia sobre N por la conju-
gacion en el siguiente sentido. Se puede identificar N con el subgrupo i(N) C G, que es
normal, siendo el nicleo de p. Luego, dado que pos = idy, se ve que s: H — G es un
monomorfismo, y gracias a esto H se identifica con el subgrupo s(H) C G. Ya que i(N) es
normal, conjugando sus elementos por los elementos de s(H), se obtienen elementos de
i(N).

La accién de s(h) € s(H) sobre i(N) viene dada por

(10.6) i(n) > s(h) -i(n) -s(h) " =t i(¢y(n)),
donde ¢, (n) € N. Esto define un homomorfismo

¢: H— Aut(N),
h'—)(l)h

—el lector puede verificar todos los detalles usando la férmula (10.6), pero salvo la identifica-
cién de N con i(N) y H con s(H), se trata de la accién habitual por la conjugacién, y hemos
comprobado en el capitulo anterior que en este caso la accion es por automorfismos. Ahora
usando ¢, podemos construir la suma semidirecta N X H, y luego considerar la aplicaciéon

f: N >4¢H — G,
(n,h) —i(n)-s(h).

Esto es un homomorfismo: en G se cumple

i(n1) -s(h) - i(na) - s(ha) = i(m1) - s(h1) - i(na) -s(h1) "' - s(h1) - s(ha)
= i(n1) - i(Pp, (n2)) - s(hiha) = i(n1 Py, (n2)) - s(h1h2),

lo que corresponde a la multiplicacién en N x4 H. Se ve que el homomorfismo f que
acabamos de definir hace conmutar el diagrama (10.5), y el lema 10.3.7 nos dice que f es
necesariamente un isomorfismo.

Para probar 2) = 1), definamos s(h) := f(1,h). Esto es un homomorfismo s: H —
G, dado que f lo es. Luego, de la conmutatividad del segundo cuadrado se sigue que
pos(h) =po f(1,h) = h para todo h € H. [ |

10.3.13. Ejemplo. Tenemos una sucesion exacta corta
1—><r)—>Dnﬁ>(f>—>l

Donde el subgrupo (f) = {id, f} se identifica con el grupo cociente D, /(). La inclusién
de subgrupo s: (f) — D, satisface p os = id. A

““split” en inglés.
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10.3.14. Ejemplo. Tenemos una sucesién exacta corta

1= SLy(k) = GLy (k) 25 k< -1

Luego, hay un homomorfismo

k* — GL,(k),

y el determiante de la dltima matriz es igual a x. A

Notamos que cuando el grupo G que estd en el medio es abeliano (y por ende N y
H, siendo su subgrupo y grupo cociente), la férmula (10.6) que define a ¢}, implica que
¢n(n) = n para cualesquiera h € Hy n € N. Esto nos lleva al siguiente resultado.

10.3.15. Corolario. Consideremos una sucesién exacta corta de grupos abelianos
0-A5BhCcoo0
Las siguientes condiciones son equivalentes.
1) Existe un homomorfismo de grupos r: B — A tal que r oi = id 4.
2) Existe un homomorfismo de grupos s: C — B tal que p os = idc.

o

3) Existe un isomorfismo f: B — A x C que forma parte del diagrama conmutativo

0 A i B P C 0
lid %lf lid
0 A AxC C 0
a—(a,0) (a,c)—c

10.3.16. Digresién. Se puede definir una equivalencia de extensiones de grupos

0-AabBhcs0y 0045 Bcoso

como un homomorfismo B — B’ que hace conmutar el diagrama

0 A i B C 0
lld lg lld
0 AT gV ¢ 0

Como sabemos, en este caso B — B’ es automaticamente un isomorfismo, y en particular se
ve que se trata de una relacién de equivalencia sobre las extensiones de C por A.
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Cuando se trata de grupos abelianos, las extensiones médulo esta equivalencia también
forman un grupo abeliano que se denota por Ext(C, A) y se denomina el grupo de exten-
siones de C por A. El elemento nulo de este grupo corresponde a la clase de equivalencia
de la sucesion exacta escindida

0 A0 40 897 - g

El célculo de los grupos Ext(C, A) pertenece a la rama de las matematicas conocida como
dlgebra homolégica.

10.4 Grupos abelianos finitamente generados

Recordemos que un grupo abeliano (aditivo) A es finitamente generado si existe una
coleccién finita x1, ..., x; € A de generadores:

A= {(x1,...,x) :{ Y nix; ’ n; EZ}.

1<i<k
10.4.1. Definicién. Digamos que x1,...,x; es una base de Asi A = (x1,...,x;) y
nixy + -+ mx =0,
para algunos n; € Z, entonces n;x; = 0 para todo i.

10.4.2. Comentario. Esta condicién es mds débil que tener n; = 0 para todo i. La tdltima
seria la definicién correcta de una base, pero para esta seccién vamos a usar la definicién
provisional de arriba.

10.4.3. Observacion. Si xq,...,x; es una base de A, entonces
A§<X1>X~~~X <Xk>.
Demostracién. Consideremos el homomorfismo

<x1)><~~~><(xk>—>A,

(nyxq, ..., mgxg) — Z n;x;.
1<i<k

Es sobreyectivo, dado que xy, ..., x; son generadores de A. Luego, es inyectivo por la
definicion de la base:

Yo omixi— Y njx; <= Y (nj—nj)x; =0 < n;x; = njx; para todo .
1<i<k 1<i<k 1<i<k

10.4.4. Proposiciéon. Todo grupo abeliano finitamente generado posee una base y por lo tanto es
isomorfso a un producto directo de grupos ciclicos.
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Para la prueba, vamos a usar el siguiente resultado auxiliar.

10.4.5. Lema. Supongamos que X1,...,x; son generadores de A. Entonces para cualesquiera
c1,...,cx € N tales que med(cy, ..., cx) = 1 existen generadores y1, . .., yy de A tales que

Y1 =0C1X1 + -+ Cp X
Demostracion. Usemos induccién sobre ¢ := ¢y + - - - 4 ¢. La base de induccién es ¢ = 1. En
este caso, sin pérdida de generalidad, c; =1y c; = -+ = ¢, = 0, asi que podemos tomar
Yi = Xi.

Ahora si ¢ > 1, entonces existen dos ¢; que no son nulos. Sin pérdida de generalidad,
c1 > c2 > 0. Notamos que

1) A= (x1,x1+x2,%3,...,%),

2) med(cq — ¢, 02,¢3,...,00) =1,
3) (c1—c2)+crtcz+--+cp <c
Luego, por la hipétesis de induccién, existen generadores y1, . .., Yk tales que
y1=(c1 —c2) X1 +co (X1 +x2) +€3x3 4 - - 4 X = C1X7 + -+ - + X
u
Demostracion de 10.4.4. Usemos induccién sobre el niimero de generadores de A. La base es
el caso cuando A puede ser generado por un elemento y es ciclico.

Supongamos que A puede ser generado por k > 1 elementos. Escojamos generadores
X1, ..., X, donde ord x; es el minimo posible. Vamos a probar que A = (x1) x (x,..., X).
Supongamos que

A% (x1) X (xp, ..., Xg).
Esto significa que (x1) N (xy,...,x;) # {0} y que existe una relacién
nixy +noxp + -+ mx =0

donde n1x1; # 0. Reemplazando x; por —x; si necesario, podemos suponer que n; > 0.
Ademas, sin pérdida de generalidad, 77 < ord x;. Consideremos

d:=mcd(ny,...,ng) >0, c¢;:=mn;/d.
Luego, med(cy, ..., cx) =1y por el lema de arriba existen generadores vy, ...,y tales que
Y1 = C1X1 + - - - + cxX; es decir,
dy1 = mxy + -+ nx = 0.
Esto significa que
ordy; <d <mny < ordux.

Esto contradice nuestra eleccién de x, . .., xi.
Entonces,
A= <x1> X <X2,. . .,xk>.

Procediendo por induccion de esta manera, podemos descomponer (xp,...,x;) en un
producto directo de grupos ciclicos. |
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10.4.6. Comentario. Hay muchas pruebas diferentes de 10.4.4. El argumento de arriba tiene
ventaja de ser muy breve, pero no es constructivo. La fuente que segui son los apuntes de
J.S. Milne sobre la teorfa de grupos: http://jmilne.org/math/CourselNotes/gt.html

Podemos formular un resultado maés preciso.

10.4.7. Teorema. Todo grupo abeliano finitamente generado no nulo A es isomorfo a un producto
directo de grupos ciclicos

Z/NZ X XZ) T T X <.

r

p y .. . ki . .
El niimero r estd bien definido y se llama el rango de A. Los niimeros p;' son potencias de niimeros
primos (no necesariamente distintos) y también estin definidos de modo tinico para A.

Demostracion. Segun 10.4.4, todo grupo abeliano finitamente generado es un producto
directo de grupos ciclicos. Cada uno de los factores ciclicos finitos es isomorfo a Z/nZ.

Tomando la factorizacién en ntimeros primos n = p’{l e p]scs y aplicando el teorema chino
del resto, se obtiene
Z/InZ =707 % - xZ/pkz.

Esto establece la existencia de isomorfismo

Y k S
(10.7) A:Z/pllzx~~~><Z/p’s‘Z><Z><---><Z

r

para todo grupo abeliano finitamente generado A. Nos falta ver que los ntiimeros r y pf"
estan bien definidos.
Seria util separar la parte finita Z/ p]fZ XX Z/ p]s(SZ de la parte infinita Z x - - - X Z.

r
Para esto podemos considerar el subgrupo de torsién

Aprsi={a€A|n-a= 0 para algin n = 1,2,3,...}.
Tenemos
Ators gZ/PI{lZX"' XZ/pIS(SZ, Atf = A/ Apys EZ X - X Z
\ﬁ/_/
r

(“tf” significa “torsion free”, “libre de torsién”). Ahora sea p cualquier nlimero primo.
Consideremos el grupo

pAii=A{p-alac Ay} C Ay
El grupo cociente

Atf/pAthZ/pr...xZ/pZ:]pr...lep

r r

es un espacio vectorial sobre IF, y
dim]pq (Atf/PAtf) =T.
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Entonces, r no depende de un isomorfismo particular (10.7), sino es un invariante de A.

. . k; . .
Para ver la unicidad de los numeros p;’, podemos analizar por separado cada primo. A
saber, para cada primo p consideremos el subgrupo de p-torsién

Ap®]:={a€ A|p"-a=0paraalginn =0,1,2,3,...}.
Sera suficiente ver que en
Ap®| = Z/p"Z x - x Z/p"Z

los ntimeros p'i estan bien definidos. Procedamos por induccién sobre £ = £; + - - - + £;. Si
¢ =1, entonces A[p™®] = Z/pZ. Para el paso inductivo, podemos considerar el subgrupo
pA[p®] C Alp®]. Luego,

A[poo]/pA[poo} = Z/p‘gl_lz X oo X Z/pgt_lz.

Por la hipétesis de induccién, los ndmeros ¢; — 1 estan bien definidos. La tinica excepcién
son los factores Z/pZ que corresponden a ¢; = 1 que van a desaparecer. El nimero de
estos factores puede ser recuperado de la relacion ) ; ¢; = /. |

10.4.8. Corolario. Todo subgrupo de un grupo abeliano finitamente generado es finitamente gene-
rado.

Para grupos no abelianos, el dltimo resultado no se cumple. Un grupo no abeliano
finitamente generado puede tener subgrupos que no son finitamente generados.

10.4.9. Ejemplo. Hay tres grupos abelianos no isomorfos de orden 8:
Z7/87Z, Z/AZ XZ/27Z, Z[2Z xZ/2Z xZ/27Z.

Para encontrar los grupos abelianos de orden 100, podemos factorizar 100 = 2 - 52. Entonces,
tenemos

Z/100Z = Z/25Z. x Z./4Z, Z/25Z xZ./27Z x Z./27Z,
Z/5Z x Z/5Z x Z/4Z, Z/5Z x Z/5Z x Z/2Z x Z./]2Z.

10.4.10. Comentario. En la expresién

AZZ/Z % xZ/phZxZx - xZ

r

- k; < . . . . . .
los ntimeros p;' y r estédn bien definidos, pero el mismo isomorfismo depende de una base
particular y por lo tanto no es canénico en ningtn sentido.
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10.5 Perspectiva: el grupo de Mordell-Weil

Finalizamos nuestra discusiéon de grupos abelianos finitamente generados con un ejem-
plo muy importante y no trivial. Sea E la curva plana definida por una ecuacién ctbica

y¥>=x"+Ax+B,

donde A y B son algunos coeficientes racionales. Esta curva puede tener una ctispide o un
nodo como las curvas en el dibujo de abajo; en este caso se dice que E es singular.

ctibica singular y? = x3 ctibica singular y? = x3 — 3x +2

La curva no sera singular precisamente cuando
4 A3 +27B #£0.

En este caso se dice que E es una curva eliptica. Sobre los puntos de E se puede definir la
siguiente operacion. Para dos puntos P, Q € E, sea £ la recta que pasa por Py Q (si P = Q,
se considera la tangente que pasa por P) y sea R el tercer punto de interseccién de ¢ con
E. Sea ¢’ la recta vertical que pasa por R. Entonces, el punto P & Q es el otro punto de
interseccion de E con ¢’

196



CAPITULO 10. PRODUCTOS DE GRUPOS

P@Q////

Un caso excepcional es cuando P = (x,y) y Q = (x, —y). En este caso se dice que el
tercer punto de interseccion “estd al infinito” y se escribe P ® Q = O. Aqui O es un punto
que se anade al plano afin; para este punto se define

PO=0@®P=P

para todo P. En el resto de casos, las coordenadas del tercer punto de interseccién R pueden
ser calculadas directamente.

1. Si P = (xp,yp) y Q = (xQ,¥g) donde xp # x(, entonces se puede calcular que el
tercer punto de interseccion R = (xg,yr) tiene coordenadas

2
_(¥r—YoyN _Y¥yr=Yo .,
XR = (xp - XQ> X YRS (xr — x@) + Yo
2. Si P = Q = (xp,yp), entonces

(3x% + A)? _3x34+ A

R = T4 —2xp, Yr= 2yp (xr —xp) +yp.
10.5.1. Teorema. Sea E una curva eliptica definida por la ecuacion
> =x>+ Ax+B,

donde 4 A3 + 27 B? # 0. Denotemos por E(Q) los puntos con coordenadas racionales que estdn en
la curva, junto con el punto O:

E(Q):={(x,y) €Q®|y*=x>+Ax+B}U{O}.
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Este se llama el grupo de Mordell-Weil de la curva eliptica E.

Entonces, E(Q) es un grupo abeliano respecto a la operacién @.

Bosquejo de demostracion. De las férmulas de arriba se ve que si P y Q tienen coordenadas
racionales, entonces P & Q también tiene coordenadas racionales.

Por la definicién, O es el elemento neutro. El elemento opuesto a P = (xp,yp) es —P =
(xp, —yp). La operacion es simétrica en Py Q, asi que P & Q = Q & P para cualesquiera
P,Q € E(Q).

La tinica cosa que no estd clara es la asociatividad: P& (Q @ R) = (P& Q) @ R. La tnica
prueba comprensible y convincente usa geometria algebraica y la omitiré. |

Un teorema clasico de Siegel dice que una curva eliptica tiene un nimero finito de
puntos enteros. El nimero de puntos racionales puede ser infinito. Sin embargo, tenemos el
siguiente resultado, conocido como el teorema de Mordell-Weil .

10.5.2. Teorema. El grupo E(Q) es finitamente generado.

Esto significa que

E(Q) = Zr X E(Q)turs/

donde r es un nimero natural, llamado el rango de la curva eliptica, y E(Q)ors es algan
grupo finito. En otras palabras, existen algunos puntos

Py, .., B,0Q1,...,Qs

tales que todos los puntos racionales de la curva pueden ser obtenidas a partir de estas
usando la operacién @.

10.5.3. Ejemplo. Para la curva y*> = x> + 1 podemos calcular que el punto (2,3) es de orden
6:

2-(2,3)=(0,1), 3-(2,3) = (~1,0), 4-(2,3) = (0,-1), 5- (2,3) = (2,-3), 6- (2,3) = O.

Todo esto se ve del dibujo de abajo. Note que (0, £1) son puntos de inflexion.

“Lours J. MorpELL (1888-1972) probé el resultado en 1922 y ANDRE WEIL (1906-1998) obtuvo una generaliza-
cién en 1928.
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curva eliptica y? = x> + 1

De hecho, no hay otros puntos racionales y el grupo E(Q) es ciclico de orden 6. A

10.5.4. Ejemplo. Resulta que para la curva y?> = x> — 4 x + 4 el grupo E(Q) es isomorfo a
Z. Su generador es P = (2, —2). Tenemos, por ejemplo

2.P=(0,-2), 3-P=(-2,2), 4-P=(1,1), 5-P=(614), 6-P=(8,—22).
A

En 1978 el matematico estadounidense BARRY MAZUR demostré que el subgrupo E(Q)ors
es isomorfo a uno de los siguientes grupos:

Z/nZ,donden =1,2,3,...,9,10,12,
Z/27Z x Z./mZ,donde m = 2,4,6,8,

y ademads, cada uno de los grupos mencionados surge como el subgrupo de torsién de
alguna curva eliptica.

El ntimero r es més misterioso. Una curva eliptica aleatoria suele tener rango 0 o 1.
Una conjetura dice que r puede ser arbitrariamente grande, pero es muy dificil construir
ejemplos particulares. El dltimo récord pertenece al matemaético estadounidense Noam
ELKIES: es una curva de rango > 28.

Aparte del interés tedrico, el grupo abeliano E(Q) tiene aplicaciones en criptografia.
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10.6 Ejercicios

Ejercicio 10.1. Enumere todos los grupos abelianos de orden 666 salvo isomorfismo.

Ejercicio 10.2. Sea n > 3 un niimero natural impar. Consideremos el grupo diédrico
Dy, = {id,r, 2. ..,rzn*l,f,fr,frz, ) ..,frzn*l}
(las simetrias del 2n-dgono reqular) y sus subgrupos H := (1>, f) y K := {1,7"}.
1) Demuestre que H = D, y K =2 Z/27Z.
2) Demuestre que Dy, = H x K.
3) Sin es par, demuestre que Do, 2 Dy, X Z./27Z.
Ejercicio 10.3. Demuestre que la sucesion

n—(n,—n)

0 Z ——>Z[1/p] X Z ) Leydoxty,

Q—0

es exacta. Aqui Z[1/p] es el subgrupo de Q formado por las fracciones con potencias de p en el
denominador y Z ) es el subgrupo de fracciones con el denominador no divisible por p.

Ejercicio 10.4. Demuestre que si Q = A X B para algunos grupos abelianos A y B, entonces
A=00B=0.

Sugerencia: supongamos que A y B son subgrupos no triviales de Q. Demuestre que AN B #
{0}
Ejercicio 10.5. Demuestre que Q/Z = Z[1/p|/Z X Z ,)/Z.
Ejercicio 10.6. Consideremos el grupo alternante A4 y sus subgrupos

Vi={id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

y H := ((123)). Demuestre que Ay es el producto semidirecto de V y H.

Ejercicio 10.7. Demuestre que para n > 5 el grupo alternante A, no puede ser isomorfo a un
producto semidirecto N Xy H donde N y H no son triviales.

Ejercicio 10.8. Sea Isom(IR?) el grupo de isometrias del plano euclidiano. Demuestre que
Isom(IR?) = R? x4 O5(R),
donde R? es el grupo aditivo R x R y el homomorfismo
¢: O2(R) — Aut(RR?)

viene dado por la multiplicacion de vectores (;) € R? por matrices A € Oy(R):

o))
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Ejercicio 10.9. Demuestre que O, (R) = SO, (R) 3¢ {£1} para algiin homomorfismo ¢ {£1} —
Aut(SO,(R)). Indicacién: demuestre que la sucesion exacta corta

1 SOu(R) 5 Op(R) & {£1} — 1

(donde i es la inclusién de subgrupo y p es la proyeccion sobre el grupo cociente) admite un homo-
morfismo s: {£1} — O,(R) tal que ios = id.

Ejercicio 10.10. Encuentre todas las posibles extensiones de Z./2Z. por Z./2Z.
0—=2/2Z — A— Z/2Z — 0

salvo isomotfismo.

Ejercicio 10.11. Demuestre que toda sucesion exacta corta de grupos abelianos
0—+A—=B—=Z—0
es equivalente a la extensicn

0 A a—(a,0)

(an)—n

AXZ Z—0

Indicacion: demuestre que todo epimorsifmo p: B — Z admite un homomorfismo s: Z — B tal
que pos =idy.

Ejercicio 10.12. Sea A un grupo abeliano que satisface la siguiente propiedad: todo monomorfismo
de grupos abelianos i: A »— B admite un homomorfismo r: B — A tal que r oi = id 4. En este
ejercicio vamos a demostrar que A es divisible.

Sean=1,23,...yac A

1) Demuestre que C := {m -a,—mn) | m € Z} es un subgrupo de A x Z.
2) Consideremos el grupo cociente (A x Z)/C y el homomorfismo

iiA— (Ax2Z)/C,
x— (x,0)+C

(esto es la composicion de la inclusién de A como un subgrupo A x 0 C A X Z con la
proyeccion sobre el grupo cociente). Demuestre que i es un monomorfismo.

3) Demuestre que

i(a)=0,n)+C=n-((0,1)+C) en(Ax2Z)/C.

4) Por la hipétesis sobre A, existe un homomorfismo r: (A x Z)/C — A tal que roi = id 4.
Usando esto, encuentre un elemento b € A tal que a = n - b. Concluya que A es divisible.
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Ejercicio 10.13. Recordemos que dos sucesiones exactas cortas (extensiones de grupos)

0sALBhCcs0 y 05AaLB Hcoo0

son equivalentes si existe un homomorfismo f: B — B’ tal que el diagrama

1 A i B P C 1
Jid lf Jid
1 A ’ B P C 1

es conmutativo (hemos probado que en este caso f es un isomorfismo).

Sea p un miimero primo. Consideremos una sucesion de homomorfismos

(Up—[pl,2 o M=l
0=2/pZ —— Z/p"Z —— Z/pZ — 0

1) Demuestre que para todon =1,2,...,p — 1 es una sucesion exacta corta.

2) Demuestre que estas sucesiones no son equivalentes para diferentesn =1,2,...,p — 1.

Ejercicio 10.14. Sea
1-H—=-G—=K—=1

una sucesién exacta corta de grupos finitos. Demuestre que |G| = |H| - |K]|.

Ejercicio 10.15. Se dice que una sucesion de homomorfismos

1 f.n> Gn—l —)fni1 Gn72 —)ﬁHZ Gn,3 — s = Gl f.1> G() f.()) 1

es exactasiim f; = ker f;_q paratodoi =1,...,n. Es una generalizacion de la nocion de sucesion

exacta corta

186,26, 856, 21

Demuestre que para una sucesion exacta de grupos finitos se cumple

[T G|tV =1

0<i<n—1

Esto generaliza la formula del ejercicio precedente.
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Capitulo 11
Anillos

Ya introducimos anillos y cuerpos en el capitulo 3. Ahora vamos a estudiar otros
conceptos relacionados y ver mas detalles. Recordemos del capitulo 3 que un anillo R es
un conjunto dotado de dos operaciones + (adicién) y - (multiplicacién) que satisfacen los
siguientes axiomas.

R1) R es un grupo abeliano respecto a +; es decir,
Rla) la adicién es asociativa: para cualesquiera x, v,z € R tenemos
(x+y)+z=x+ (y+2);
R1b) existe un elemento neutro aditivo 0 € R (cero) tal que para todo x € R se cumple
O+x=x=x+0;
Rlc) para todo x € R existe un elemento opuesto —x € R que satisface
(—x)+x=x+(—x)=0;
R1d) la adicién es conmutativa: para cualesquiera x,y € R se cumple
X+y=y+x

R2) la multiplicacién es distributiva respecto a la adicién: para cualesquiera x,y,z € R se
cumple
x-(y+z)=xy+xz, (x+y) z=xz+yz

R3) la multiplicacién es asociativa: para cualesquiera x,y,z € R tenemos
(x-y)-z=x-(y-2);

R4) existe un elemento neutro multiplicativo 1 € R (identidad) tal que para todo x € R se
cumple



Ademas, si se cumple el axioma

R5) la multiplicacién es conmutativa: para cualesquiera x,y € R se cumple
Xy = yx.

se dice que R es un anillo conmutativo. Al estudio de algunas propiedades especiales de
anillos conmutativos estara dedicado el siguiente capitulo.

Advertencia para el lector: algunos libros de texto consideran anillos sin identidad
(anillos que no satisfacen el axioma R4)), pero en este curso la palabra “anillo” siempre
significa “anillo con identidad”.

Recordemos algunos ejemplos de anillos que hemos visto.

1) Los ntimeros enteros Z, racionales Q, reales R, complejos C. Los tdltimos tres son
cuerpos.

2) Paran =1,2,3,... y para p un nimero primo los conjuntos

2[;

} = {%e@‘aez, k:o,1,2,...}, Z, = {%e@‘pfb}

son anillos. Esto es un ejemplo de localizacién que vamos a estudiar mds adelante en
el curso.

3) El anillo Z/nZ de los restos médulo n. Cuando n = p es primo, I, := Z/pZ es un
cuerpo.

4) Los anillos aritméticos como los enteros de Gauss
Z[V-1]:={a+bV—-1]abeZ}
los enteros de Eisenstein
Z[G5] :={a+bl3|abeZ}
(donde {3 := e2™V~1/3) y el anillo
Z[V2]:={a+bV2|abecZ}

5) El anillo de polinomios R[X], donde R es un anillo conmutativo.

Esta construccién puede ser generalizada al anillo de polinomios en n variables
R[X3,...,Xy]. En este caso los elementos son las expresiones formales de la forma

= L XX

ilr---rill >0

donde a;,, . ;, = 0, salvo un ntimero finito de (i1,...,in). Las sumas y productos estdn
definidos por

( Y. ., le"'X;iq”>+< Y. biyi, le"'qu") =) (@, by, ) XY X

il/m/in >0 i1,~~-,i;120 il/m/in >0

206



CAPITULO 11. ANILLOS

( Z aill"'lil’l Xlll e XZ’) ’ ( Z bjl""/j'? lel T X{,{l)

il/mrin ZO jll~“/j}’l ZO

— o p ky k
T 2 Z allru-,ln b]l,---,]n Xl e X?’ln'
k1, kn>0 (k1 ,eerkn)=
(it o)

6) Si quitamos la condicién que a;, ;= 0, salvo un ndmero finito de (i, ...,i), se
obtiene el anillo de las series formales de potencias en n variables R[Xq, ..., X,].

7) Los anillos de matrices M,,(R), donde R es un anillo conmutativo.

Todos los anillos de arriba son conmutativos, salvo el anillo de matrices M, (R) para
n> 1.

11.1 Subanillos

11.1.1. Definicién. Sea R un anillo. Se dice que un subconjunto S C R es un subanillo de
R'si

1) S es un subgrupo abeliano de R respecto a la adicién,
2)1eS5,
3) S es cerrado respecto a la multiplicacién: xy € S para cualesquiera x,y € S.

El lector puede comprobar que en este caso S es también un anillo respecto a las mismas
operaciones que R.

11.1.2. Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo. Identificindolo con los polinomios constantes

Z ajy,...in Xlll cee XL”, Ajy,. i = 0 para (ilr vy ln) 75 (O, ce ,0),

ilr---;in >0

podemos decir que R es un subanillo de R[Xj, ..., X,]. De la misma manera, por la defini-
cién, los polinomios forman un subanillo de R[Xj, ..., X;].

R CR[Xy,...,Xn] CR[Xq,...,Xn].

11.1.3. Ejemplo. Tenemos una cadena de subanillos

1++5
2

ZCZ[\/E]CZ[ ]C]RCC,
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11.2. HOMOMORFISMOS DE ANILLOS

donde
1 1
Z[V5):={a+bV5|ab e Z}, Z[ 2‘6} = {a+b +2\@ ‘ a,b e Z}.

A

11.1.4. Ejemplo. Paran =1,2,3,... y para p un nimero primo los conjuntos
1 a a
z[-] = {ﬁ €Qlaez k=012..}, Zy,={icQ|abez ptb}

son subanillos de Q. A

11.1.5. Ejemplo. Consideremos el anillo de las aplicaciones f: R — R respecto a las
operaciones punto por punto

(f+8)(x) = f(x) +g(x), (f-8)(x) = f(x)-g(x).
Las aplicaciones continuas R — R forman un subanillo. A

11.1.6. Ejemplo. Para un anillo R consideremos el subconjunto de los elementos que
conmutan con todos los elementos:

Z(R) := {x € R| xy = yx para todo y € R}.

Es un subanillo de R, llamado el centro. Notamos que R es conmutativo si y solamente si
R =Z(R). A

11.1.7. Ejemplo. Z y Z/nZ no tienen subanillos propios. En efecto, si R € Z es un
subanillo, entonces 1 € R, y el minimo subgrupo abeliano de Z que contiene a 1 es todo Z.
De la misma manera, para un subanillo R C Z/nZ tenemos necesariamente [1],, € R, pero
paratodoa =1,2,3,4,... se cumple

A

11.1.8. Observacion. Sea R un anillo. Si R; C R son subanillos, entonces (; R; es un subanillo.

11.2 Homomorfismos de anillos

Un homomorfismo de anillos es una aplicacién que preserva las operaciones de adicién
y multiplicacién. Ya que no todos los elementos de R son invertibles, de la identidad
f(xy) = f(x) f(y) en general no se puede deducir que f(1g) = 1s. La tltima condicién
hace parte de la definicién de homomorfismo de anillos.

11.2.1. Definicién. Sean R y S anillos. Se dice que una aplicacién f: R — S es un homo-
morfismo si se cumplen las siguientes condiciones:
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CAPITULO 11. ANILLOS

1) f es un homomorfismo de grupos abelianos respecto a la adicion; es decir, f(x +y) =
f(x) + f(y) para cualesquiera x,y € R;

2) f preserva la identidad: f(1g) = 1g;

3) f preserva la multiplicacion: f(xy) = f(x) f(y) para cualesquiera x,y € R.

Un homomorfismo f: R — R se llama un endomorfismo de R.

11.2.2. Ejemplo. La proyeccién canénica
Z—Z/nZ, aw—lal,

es un homomorfismo de anillos. De hecho, Z/nZ es un ejemplo de anillo cociente que
vamos a introducir més adelante. A

11.2.3. Ejemplo. Para todo anillo R existe un homomorfismo tnico R — 0 al anillo nulo. A

11.2.4. Ejemplo. Para todo anillo R existe un homomorfismo tinico f: Z — R desde el
anillo de los enteros. En efecto, por la definicion, f(1) = 1g, y luego para todo n € Z se
tiene

I+ +1g, n>0,
—_——
n
f(?l): *(1R+"'+1R)r n <0,
—n
0, f=0.
El elemento f (1) € R por abuso de notacién también se denota por 7. A

11.2.5. Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo. Para ¢ = (c1,...,c,) donde ¢; € R tenemos
el homomorfismo de evaluacién

eve: R[Xy,...,Xu] = R,
f fle,..., cn).

o i ‘
Aquisi f =Yy i 08, Xi' - Xy, entonces

fler, .., cn) = Z A, in cf - .

il/-urin >0
A

11.2.6. Observacién. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos. Se cumplen las siguientes
propiedades.

1) f(Og) = 0s,

2) f(—x) = —f(x) para todo x € R,
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3) se cumple f(x~1) = f(x)~! para todo x € R*, y de este modo f se restringe a un homo-
morfismo de grupos f*: R* — §*:

R* ----- » 5%
[ ]
R—— S

Demostracion. Las partes 1) y 2) ya las probamos para homomorfismos de grupos. La parte
3) es un andlogo multiplicativo de 2) y se demuestra de la misma manera:

fa) fx) =fxtx) = f(Ar) =15, f(x) f(x71) = fxx7!) = f(1r) = Ls.
|

11.2.7. Definicién. Se dice que un homomorfismo de anillos f: R — S es un isomorfismo
si existe un homomorfismo de anillos f~': S — Rtalque flof =idgy fo f! = ids.
Un isomorfismo f: R — R se llama un automorfismo de R.

11.2.8. Ejemplo. La conjugacién compleja
z=x+yv-1—z:=x—-yv-1
es un automorfismo de C. A

11.2.9. Observacién. Todo homomorfismo de anillos f: R — S es un isomorfismo si y solamente
si es biyectivo.

Demostracién. Si f es un isomorfismo, entonces f admite un homomorfismo inverso f~1: § —
R, asi que es una biyeccién.

Viceversa, supongamos que f es un homomorfismo biyectivo. En este caso existe una
aplicacién inversa f~': S — R y hay que comprobar que es un homomorfismo de anillos.
Dado que f(1gr) = 15, tenemos f~!(1s) = 1. Luego, para x,y € S

FU ) = FUFo S x) - Fof W) = AU @) - £ W) = ) - ).
Con el mismo truco se demuestra que f1(x +y) = f1(x) + £ 1(y). [ ]
11.2.10. Observacién (Imagen y preimagen). Sea f: R — S un homomorfismo de anillos.

1) Laimagen im f := {f(x) | x € R} es un subanillo de S.

2) Si'§' C S es un subanillo, entonces su preimagen

FUS) = {x e R | f(x) € )

es un subanillo de R.

210



CAPITULO 11. ANILLOS

Demostracion. La parte 1) se sigue de las identidades

flat+y) =) +f), fAr) =1s, flxy) = f(x) f(y).

En la parte 2), si x £y € f1(S'), entonces f(x),f(y) € S'. Luego, x £y € f~1(S'),
dado que f(x £y) = f(x) £ f(y) € S'. De la misma manera, xy € f1(S'), dado que

f(xy) = f(x) f(y) € S'. Tenemos f(Or) = 05 € S'y f(1g) = 15 € S/, y por lo tanto
Or,1r € f‘l(S’). |

11.2.11. Proposicién. Sea R un anillo. Consideremos el homomorfismo f: Z — R. Entonces, im f
es el minimo subanillo de R. Hay dos posibilidades.

1) im f = Z. En este caso se dice que R es un anillo de caracteristica 0.

2) im f = Z/nZ para algiinn = 1,2,3, ... En este caso se dice que R es un anillo de caracte-
ristica n.

Demostracion. Tenemos

imf={lg+---+1g |m=0,1,23,...}.
—

m

Notamos que todo subanillo S C R necesariamente contiene Or y 1g, y siendo cerrado
respecto a la suma, también contiene todos los elementos &1+ - - - 4 1. Entonces, im f C S
—_——

m

para cualquier subanillo S C R. Hay dos posibilidades.

1) El orden de 1z en el grupo aditivo de R es infinito. En este caso imf = Z y el
isomorfismo viene dado por

Z—imf, 1+~ 1g.

2) El orden de 1y en el grupo aditivo de R es finito y es igual a algin ntiimero n =
1,2,3,... En este caso im f = Z/nZ y el isomorfismo viene dado por

Z/nZ —imf, [1], — 1g.

11.2.12. Ejemplo. Los anillos Q, Q[X], M,(Z) y Z[X3, ..., Xm] son de caracteristica 0. Los
anillos My, (Z/nZ)y Z/nZ[Xy, ..., Xm] son de caracteristica n. El cuerpo finito [F, tiene
caracteristica p. A

11.2.13. Observacién. Si R es un anillo no nulo sin divisores de cero (xy = 0 implica que x = 0
oy = 0), entonces la caracteristica de R es igual a 0 0 es un niimero primo p.

Demostracion. El anillo Z/nZ tiene divisores de cero si y solamente si n es un nimero
compuesto. [
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11.3 Algebras sobre anillos

11.3.1. Definicién. Sea R un anillo. Una R-algebra es un anillo A junto con un homomor-
fismo de anillos a: R — A. En este caso por abuso de notaciéon parar € Ryx € A

(11.1) en lugar de “a(r) - x” se escribe simplemente “r - x”.

Para dos R-dlgebras a: R -+ Ay B: R — B un homomorfismo es un homomorfismo de
anillos f: R — B que hace conmutar el diagrama

A B
N
R
Notamos que la tltima condicién f o« = § implica que para todor € Ry x € A se

cumple
foua(r)- f(x) = B(r) - f(x).
Puesto que f es un homomorfismo, esto es equivalente a f(a(r) - x) = B(r) - f(x) o, usando
la notacién (11.1),
flr-x)=r-f(x).

11.3.2. Ejemplo. Todo anillo tiene una estructura tinica de Z-algebra: existe un homomor-
fismo tnico Z — R. Un homomorfismo de Z-élgebras es la misma cosa que homomorfismo
de anillos:

De nuevo, usando la notacién (11.1), paran € Z y r € R tenemos

r4- 47, sin >0,
N———
n
nr={ —(r+---+4r), sin<o,
N—— —
-n
0, sin=20.

A
11.3.3. Ejemplo. Los nimeros complejos forman una R-dlgebra: tenemos un homomorfismo

a: R — C,
x—x+0v-1.

Notamos que para x € R se tiene

x-(u—i—vx/—il):xu%—xv\/—il.
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11.3.4. Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo. Los anillos de polinomios R[Xy, ..., Xu] y
series formales de potencias R[[Xj, ..., X,] son R-algebras. En el caso de polinomios, el
homomorfismo

«: R — R[Xl,...,Xn]

asocia a los elementos de R los polinomios constantes correspondientes. En este caso

T Z ai i X’ll o X,if = Z (r- ﬂil,...,z‘,,) Xil .. ~XZ1.

11,0esln 11,eeln

De modo similar, tenemos para las series de potencias

a: R — R[Xq,...,X,].

11.3.5. Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo. El homomorfismo
r
«: R — My(R), r—
’

que asocia a los elementos de R las matrices escalares correspondientes define estructura
de R-dlgebra sobre M, (R). En este caso

re (xi) = (rxij).

Ahora podemos finalmente aclarar qué es el anillo de polinomios R[X3, ..., X;].

11.3.6. Proposicién (Propiedad universal del dlgebra de polinomios). Sea R un anillo con-
mutativo y sea A una R-dlgebra conmutativa. Consideremos elementos x1,...,x, € A. Existe un
homomorfismo tinico de R-dlgebras f: R[Xy,..., Xn| — A tal que f(X;) = xjparai=1,...,n.

Demostracion. Si f: R[Xy,...,Xu] — A es un homomorfismo de R-algebras, entonces para
todo polinomio tenemos

f( )y ”il,...,z‘nXT“'X;’%”)Z Y (. X5 X

ilr'“riﬂ >0 i],...,in >0

= Y ai 'f(Xi1 Xy = Y gy, f(X) e f(Xa)™

ilr'“riﬂ >0 il/n-rin >0
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Esto significa que f esta definido de modo tnico por las imagenes f(X;) € A. Ademds, se
ve que especificando f(X;) = x; para elementos arbitrarios x1,...,x, € A se obtiene un
homomorfismo de R-dlgebras f: R[Xj,..., X,] — A. |

11.3.7. Corolario. Sea R un anillo conmutativo. Consideremos elementos x1,...,x, € R. Existe
un homomorfismo tinico de anillos f: Z[X1,...,Xn] = R tal que f(X;) = x;parai =1,...,n.

Demostracion. Recordemos que anillos son Z-algebras. n

Como siempre, las palabras “propiedad universal” significan que R[Xj, ..., X,] estd
definido de modo tnico salvo isomorfismo tinico por esta propiedad. En efecto, supongamos
que A es una R-dlgebra con algunos elementos x1, ..., x; que satisface la misma propiedad
universal. Entonces, existe un tnico homomorfismo de R-dlgebras f: R[Xy,..., X, — A
tal que X; — x; y un tnico homomorfismo de R-dlgebras ¢g: A — R[Xj,..., X,] tal que

11.3.8. Comentario. Es importante que A sea conmutativa. En el caso contrario, los elemen-
tos f(X;) no necesariamente conmutan entre si, mientras que X; conmutan en R[X3, ..., Xy].
La propiedad universal similar respecto a dlgebras no conmutativas caracteriza a los “po-
linomios en variables no conmutativas” (aunque suena exético, es un objeto natural e
importante).

Sin embargo, para polinomios en una variable tenemos la siguiente propiedad universal:
si A es una R-élgebra, no necesariamente conmutativa y x € A, entonces existe un homomor-
fismo unico de R-algebras f: R[X] — A tal que f(X) = x:

f(zﬂixi) =Y a4 f(X).

i>0 i>0
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11.3.9. Comentario. El anillo de series formales R[Xj, ..., X,] también se caracteriza por
cierta propiedad universal, pero es un poco mds complicada y por esto la omitimos.

11.3.10. Proposicién. Sea R un anillo conmutativo y sea n = 2,3,4, ... Tenemos isomorfismos
R[X1,..., Xu-1][Xn] 2 R[Xq,..., Xn],
R[X1,..., Xy 1][Xn] 2 R[Xy, ..., Xu]-

Idea de la demostracién. Todo elemento Y; . ~o4i, i, Xil co X puede ser escrito como
Y=o fi Xi, donde en f; aparecen las variables Xj, ..., X,,_1. Dejo los detalles al lector. W

11.4 El algebra de grupo

11.4.1. Definicién. Sea G un grupo y sea R un anillo conmutativo. Definamos

R[G] := {sumas formales ) a,¢ ‘ ag € R, ag = 0 salvo un nimero finito de g € G}.
g€G

Definamos la suma mediante

(Lacg) + (L beg) = Dlactbog

8€G g€G

y el producto mediante la multiplicacién en G y la distributividad formal:

(S anh)- (L bek) == ¥ an( X beik) = ¥ oan (X byosg h(h ')

heG keG heG keG heG g€G
=Y (b)) s= L (L ab)s
heG "heG 8€G "hk=g

Aqui la segunda igualdad sigue del hecho de que el conjunto {h~'g | ¢ € G} estd en
biyeccién con los elementos de G. Entonces, podemos tomar como la definicién la identidad”

(Z ahh) : (Z bkk) - Z(Z ahbk>g.

heG keG 8€G 'hk=g

Se puede comprobar que R[G] es un anillo. El cero es la suma },c¢ ag ¢ donde ag = 0
para todo g € G y la identidad es la suma donde 2, = 1 (donde e € G es el elemento neutro
de G) y ag = 0 para g # e. Notamos que el anillo R[G] es conmutativo si y solamente si G
es un grupo abeliano. El homomorfismo

R — R[G],
r, g=e
r— ag 8, ug::{
g;G 0, g#e

“Note que es parecida a la férmula

(Lax). (jzzobj X) =Y (T aby) X~

i>0 k>0 Vitj=k

(No es una coincidencia.)
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define una estructura de R-algebra sobre R[G]|. Tenemos

re Y agg=Y (rag)g.

g€G g€G
El dlgebra R[G] se llama el 4dlgebra de grupo asociada a G.
Notamos que cada elemento g € G corresponde a un elemento

Y a,8 €R[G], ay:= {

heG

1, h=g,
0, h#g,

y esto nos da una aplicacion inyectiva G <— R[G]. Respecto a esta inclusién, G C R[G]*.
Tenemos

h') agg=Y aghg= Zahqgg, (Zagg)h: Y aggh= Zagh,lg.

g€G g€G g€G 8€G g€G g€G

Comparando estas dos expresiones, se puede calcular el centro de R[G] (haga el ejercicio
11.10).

11.4.2. Ejemplo. En el dlgebra Z[S;] calculamos

(1-(12)4+2-(23))2=1-(12)2+2-(12)(23)+2-(23)(12) +4- (2 3)?
S~ ~— S~

—_——

—id =(123) =(132) —id
=5.id+2-(123)+2-(132).

Si C3 = {e,g,4°} es el grupo ciclico de orden 3, entonces tenemos en Z[Cs]
(e+g+8) =etg+g+g+8+ & +8°+ & + 8" =3-(e+g+g°)
——~ =~ =~
=e =e =g
(Para una generalizacion, de este cdlculo, haga el ejercicio 11.9.) A

11.4.3. Proposicién (Propiedad universal del dlgebra de grupo o adjuncién con A ~» A*).
Sea R un anillo conmutativo, G un grupo y A una R-dlgebra. Todo homomorfismo de grupos
f: G — A* seextiende de modo iinico a un homomorfismo de R-dlgebras f: R[G] — A:

G —— RG]

| Eh
A —— A

En otras palabras, hay una biyeccion natural
{homomorfismos de R-dlgebras R[G] — A} = {homomorfismos de grupos G — A™ }.
En particular, para todo anillo R hay una biyeccion natural

{homomorfismos de anillos Z|G] — R} = {homomorfismos de grupos G — R* }.
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Demostracion. Sea a: R — A el homomorfismo que define la estructura de R-4lgebra. Sea
f: R[G] = A un homomorfismo de R-édlgebras. Puesto que G C R[G]*, este homomorfismo
se restinge a un homomorfismo de grupos f: G — A*. Luego,

f(Z agg) = Z f(agg) = Z “(ag)f(g)-
g€G geG g€G
| |

11.44. Corolario. Sea R un anillo conmutativo. Todo homomorfismo de grupos f: G — H se
extiende de manera candnica a un homomorfismo de R-dlgebras f: R[G] — R[H].

Demostracion. El homomorfismo de R-dlgebras en cuestion viene dado por

f(Z agg) = Z ag f(8),

g€G g€G

y es un caso particular del resultado anterior:

El dlgebra R[G] juega papel importante en la teoria de representacion de grupos finitos.

11.5 Monomorfismos y epimorfismos de anillos

11.5.1. Proposicién. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos. Las siguientes condiciones son
equivalentes.

1) f es inyectivo.
2) Si S’ es otro anillo y hay homomorfismos g,¢': R' — R tales que f o g = f o g, entonces
g§=g"

En este caso se dice que f es un monomorfismo.
Demostracion. La implicacién 1) = 2) se cumple para cualquier aplicacion inyectiva f. Para
ver que 2) = 1), supongamos que f no es inyectiva y existen diferentes x, x" € R tales que
f(x) = f(x'). Primero recordemos que para todo anillo R un homomorfismo f: Z[X] — R
estd definido de modo tnico por f(X) € R (véase el comentario 11.3.9). Consideremos los

homomorfismos
¢:Z|X] - R, Xm—x
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¢:Z[X] > R, Xw—x.

Ahora fog = fog/, aunque g # ¢'. [ |

11.5.2. Ejemplo. Consideremos la propiedad dual para un homomorfismo f: R — S:si S’
es otro anillo y hay homomorfismos g,8': S — S’ tales que g o f = g’ o f, entonces g = g'. Esto
se cumple si f es sobreyectivo. Sin embargo, esta propiedad no necesariamente implica
que f es sobreyectivo. Por ejemplo, consideremos la inclusién i: Z — Q. Supongamos que
goi= g oi. Luego, para todo § € Q se tiene

g(%) —g(ﬂ)-g(b —g’(a)-g(ll,> =g (gb) -g(;> :g’(%) 8'(b)-g %
~e(5) s (1) =9 (2) 5 (1-1) = () 500 =5
Entonces, g = ¢'. A

11.5.3. Proposicién (Propiedad universal de la imagen). Sea f: R — S un homomorfismo de
anillos.

1) Existe una factorizacion de f por el monomorfismo canénico i: im f ~— S (inclusion de
subanillo):

f=ioF.

2) Supongamos que hay otro anillo I junto con un monomorfismo j: I — S y una factorizacion
de f por I:

. !
f=iof.
Luego existe un inico homomorfismo ¢: im f — I que hace conmutar el siguiente diagrama:
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pof=f, jop=i
(¢ es mono, puesto que i = jo ¢ lo es).

Demostracion. La parte 1) estd clara de la definicién de la imagen: ya que f toma sus valores
en im f C S, en realidad f puede ser vista como una aplicacién f: R — im f. Es un
homomorfismo, puesto que f es un homomorfismo. Su composicién con la inclusién del
subanillo i: im f ~— S coincide con f.

En 2), la tinica opcién para ¢ para que se cumpla ¢ o f = f’ es definir

¢:imf —1,
f(x) = f(x).
Esta aplicacion estd bien definida: si tenemos f(x1) = f(x2), entonces
j(f'(x1)) = f(x1) = f(x2) = j(f'(x2)) = f'(x1) = f'(x2).

También se cumple i = j o ¢. En efecto, para h = f(x) € im f tenemos

jl(h)) = j(f'(x)) = f(x).

11.6 Ideales

El la teoria de grupos, el grupo cociente se construye a partir de un subgrupo normal.
Para anillos, los cocientes se definen a partir de un ideal.

11.6.1. Definicién. Sea R un anillo y sea I C R un subgrupo abeliano de R respecto a la
adicién.

1) Sirx € I para cualesquierar € Ry x € I, se dice que I es un ideal izquierdo en R.
2) Sixr € I para cualesquiera r € Ry x € I, se dice que I es un ideal derecho en R.

3) Si se cumplen las condiciones 2) y 3), entonces se dice que I es un ideal bilateral en
R. Esto es equivalente a asumir que rxr’ € [ para cualesquiera 7,7’ € Ry x € I.
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11.6.2. Comentario. Tenemos —x = (—1)-x = x - (—1), asi que para comprobar que un
subconjunto I C R es un ideal, es suficiente comprobar que I no es vacio, cerrado respecto
a la adicién, y cumple una de las propiedades 1)-3) de la definicién de arriba.

11.6.3. Comentario. Si R es un anillo conmutativo, entonces las condiciones 1)-3) son equi-
valentes. En este caso se dice simplemente que I es un ideal en R.

11.6.4. Observacién. Sea R un anillo.

1) Si Iy C R es una familia de ideales izquierdos (resp. derechos, bilaterales), entonces (. Iy es
un ideal izquierdo (resp. derecho, resp. bilateral).

2) Si
LHChCRC---CR

es una cadena de ideales izquierdos (resp. derechos, bilaterales), entonces \Jy Iy es un ideal
izquierdo (resp. derecho, resp. bilateral).

Demostracion. Ejercicio para el lector. n

11.6.5. Ejemplo. 0 y R son ideales bilaterales para cualquier anillo R. A

11.6.6. Ejemplo. Consideremos el anillo de los ntiimeros enteros Z. Como sabemos, sus
subgrupos abelianos son de la forma

nZ:={nalacZ}

paran =0,1,2,3,... Se puede comprobar que nZ son ideales (al multiplicar un maltiplo
de n por cualquier ntimero entero se obtiene un multiplo de n). A

11.6.7. Observacién. Sea R un anillo.

1) Para un ideal izquierdo (resp. derecho, resp. bilateral) I C R se tiene I = R siy solosiu € I
para algiin elemento invertible u € R*.

2) Si R es un anillo conmutativo, entonces R es un cuerpo si y solo si 0 y R son los iinicos
ideales en R.

Demostracion. En 1), notamos que si I = R, entonces 1 € I y 1 € R*. Viceversa, si u € R
es un elemento tal que u € I, entonces para todo r € R

r=r-l1=r(utu)=ruHuel
Este argumento funciona si I es un ideal izquierdo. Para un ideal derecho, tenemos
r=1lr=@wu Hr=u(u'r)el

En 2), si R es un cuerpo, entonces para todo ideal no nulo I si x € I y x # 0, entonces
x € R* y por ende I = R segtn la parte 1). Viceversa, si 0 y R son los tinicos ideales en R,
para x # 0 podemos considerar el ideal

Rx:={rx|r € R}.

Tenemos Rx # 0, asi que Rx = R. En particular, rx = 1 para algtn r € R, y este elemento r
es el inverso de x. [ |
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11.6.8. Ejemplo. Sea X un conjunto no vacio y sea R un anillo. Entonces, las aplicaciones
f: X — R forman un anillo Fun(X, R) respecto a las operaciones punto por punto. Para un
punto x € X sea I, el conjunto de las aplicaciones tales que f(x) = 0:

ILi:={f: X = R| f(x) =0}.
Esto es un ideal en Fun(X, R). En general, para un subconjunto Y C X, tenemos un ideal

I(Y)= () Ik ={f: X = R| f(x) = 0 para todo x € Y} C Fun(X,R).
xeYy

A

El daltimo ejemplo tiene muchas variaciones. Por ejemplo, se puede tomar R = R y X un
subconjunto de R y considerar las funciones continuas f: X — R. También se puede tomar
un cuerpo k y el espacio afin

A" (k) :=={(x1,...,xn) | x; € k}

y en lugar de todas las funciones f: A" (k) — k considerar los polinomios f € k[Xj, ..., Xy]
que también pueden ser evaluados en los puntos de A" (k).

11.6.9. Ejemplo. Sea k un cuerpo. Para todo subconjunto X C A’ (k) consideremos el
conjunto de los polinomios en 7 variables con coeficientes en k que se anulan en todos los
puntos de X:

I(X) :={f €k[Xy,...,Xu] | f(x) =0 paratodo x € X} = (] I({x}).

xeX

Esto es un ideal en el anillo de polinomios k[Xj, ..., X;]. En efecto, si f;(x) = 0 para todo
x € X, entonces todas las sumas finitas ) ; g; f; se anulan sobre X. A

En este curso no vamos a ver muchos resultados sobre anillos no conmutativos, pero es
bueno conocer algunas definiciones basicas. El lector interesado puede consultar el libro
[Lam2001].

11.6.10. Ejemplo. Las matrices de la forma <I 0

0) forman un ideal izquierdo en M;(R)
* *
0 0

no es izquierdo. A

que no es un ideal derecho. Viceversa, las matrices ( > forman un ideal derecho que

11.6.11. Observacién. Sea k un cuerpo. Entonces, los iinicos ideales bilaterales en el anillo de
matrices R = My (k) son 0 y R.

Demostracién. Denotemos por ¢;; la matriz que tiene ceros en todas las entradas y 1 en la
entrada (i, ). Notamos que
eij Aegy = ajy e
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Supongamos que I C R es un ideal bilateral no nulo. Sea A € I donde A es una matriz tal
que aj; # 0 para algunos 1 < j, k < n. Luego, la férmula de arriba nos dice que para todo
1 <i, ¢ <nsetiene

ey = Ll]»7<1 ejj Aceyy.

Puesto que I es un ideal bilateral, podemos concluir que todas las matrices e;) pertenecen a
I. Luego, para cualquier matriz B = (b;) € M, (k) tenemos

B= Y. byeq,

1<il<n

y esta matriz pertenece a I, siendo una suma de b;; ¢;; € I. Entonces, acabamos de probar
que un ideal bilateral no nulo en M, (k) necesariamente coincide con todo M, (k). [ |

Para una generalizacion del dltimo resultado, haga el ejercicio 11.15.

11.6.12. Observacién. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos.

1) Si I C S es un ideal izquierdo (resp. ideal derecho, resp. ideal bilateral), entonces f~1(I) es
un ideal izquierdo (resp. ideal derecho, resp. ideal bilateral) en R.

2) Si f es sobreyectivo e I C R es un ideal izquierdo (resp. ideal derecho, resp. ideal bilateral),
entonces f(I) es un ideal izquierdo (resp. ideal derecho, resp. ideal bilateral) en S.

Demostracion. Veamos el caso de ideales izquierdos; el caso de ideales derechos y bilaterales
es similar.

Tenemos f(Or) = 0s € I, asi que Og € f~Y(I). Si x,y € f~1(I), esto significa que
f(x),f(y) € I Luego, f(x+y) = f(x)+ f(y) € I, asi que x +y € f1(I). Ahora si
x € f~1(I), entonces f(x) € I, y luego f(rx) = f(r) f(x) € I para cualesquiera r € R, asi
que rx € f~1(I).

En la parte 2), tenemos 05 = f(Og) donde Og € I, asi que Os € f(I). Para x,y € I
tenemos x +y € I, asi que f(x), f(y) € f(I) implica que f(x) + f(y) = f(x+y) € f(I).
Parax € I ys € S, dado que f es una aplicacion sobretectiva, se tiene s = f(r) para algtn

r € R. Luego, s f(x) = f(r) f(x) = f(rx) € f(I). [ |

11.6.13. Comentario. Si f: R — S es un homomorfismo que no es sobreyectivo e I C R
es un ideal, entonces f(I) no tiene por qué ser un ideal en S. Considere por ejemplo la
inclusién f: Z — Q.

11.7 Ideales generados

11.7.1. Definicién. Sea R un anillo y A C R un subconjunto.
1) El ideal izquierdo generado por A es el minimo ideal izquierdo que contiene a A:

RA:= (] L

ICR
izquierdo
ACI
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2) El ideal derecho generado por A es el minimo ideal derecho que contiene a A:

AR:= () L

ICR
derecho
ACI

3) El ideal bilateral generado por A es el minimo ideal bilateral que contiene a A:

RAR:= () L

ICR
bilateral
ACI

11.7.2. Comentario. Si A = {xy,...,x,} es un conjunto finito, se usa la notacién
RA=Rxy+---+Rx,, AR=x1R+---+x,R, RAR = Rx1R+---+ Rx,R.

11.7.3. Comentario. Notamos que cuando R es un anillo conmutativo, se tiene RA =
AR = RAR, y normalmente este ideal se denota por (A), o por (xq,...,x,) cuando
A = {xq,...,x,} es un conjunto finito.

11.7.4. Definicién. Si I C R es un ideal (izquierdo, derecho, bilateral) que puede ser
generado por un ntimero finito de elementos, se dice que I es finitamente generado. Si [
puede ser generado por un elemento (es decir, I = Rx, xR, RxR respectivamente), se dice
que I es un ideal principal.

11.7.5. Ejemplo. Todo ideal en Z es de la forma nZ para algin n = 0,1,2,3,... El ideal
nZ es el minimo ideal que contiene a 1, asi que es exactamente el ideal generado por .
Entonces, todos los ideales en Z son principales. A

Mas adelante vamos a estudiar los anillos conmutativos donde todos los ideales son
finitamente generados o donde todos los ideales son principales.

11.7.6. Observacién. Sea R un anillo y A C R un subconjunto.
1) Elideal RA consiste en todas las sumas finitas ) ; r;a; donde r; € Ry a; € A.
2) Elideal AR consiste en todas las sumas finitas ) ; a;r; donde r; € Ry a; € A.
3) Elideal RAR consiste en todas las sumas finitas Y ; r; a; rlf donde r;, rf € Rya; € A

Demostracion. Verifiquemos, por ejemplo, la parte 1). Si I es un ideal izquierdo tal que
A C I, entonces ) ; r;a; € I para cualesquiera r; € R, a; € A. Ademads, se ve que

{er,»ai

es un ideal izquierdo: es cerrado respecto a las sumas: si ) ;r;a; y Zj r; a;- son sumas finitas

I’[ER,aiEA}

con r;, r; ERy ai,a} € A, entonces Y ;7;a; + Y r} a;« es una suma finita de la misma forma.
Ademads, para todo 7 € R
rY riai =Y (rri) a,
i

1
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asi que el conjunto es cerrado respecto a la multiplicacién por los elementos de R por la
izquierda.
Las partes 2) y 3) se verifican de la misma manera. |

11.7.7. Corolario (Sumas de ideales). Sea R un anillo y sea I C R una familia de ideales iz-
quierdos (resp. derechos, resp. bilaterales). Entonces, el ideal izquierdo (resp. derecho, resp. bilateral)
generado por los elementos de Ij. coincide con el conjunto

Y Iy := {sumas finitas Y xi | x € I}
k k

y se llama la suma de los ideales Iy. Es el minimo ideal izquierdo (resp. derecho, resp. bilateral) en
R tal que Iy C Y Iy para todo k.

Demostracion. Por ejemplo, en el caso de ideales izquierdos, la observacién anterior nos
dice que hay que tomar las sumas finitas ) ; 7;4; donde r; € Ry a; € I para algtn k. Puesto
que cada I; es un ideal izquierdo, en este caso se tiene r;a; € I. Las sumas de elementos del
mismo ideal I también pertenecen a I;.. Entonces, el conjunto de las sumas finitas }; r;a;
coincide con el conjunto de las sumas finitas ) ; xx donde xj € I. |

11.7.8. Observacién (Productos de ideales). Sea R un anillo y sean Iy,...,I, C R ideales
izquierdos (resp. derechos, bilaterales).

1) Elideal izquierdo (resp. derecho, bilateral) generado por los productos x1 - - - x, donde x; € I
coincide con el conjunto

L - - - I := {sumas finitas inl x| X € I}
i

y se llama el producto de los ideales I, . . ., I,.
2) Sily,..., I, son ideales bilaterales, entonces

L L, ChLN---NI,.

Demostracion. Por ejemplo, en el caso de ideales izquierdos, hay que considerar las sumas
Y.irixj - - xj, donde r; € R, pero I; es un ideal, asi que r; x;, € .

Si todo I es un ideal bilateral, tenemos x; - --x; ---x;, € [y paratodok =1,...,n, asi
que Iy - - - I, C I para todo k. |

11.7.9. Ejemplo. Para dos ideales aZ,bZ C Z tenemos

aZ. +bZ =d7Z, d=mcd(a,b),
aZ - bZ = abZ,
aZNbZ =mZ, m=mcm(a,b).
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A

11.7.10. Definicién. Sea R un anillo y sea I C R un ideal bilateral. Paran = 1,2,3,... la
n-ésima potencia de I se define mediante

"= IVJ = {sumas finitas inl x| X €1}

N
n 1

que es equivalente a la definicién inductiva
=1 1:=1.1""

11.7.11. Ejemplo. Sea k un cuerpo y sea k[X] el anillo de polinomios correspondiente. El
ideal generado por X en k[X] viene dado por

[:=(X)={f € k[X] | deg f > 1} U {0}.

Luego, se ve que
I" = (X") = {f € k[X] | deg f > n} U {0},

A

11.7.12. Ejemplo. En el anillo Z[X] consideremos el ideal I := (2, X) generado por los
elementos 2 y X. Es el ideal de los polinomios con el término constante par:

2,X)={2f+Xg|f,.g€ZX]} ={an X"+a,_ 1 X+---+a1 X+ap |n>0,a; € Z, ay es par}.

Luego,
I? = {sumas finitas Z figi
i

fz'/gi S I}.

En particular, dado que 2 € I y X € I, tenemos 4, X> € I?, y por lo tanto X? +4 € 2.
Notamos que el polinomio X? + 4 no puede ser escrito como un producto fg donde
f.gel A
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11.7.13. Ejemplo. Sea k un cuerpo. Para una coleccién de polinomios f; € k[Xy, ..., Xy]
consideremos el conjunto de sus ceros comunes en A" (k):

V({fitier) := {x € A" (k) | fi(x) = 0 para todo i € I}.

Diferentes colecciones { f; },c; pueden dar el mismo conjunto de los ceros. Para resolver este
problema, podemos definir para todo ideal | C k[Xj, ..., X;]

V(]):=={x € A"(k) | f(x) =0 para todo f € J}.

Ahora

V({fitier) = V((fi)ier)
donde (f;);ec; denota el ideal en k[Xj, ..., X,] generado por los polinomios f;. En efecto,
en general, la inclusion {f;}icr C (fi)ier implica que V({fi}ticr) 2 V((fi)ier)- Viceversa, si
x € V({fi}ier), entonces f;(x) = 0 para todo i, y por ende todas las sumas finitas }; g; f; se
anulan en x. A

Los ejemplos 11.6.9 y 11.7.13 nos dan dos operaciones I y V:
v
{ideales | C k[Xj, ..., Xy]} = {subconjuntos X C A"(k)}
I

Vamos a ver algunas relaciones entre ellas en los ejercicios 11.19 y 11.20. Su estudio pertenece
al terreno de la geometria algebraica. Para una introduccién, el lector puede consultar el
libro [Ful2008].

11.8 EIl nucleo de un homomorfismo de anillos

Un ejemplo importante de ideales bilaterales es el nticleo de un homomorfismo de
anillos.

11.8.1. Observacién. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos. Entonces, el conjunto
ker f:={x € R| f(x) =0}
es un ideal bilateral en R, llamado el niicleo de f.

Note que en la teoria de grupos, si f: G — H es un homomorfismo, entonces ker f es
un subgrupo normal de G. Para un homomorfismo de anillos f: R — S, el niicleo ker f no
es un subanillo de R, sino un ideal.

Demostracion. Un homomorfismo de anillos es en particular de los grupos abelianos corres-
pondientes, y ya sabemos que el nticleo es un subgrupo abeliano. Falta comprobar que para
cualesquiera x € ker f y r - R se cumple rx, xr € ker f. En efecto, si f(x) = 0, entonces

flrx) = f(r) f(x) = f(r)-0=0, f(xr) = f(x) f(r) =0 f(r) = 0.
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11.8.2. Observacion. Un homomorfismo de anillos f: R — S es inyectivo (es decir, un monomor-
fismo) si y solo si ker f = 0.

Demostracion. Ya lo verificamos para homomorfismos de grupos abelianos. |

11.8.3. Observacién. Sea k un cuerpo y R un anillo no nulo. Entonces, todo homomorfismo
f+k — R es inyectivo.

Demostracion. Si R # 0, entonces f(1x) = 1gr # 0y 1x € ker f. Pero las tnicas opciones son
ker f = 0y ker f = k. Entonces, ker f = 0. |

11.9 Anillos cociente

11.9.1. Definicién. Sea R un anillo y sea I C R un ideal bilateral. El anillo cociente
correspondiente R/ es el grupo abeliano cociente R/I con la multiplicacién definida por

(x+1)-(y+1I):= (xy+1I).

Hay que verificar que el producto estéd bien definido. Supongamos que x + I = x' + I;
es decir, x — x" € I. Luego, xy — x'y = (x — x’)y € I, dado que I es un ideal derecho, y
esto implica que xy + I = x’y + I. De la misma manera, si y + [ =y + I, esto significa que
y —y' € I. Esto implica que xy — xy’ = x (y —y') € I, puesto que I es un ideal izquierdo.
De aqui se sigue que xy + I = xy’ + I. Notamos que en este argumento es importante que I
sea un ideal bilateral .

Dejo al lector verificar que los axiomas de anillo para el cociente R/ se siguen de los
axiomas correspondientes para R.

11.9.2. Ejemplo. En todo anillo R hay dos ideales evidentes: I = 0 e I = R. Al desarrollar
las definiciones, se ve que R/0 = Ry R/R = 0. A

11.9.3. Ejemplo. El cociente del anillo Z por el ideal nZ es el anillo Z/nZ de los restos
moédulo 7. A

11.9.4. Ejemplo. Tenemos R[X]/(X? + 1) = C. En efecto, puesto que X?> = —1 (méd X? +
1) en el cociente, se ve que los elementos de R[X]/(X? + 1) pueden ser representados por
los polinomios b X + a, donde a,b € R. Luego,

(bX4a)(dX +c)=bd X?+ (bc + ad) X + ac = (ac — bd) + (bc +ad) X (méd X2 +1).
Esta férmula corresponde a la multiplicacién compleja, y por ende se tiene un isomorfismo
R[X]/(X*+1) = C
bX4+a—~a+bv-1.

A

“De la misma manera, el producto sobre el grupo cociente G/H esta bien definido solo cuando H es un
subgrupo normal (véase el capitulo 7).
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11.9.5. Ejemplo (El cuerpo de cuatro elementos). Calculemos Fo[X]/(X? + X + 1). Puesto
que X2 = X +1 (méd X? + X + 1), todos los elementos del cociente pueden ser represen-
tados por los polinomios de grado < 1 en IF5[X]:

0, 1, X X+1.

La tabla de adicién correspondiente viene dada por

+ ] 0 1 X X1
0 [ 0 1 X X+1
1|1 0 X+1 X
X | X X1 0 1
X+1|X+1 X 1 0

Notamos que este grupo es isomorfo al grupo de Klein V = Z /27 x Z/27Z. La tabla de
multiplicacién viene dada por

- |0 1 X X+1
0 [0 © 0 0

1 |0 1 X X+1
X |0 X X+1 1
X+1|0 X+1 1 X

Se ve que todo elemento no nulo es invertible, asi que IF>[X]/(X? + X + 1) es un cuerpo de
cuatro elementos. Su grupo de elementos no nulos es de orden 3 y en particular es ciclico.
Esto coincide con el resultado del capitulo 7 que dice que si k es un cuerpo, entonces todo
subgrupo finito de k* es necesariamente ciclico. A

Mas adelante en el curso vamos a construir todos los cuerpos finitos.

11.9.6. Proposicién (Propiedad universal del anillo cociente). Sea I C R un ideal bilateral.
Sea

p: R—- R/I,
x—x+1
la proyeccién candnica sobre el anillo cociente. Si f: R — S es un homomorfismo de anillos tal

que I C ker f, entonces f se factoriza de modo vinico por R/I: existe un homomorfismo iinico
f:R/I = Stalque f = fop.
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Demostracién. La flecha punteada f es necesariamente
x+1— f(x).

Es una aplicacion bien definida: si x + I = x” + I para algunos x,x" € R, entonces x — x’ € I,
luego x —x' € ker f y
flx=+) =0 = f(x) = f(x).

La aplicacién f es un homomorfismo de anillos, puesto que f lo es. |

11.9.7. Corolario (Funtorialidad del cociente).

1) Sea f: R — S un homomorfismo de anillos. Sean I C Ry J C S ideales bilaterales. Su-
pongamos que f(I) C J. Entonces f induce un homomorfismo canénico f: R/1 — S/ ] que
conmuta con las proyecciones canénicas:

3) Sean f: R — R'y g: R — R" dos homomorfismos de anillos y sean I C R, I' C R/,
I" C R” ideales bilaterales tales que f(I) C I' y g(I') C I". Entonces, go f =g o f:

[ - I (R s 1
AR
R R/ 8 R"
I
R/I ——f—7> R'/T ,,:g,,> R" /1"
e —/’/),
gof=gof
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Demostracién. En 1) la flecha f existe y es tnica gracias a la propiedad universal de R/

aplicada a la composicién R i> S — S/]. Los resultados de 2) y 3) siguen de la unicidad
del homomorfismo inducido sobre los grupos cociente. |

11.9.8. Proposicién (Primer teorema de isomorfia). Sea f: R — S un homomorfismo de
anillos. Entonces, existe un isomorfismo canénico

o~

f:R/kerf = imf

que hace parte del diagrama conmutativo

Descifremos el diagrama: la flecha R — R/ ker f es la proyeccién canénica x — x + ker f
y la flecha im f ~— S es la inclusion de subanillo, asi que el isomorfismo f necesariamente
viene dado por

frg+kerf— f(g).

Demostracién. La flecha f viene dada por la propiedad universal de R/ ker f:

ker f

3%

R—L % imf

l ///1
/////Elf

Luego, el homomorfismo f es evidentemente sobreyectivo. Para ver que es inyectivo,
notamos que

fx)=f(y) <= x—yeckerf <= x+kerf=y+kerf.

11.9.9. Ejemplo. Consideremos el homomorfismo de evaluacién
f:R[X] = C[X] = C,
fr= f(V=1).

Es visiblemente sobreyectivo. Su ntcleo consiste en los polinomios en R[X] que tienen v/—1
como su raiz; es decir, los polinomios divisibles por X? + 1. Entonces, ker f = (X? +1).
Podemos concluir que R[X]/(X?+1) = C. A
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11.9.10. Ejemplo. Sea p un nimero primo. Consideremos el anillo

a
Este es un subanillo de Q. Consideremos la aplicacién

f: Z(p) — Z/ka,
a

o [l (8]

-1
pk

que a una fraccién § € Z,) asocia el producto del resto [a]pk por el inverso multiplicativo

[b] ;kl (que existe, dado que p { b). Notamos que la aplicacion esté bien definida: si § = %,

entonces [a] [b];"l = [a'] e [V ];kl. Esto es un homomorfismo de anillos: tenemos

by 4+ axb _ _ _
P54+ 52) =7 (M) — oot bl s (bl = (o) bl + ozl o) ] ]

o ol + e =1 (32) 7 ().
b b m as

-1

Este homomorfismo es sobreyectivo: para [a],« € Z/ p*Z tenemos f (4) = [a] [1]pk = [a] -
El ntcleo viene dado por
_ /4 “1_gl_[2 _ol_J[2 k
ker f = {B €z, \ ] [0],) = 0} = {B €2, ] la] o = 0} = {E €z, ’ P la}.

Este es precisamente el ideal ka(p) generado por p*. El primer teorema de isomorfia nos
dice que
Z) /P2y = 2/ P'Z.

A

Ahora vamos a formular el segundo y el tercer teorema de isomorfia, pero los dejo como
un ejercicio.

11.9.11. Teorema (Segundo teorema de isomorfia). Sean R un anillo, S C R un subanillo y
I C R un ideal bilateral. Entonces,

1) S+1:={x+y|xeS,yeI}esunsubanillo de R;

2) I es un ideal bilateral en S + I;
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3) la aplicacién
S—=(S+1)/1,
Xx—x+1
es un homomorfismo de anillos sobreyectivo que tiene como niicleo a S N 1.
Luego, gracias al primer teorema de isomorfia,
S/(SNI)=(S+1)/L

11.9.12. Teorema (Tercer teorema de isomorfia). Sea R un anillo y sean I C | C R ideales
bilaterales. Entonces, la aplicacion

R/I —R/],
x+I—x+]
estd bien definida y es un homomorfismo sobreyectivo que tiene como niicleo a
J/I:={x+1|x€]J} CR/L
Luego, gracias al primer teorema de isomorfia,
(R/I)/(J/T)=R/].
En fin, vamos a describir los ideales en el anillo cociente.

11.9.13. Teorema. Sea R un anillo y sea I C R un ideal bilateral. Denotemos por p: R — R/1 la
proyeccion sobre el anillo cociente dada por x — x + 1. Hay una biyeccion

{ideales bilaterales ] C R tales que I C J} <> {ideales bilaterales ] C R/ I},
J=p()=]/1,
P () T

Esta biyeccidn preserva las inclusiones:

1) sil C ]y C Jp, entonces [1/1 C |2/

2) siJ; € Jo € R/I, entonces p~'(I)) C p~(J2).
Demostracion. El hecho de que las aplicaciones estén bien definidas sigue de 11.6.12. El
homomorfismo p: R — R/I es sobreyectivo, asi que para todo ideal ] C R su imagen p(])
es un ideal en R/I. Para todo ideal ] C R/I la preimagen p’l(f) es un ideal en R. Ademas,
tenemos Og,/; € ] para todo ideal ] € R/T'y p~!(Og/) = I, asi que I C p~*(]).

Hay que ver que las aplicaciones | ++ /Iy J — p~'(]) son mutualmente inversas.
Tenemos

p M/ I={x+Ilxep (N} ={pkx) | px)eTt=T

ptJ/I)={xeR|p(x)€J/I}={xeR|x+I1€]/I}=].

Esta claro que las dos aplicaciones preservan las inclusiones (esto es teorfa de conjuntos
elemental). (]
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11.9.14. Ejemplo. Describamos los ideales en el anillo cociente Z/127Z. Segtin el teorema,
estos corresponden a los ideales en Z que contienen a 12Z:

1272 C nZ C Z.

Dado que 12Z C nZ significa que n | 12, tenemos n = 1,2, 3,4, 6,12. Entonces, los ideales
en el cociente son

127./127Z = 0.

Tenemos las siguientes inclusiones de ideales:

7 7/12Z
2Z 27./127
3Z 32./12Z
47 / 47./127 /
\62 6Z/12Z
|
0 0

11.10 Productos de anillos
11.10.1. Definicién. Sea R;, i € I una familia anillos. El producto [];c; R; es el conjunto

[ TR = {(xi)icr | xi € R}

i€l
con la suma y producto definidos término por término:

(xi)ict + Wi)ier := (i +Yi)icl,
(xi)ier - (Wi)ier := (XiVi)ier-
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Ya que las operaciones se definen término por término, los axiomas de anillos para los
R; implican los axiomas correspondientes para el producto [];c; R;. El cero es el elemento
donde x; = 0 para todo i € I y la identidad es el elemento donde x; = 1 para todo i € I.
Notamos que las proyecciones naturales sobre cada uno de los R;:

pi: [ [Ri - Ri,
icl
(xi)ier = X

son homomorfismos de anillos’.
Cuando I = {1,...,n} es un conjunto finito, se usa la notacién Ry x - - - X Ry,.

11.10.2. Observacién (Propiedad universal del producto). Sea R;, i € I una familia de anillos
y S cualquier otro anillo. Para toda familia de homomorfismos de anillos { f;: S — R;}ic; existe un
tinico homomorfismo de anillos f: S — [1;c; R; tal que pjo f = f; para todo i € 1.

S
a!if

~

[Tier Ri —5— R

fi

En otras palabras, hay una biyeccion natural entre conjuntos

{homomorﬁsmos S — HRZ} = T T{homomorfismos S — Ry},

iel iel
frpiof.
Demostracion. La condicién p; o f = f; implica que f viene dado por
s = (fi(s))ier-
Puesto que cada uno de los f; es un homomorfismo de anillos, esta férmula define un
homomorfismo de anillos. |

11.10.3. Observacion. Sean Ry, R», R3 anillos.
1) Hay un isomorfismo natural de anillos Ry X Ry = Ry x Rj.
2) Hay isomorfismos naturales (R; X Rp) X R3 = Ry x (Rp X R3) = Ry X Ry X R3.

Demostracion. Ejercicio para el lector. Esto se puede deducir de la propiedad universal del
producto (véase las pruebas correspondientes para los productos de grupos en el capitulo
10). |

11.10.4. Observacién (R ~» R* preserva productos). Sea R;, i € I una familia de anillos. Hay
un isomorfismo natural de grupos

X
. o~ x
(TTR)" =TT
i€l il
“Note que las inclusiones R; — [T;c; R; no son homomorfismos de anillos: la identidad no se preserva.
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Demostracion. Dado que el producto en el anillo [];c; R; estd definido término por término,
un elemento (x;);c; es invertible en [;c; R; si y solo si cada x; es invertible en R;. |

11.10.5. Digresion (*). Otra prueba més general y abstracta puede ser obtenida de 11.4.3.
Para cualquier grupo G y anillo R hay una biyeccion natural

{homomorfismos de anillos Z[G] — R} = {homomorfismos de grupos G — R* }.

Junto con la propiedad universal del producto de grupos y de anillos, esto nos da biyecciones
naturales para cualquier grupo G

{homom. de grupos G — HRZ.X} = [ [{homom. de grupos G — R/}

iel iel

= [ [{homom. de anillos Z[G] — R;} = {homom. de anillos Z[G| — HRi}
i€l i€l

X
= {homom. de grupos G — (H Rl-) } .
il
X
Esto es suficiente para concluir que [T;c; R = (Hie I Ri) , pero omitiré los detalles. El

punto es que el isomorfismo de 11.10.4 puede ser obtenido como una consecuencia formal
de 11.4.3.

En el capitulo 10 hemos probado que si m y n son coprimos, entonces hay un isomorfismo
de grupos abelianos Z/mnZ. = Z./mZ x Z/nZ. En realidad, esto es un isomorfismo de
anillos, y ahora estamos listos para probar una generalizacién.

11.10.6. Teorema chino del resto. Sea R un anillo conmutativo y sean I, ..., I, C R ideales
tales que Iy + Iy = R para k # {. Luego, hay un isomorfismo natural

R/(L -+ I) 2 R/L x -+ x R/ L.

Demostracion. Denotemos por px: R — R/ Iy las proyecciones candnicas x — x + Ii. Estas
inducen un homomorfismo de anillos

R— R/ x---xR/I,,
x—= (x+I,...,.x+ 1).

Vamos a probar que es sobreyectivo y su nticleo es igual al producto de ideales I; - - - ;.

Escribamos x =y (mo6d I) para x + I = y + I. Para ver la sobreyectividad, necesitamos
probar que para cualesquiera xi,...,x; € R existe x € I tal que x = x; (méd Ii) para todo
k=1,...,n. Tenemos

R:R'--R:(11+12)(11+I3)---(11+In):I-l-lzlg-"ln,

donde I C I;. De hecho, al desarrollar el producto de sumas de ideales (vése el ejercicio
11.13), se ve que todos los términos pertenecen a Ij, salvo el dltimo término I I3 - - - I;.
Podemos concluir que

(11.2) L+bLI;---I, =R
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En particular, existen z; € Iy e y; € b I3+ 1, tales que z; + y; = 1. Tenemos entonces
y1 =1 (méd I) e y; =0 (m6d Ii) para k # 1. Usando el mismo argumento, podemos ver
que existen vy, ..., Y, que satisfacen

=1 (méd L), y=0 (mdd I;)sil # k.

El elemento
X:=x1Yy1+--+XnlYn

cumple la condicién deseada x = x; (mod I;) para todok =1,...,n.
Ahora necesitamos calcular el nicleo del homomorfismo x +— (x + Iy,...,x + I;). Esta
claro que
ker(x — (x+IL,...,x+1;)=hLN---N1I,.

Vamos a probar que la hipétesis de que I 4+ Iy = R para k # ¢ implica que
LN---Nly=1IL- I,

La inclusién que se cumple en cualquier casoes Iy --- [, € I; N--- N I, y hay que probar la
inclusién inversa.

Procedamos por induccién sobre 1. Supongamos que n = 2 e I} + I = R. Luego, existen
y €l yze I tales que y + z = 1. Para todo x € I; N I, se tiene

x=x(y+z)=xy+xzehb,

asique 1 NI C I1 I».
Para n > 2, supongamos que el resultado se cumple para n — 1 ideales. Entonces,

LNn---NL,=LN(LNEN---NI)=LNhLIz---I.

Sin embargo, 11 + 12 13 cee In =R (Véase (112)), asi que Il N 12 13 s In = 11 12 13 s In por el
caso de dos ideales. [ |

11.10.7. Corolario. Siay,...,a, son niimeros coprimos dos a dos, entonces hay un isomorfismo de
anillos
Z/ay-anZ ZZ/mZ X - x Z.] a,Z.

Demostracion. Para dos ideales mZ y nZ en Z tenemos mZ - nZ. = mnZ.y mZ + nZ = dZ,
donde d = med(m, n). En particular, si m y n son coprimos, mZ + nZ = Z. Se cumplen las
condiciones del teorema anterior y se obtiene un isomorfismo

Z/ay- 0, Z 27/ Z X - X Z/a,Z.

11.10.8. Corolario.

1) La funcién de Euler ¢p(n) = [(Z/nZ)*| es multiplicativa: si m y n son coprimos, entonces
p(mn) = ¢(m) p(n).
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. . . . k k
2) Sin se factoriza en mimeros primos como py' - - - p,', entonces

o) = o) gtk =n (1- L) (1= 1)

Demostracion. Si m y n son coprimos, el isomorfismo de anillos
Z/mnZ = Z./mZ x Z./nZ
induce un isomorfismo de grupos
(Z/mnZ)* = (Z/mZ)* x (Z/nZ)",

como notamos en 11.10.4. De aqui sigue 1). La parte 2) se demuestra de la misma manera o
por induccién usando la parte 1). La férmula

p(p*) = p* (1 - ;)

fue obtenida en el capitulo 4. |

En el capitulo 10 hemos probado la multiplicatividad de la funcién ¢ de Euler usando
que los elementos de (Z/nZ)* son los generadores del grupo ciclico Z/nZ. La prueba de
arriba es mas natural.
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11.11 Ejercicios

Subanillos
Corto 1
23.08.18 Ejercicio 11.1. Verifique que hay una cadena de subanillos
Z[V5) ¢ Z[l +2\/§] CR
donde
1 1
Z[V5] == {a+bV5|a,b e Z}, z[ ?ﬂ - {a+b +2\@ ‘ a,b € z}.

Ejercicio 11.2. Consideremos el anillo de las funciones f: R — R respecto a las operaciones punto
por punto

(f+8)(x) = f(x) +g(x), (f-&)(x):= f(x)-g(x).

Demuestre que hay una cadena de subanillos

{funciones constantes R — R} C {funciones polinomiales R — R}
C {funciones continuas R — R} C {funciones R — R}.

Homomorfismos de anillos

Ejercicio 11.3. Sea R un anillo conmutativo y M,(R) el anillo de las matrices de n x n con
coeficientes en R. ;Cudles aplicaciones de abajo son homomorfismos?

1) La proyeccién

X11 X120 X
X21 X222 o Xop
— X11.
Xnl X2 Xnn
2) La traza
X11 X120 Xin
X21 X22 ottt X2

= X1+ X2+ X

Xnl  Xn2 0 Xun
3) El determinante A — det A.
Ejercicio 11.4. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos conmutativos y sean =1,2,3,...

1) Demuestre que f induce un homomorfismo de los anillos de matrices correspondientes fi: My (R) —
M,,(S) dado por

X1 X12 ccc Xip flxnn)  flx2) -+ f(x1)

X21 X2 ot X flxa1) flx2) -+ f(xon)
. . =

x;il x;zZ x;m f(xnl) f(xn2) f(x"n)
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2) Demuestre que f induce un homomorfismo de grupos GLy,(f): GL,(R) — GLy(S).

3) Demuestre que el diagrama de homomorfismos de grupos

GL,(R) —9; Rx

GL( f)l lf *

conmuta.

(Sugerencia: use la formula det(x;;) = Yyes, SN * X15(1) " * * Xyo(n)-)

Ejercicio 11.5. Sea R un anillo conmutativo. Calcule Z(My,(R)), el centro del anillo de las matrices
de n x n con coeficientes en R.
(Véanse los ejercicios donde calculamos el centro del grupo lineal general GL, (R).)

Ejercicio 11.6.

1) Demuestre que un isomotfismo de anillos R — S se restringe a un isomotrfismo de grupos
R* — §*.

2) Demuestre que los anillos de polinomios Z[X| y Q[X] no son isomorfos.

Ejercicio 11.7. Sea f: R — S un homomorfismo sobreyectivo de anillos. Demuestre que f(Z(R)) C
Z(S).
Algebra de grupo

Ejercicio 11.8. Sea R un anillo conmutativo y G un grupo. Demuestre que

e:R[G] >R, Y aggr— ) ag
8€G g€G

es un homomorfismo sobreyectivo de anillos.

Ejercicio 11.9. Sea R un anillo conmutativo y G un grupo finito. Consideremos t := Y occ1-g €
R[G]. Demuestre que t* = |G| t.

Ejercicio 11.10. En este ejercicio vamos a calcular el centro del dlgebra de grupo R[G|. Considere-
mos

x=) agg € R[G].
8€G
1) Demuestre que x € Z(R[G]) si y solamente si hx = x h para todo h € G.

2) Deduzca que x € Z(R[G]) si y solamente si ag = -1 para cualesquiera g, h € G.

Entonces, el centro de R[G] consiste en los elementos Y oc ag § cuyos coeficientes ag son cons-
tantes sobre las clases de conjugacion de G.
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Corto 2

S . . . ) 30.08.18
Ejercicio 11.11. Sea R un anillo conmutativo y G un grupo. Consideremos el homomorfismo

e:R[G] >R, Y aggr ) ag
g€G geG

1) Demuestre que el ideal I := ker € estd generado por los elementos g — e para g € G. Este
se llama el ideal de aumento.

2) En particular, si G = C, = {e,g,...,8" '} es el grupo ciclico de orden n generado por g,

demuestre que ker € estd generado por el elemento g — e.

Ideales
Ejercicio 11.12. Sea R un anillo y S C R un subanillo.

1) Demuestre que para todo ideal I C R (izquierdo, derecho, bilateral) la interseccion IN S es
un ideal en S (izquierdo, derecho, bilateral).

2) Encuentre un ejemplo de S C R donde no todos los ideales de S son de la forma I N S.

Ejercicio 11.13. Sea R un anillo y sean I, ],K ideales bilaterales. Demuestre que I (] + K) =
IJ+1IKy (I+])K=IK+ JK.

Ejercicio 11.14. Sea R un anillo. Para un ideal izquierdo I C R definamos el aniquilador por
Ann] := {r € R | rx = 0 para todo x € I}.

Demuestre que esto es un ideal bilateral en R.

Ejercicio 11.15. Sea R un anillo conmutativo y My, (R) el anillo de matrices correspondiente.

1) Sea I C R un ideal. Denotemos por M, (I) el conjunto de las matrices que tienen como sus
entradas elementos de 1. Verifique que My, (I) es un ideal bilateral en M, (R).

2) Sea ] € M, (R) un ideal bilateral. Sea I el conjunto de los coeficientes que aparecen en la
entrada (1,1) de las matrices que pertenecen a J. Demuestre que I es un ideal en R.

3) Demuestre que | = My(I). (Use las mismas ideas de 11.6.11.)
Entonces, todo ideal en el anillo de matrices M, (R) es de la forma My (I) para algiin ideal

I C R. Esto generaliza el resultado de 11.6.11.

Nilradical y radical

Ejercicio 11.16. Sea R un anillo conmutativo.
1) Demuestre que el conjunto de nilpotentes
N(R):={x € R|x" =0paraalginn =1,2,3,...}

es un ideal en R. Este se llama el nilradical de R.
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2) Demuestre que en el anillo no conmutativo M, (R) los nilpotentes no forman un ideal.

Ejercicio 11.17. Sea R un anillo conmutativo. Supongamos que el nilradical de R es finitamente
generado; es decir, N(R) = (x1,...,x,) donde x; son algunos nilpotentes. Demuestre que en este
caso N(R) es un ideal nilpotente:

para algiinm =1,2,3, ...
Ejercicio 11.18. Sea R un anillo conmutativo y sea I C R un ideal. Demuestre que
VI:i={x R |x"€Iparaalginn=1,2,3,...}
es también un ideal en R, llamado el radical de I. (Note que el nilradical N(R) = /(0) es un caso

particular.)

Operaciones ly V

Ejercicio 11.19 (*). Sea k un cuerpo. Sean |, J1, J» ideales en k[Xy, ..., Xn] y sean X,Y subcon-
juntos de A" (k). Demuestre las siguientes relaciones.

0) (D) =k[Xq,...,Xu], V(0) = A"(k), V(1) = V(K[ Xq,..., Xx]) = @.
1) Si ]J1 C Jo, entonces V(J2) € V(J1).
2) Si X C Y, entonces [(Y) C I(X).
3) v(J) =V{VD).
4) ] € /] C IV(]). Demuestre que la inclusion es estricta para | = (X% +1) C R[X].
5) X C VI(X).
6) VIV(]) = V() y IVI(X) = I(X).
Ejercicio 11.20 (**).
1) Demuestre que I1(A"(k)) = (0) si k es un cuerpo infinito.

2) Note que XP — X € I(A'(F,)), asi que esto es falso para cuerpos finitos.

Anillos cociente

Corto 3
Ejercicio 11.21. Sea R un anillo conmutativo y sea N(R) su nilradical. Demuestre que el anillo 06,0918

cociente R/ N(R) no tiene nilpotentes; es decit, N(R/N(R)) = 0.

Ejercicio 11.22. Sea R un anillo conmutativo y sea I C R un ideal. Demuestre que My (R) /M, (I) =
My (R/1).
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Ejercicio 11.23. Sea k un cuerpo y ¢ € k. Consideremos el homomorfismo de evaluacién
eve: k[X] =k, f— f(c).
1) Demuestre que kerev, = (X — c) es el ideal generado por el polinomio lineal X — c.
2) Deduzca del primer teorema de isomorfia que k[X]/(X —¢) = k.

3*) De modo similar, demuestre que paracy, ..., cy € ksetienek[Xq,..., Xn|/(X1—c1,.-., Xn —
o) 2k

Sugerencia: considere el automorfismo de k[ Xy, ..., Xn| dado por X; — X; + ;.

Ejercicio 11.24. Demuestre que el cociente Q[X]/(X? +5) es isomorfo al cuerpo
Q(vV=5):={x+yv-5|xy€Q}

(en particular, verifique que Q(\/—5) es un cuerpo).

Ejercicio 11.25. Para el anillo de los enteros de Gauss Z[/—1] demuestre que

ZIV-1)/(A+V-1)=22/2Z, Z]V-1]/(1+2V/-1)=2Z/52Z.

Ejercicio 11.26. Consideremos el anillo de los enteros de Gauss Z[v/—1] y los ideales

I=(01+V-1), J=(1+2V/-1).
1) Demuestre que I + ] = Z[/—1].

2) Demuestre que I] = (1 —3+v/—1).

Sugerencia: note que en cualquier anillo conmutativo, se tiene (x) - (y) = (xy) para cuales-
quiera x,y € R.

3) Demuestre que Z[\/—1]/ (1 —3v/—1) = Z/2Z x Z/5Z usando el teorema chino del resto.

Ejercicio 11.27. Demuestre el sequndo teorema de isomorfia para anillos.

Ejercicio 11.28. Demuestre el tercer teorema de isomorfia para anillos.

Productos de anillos

Ejercicio 11.29. Sean R y S anillos y sean I C R, ] C S ideales bilaterales.

1) Demuestre que
Ix]:={(xy)|xel,ye]}

es un ideal bilateral en el producto R x S.
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2) Demuestre que todos los ideales bilaterales en R x S son de esta forma.

Sugerencia: para un ideal bilateral A C R x S considere I = p1(A) y ] = p2(A) donde

RLRXS&S

r+— (r,8) —— s
son las proyecciones candnicas.
Ejercicio 11.30.

1) Sean Ry S dos anillos no nulos. Demuestre que el producto R x S tiene divisores de cero.

2) Demuestre que el producto de dos anillos no nulos nunca es un cuerpo.

Sugerencia: para un ideal bilateral A C R x S considere I = p1(A) y ] = p2(A) donde

RLRXS&S

r +— (r,8) —— s

son las proyecciones candnicas.
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Capitulo 12
Anillos conmutativos

En este capitulo vamos a ver algunas nociones bésicas del dlgebra conmutativa, la rama
de algebra que se dedica al estudio de anillos conmutativos.

12.1 Ideales primos y maximales

12.1.1. Definicién. Sea R un anillo conmutativo.
Se dice que un ideal p C R es primo si se cumplen las siguientes condiciones:

1) p es un ideal propio: p # R,

2) para cualesquiera x,y € R si xy € p, entonces x Epoy € p.

Se dice que un ideal m C R es maximal si se cumplen las siguientes condiciones:
1) m es un ideal propio: m # R,

2) m es maximal respecto a la inclusién: para todo ideal I C R tal que m C I C R se
cumple [ =mol=R.

12.1.2. Comentario. Las letras p y m son p y m géticas. Esta notacion es comun en dlgebra
conmutativa y viene de la tradicién alemana.

12.1.3. Notacién. Sea R un anillo conmutativo. El conjunto de los ideales primos en R se
llama el espectro de R y se denota por Spec R:

SpecR := {p C R | p ideal primo}.

El conjunto de los ideales maximales se llama el espectro maximal y lo vamos a denotar
por’
Specm R := {m C R | m ideal maximal}.

12.1.4. Ejemplo. El anillo nulo 0 no tiene ideales propios y entonces Spec0 = Specm 0 = @.
Mas adelante vamos a ver que si R # 0, entonces SpecR # @ y Specm R # @. A

“A diferencia de Spec R, esta notacién no es estdndar. En la literatura también aparece Spec-max R y Max R.
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12.1.5. Ejemplo. En el anillo Z los ideales son de la forma nZ paran = 0,1,2,3,... Tenemos
x € nZ siy solamente si n | x. Luego, nZ es un ideal primo si

1) n#1,
2) para cualesquiera x,y € Z sin | xy, entonces n | x on | y.

Estas condiciones se cumplen para n = 0. Si n # 0, estas condiciones se cumplen si y
solo si n = p es un ntimero primo. Entonces,

SpecZ = {0} U {pZ | p primo}.
Un ideal nZ es maximal si

1) n#1,
2) para todo ideal mZ C Z tal que nZ C mZ C Z se cumple nZ = mZ o mZ = Z.

Recordamos que nZ C mZ siy solo si m | n. Entonces, la condicién 2) dice que si
m | n, entonces m = n o m = 1. Esto significa precisamente que n = p es un namero primo.
Entonces,
SpecmZ = {pZ | p primo}.

A

En particular, este ejemplo demuestra que los ideales primos generalizan la nocién de
ntmeros primos. Tenemos la siguiente caracterizacién de ideales primos.

12.1.6. Proposicién. Sea R un anillo conmutativo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) p C R es un ideal primo,

2) el anillo cociente R/p es un dominio de integridad.

Demostracion. Por la definicién, p C R es un ideal primosiysolosil)p # Ry 2)xy € p
implica x € p o y € p. En términos del anillo cociente R/, esto es equivalente a

1) R/p #0,
2) si(x+p)(y+p):=xy+p=0,entoncesx+p=00y+p=0.

En otras palabras, R/p es un anillo conmutativo no nulo que no tiene divisores de cero.
Es precisamente la definicién de dominio de integridad. |

Los ideales maximales tienen una caracterizacién parecida.

12.1.7. Proposicién. Sea R un anillo conmutativo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) m C R es un ideal maximal,

“Aqui 0 denota la clase lateral 0 + p en el cociente R/p.

246



CAPITULO 12. ANILLOS CONMUTATIVOS

2) el anillo cociente R /m es un cuerpo.

Demostracion. Recordemos que un anillo conmutativo S es un cuerpo si y solo si sus tinicos
ideales son 0 y S. Ademads, tenemos la siguiente descripcién de los ideales en el anillo
cociente R/m:

{ideales T C R/m} = {ideales m C I C R},

T (1),

donde 77: R — R/m denota la proyeccién canénica x + x + m.

En particular, los ideales 0 y R/m en el cociente corresponden a los ideales I = m e
I = Ren R. El anillo R/m no tiene otros ideales si y solamente sim C I C R implica [ = m
o I = R. Esto es precisamente la condicién de la definicién de ideales maximales. |

12.1.8. Ejemplo. El anillo cociente Z/nZ es un dominio de integridad si y solosin =0 o
n = p es un nimero primo y es un cuerpo si y solo si n = p. Esto coincide con nuestra
descripcién de los ideales primos y maximales en Z.

El espectro de R = Z con los anillos cociente correspondientes R/p

A
12.1.9. Corolario. Sea R un anillo conmutativo. Todo ideal maximal m C R es un ideal primo.
Demostracion. Si R/m es un cuerpo, en particular es un dominio de integridad. |
12.1.10. Corolario. Sea R un anillo conmutativo.
1) Elideal nulo 0 es primo en R si y solo si R es un dominio de integridad,
2) Elideal nulo 0 es maximal en R si y solo si R es un cuerpo.
Demostracion. R/0 = R. |

12.1.11. Observacién. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos conmutativos.

1) Sip C S es un ideal primo, entonces f~(p) es un ideal primo en R. En otras palabras, un
homomorfismo de anillos f: R — S induce una aplicacion entre los espectros

SpecS — SpecR, p > f1(p).

2) Si f es sobreyectivo y m C S es un ideal maximal, entonces f~1(m) es un ideal maximal en
R.
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Demostracion. Para un ideal I C S podemos considerar el homomorfismo

RL s s/1

donde 7r: s — s+ I es la proyeccion sobre el anillo cociente. Tenemos
ker(mo f) ={reR | f(r) €I} = f1(I).
Luego, el primer teorema de isomorfia implica que
R/fYI)=im(mof) CS/L

Ahora en la parte 1), si I = p es un ideal primo, entonces S/p es un dominio de
integridad, y luego im(7wo f) = R/ f~!(p) es también un dominio de integridad, siendo un
subanillo. Esto implica que f~!(p) es un ideal primo en R.

En la parte 2), si f es un homomorfismo sobreyectivo, entonces im(7ro f) = S/I. Si
I = m es un ideal maximal, entonces S/m es un cuerpo, y luego S/m = R/f~!(m) es
también un cuerpo y por lo tanto el ideal f~!(m) es maximal en R. |

12.1.12. Comentario. En general, para un homomorfismo de anillos f: R =+ S, sim C Ses
un ideal maximal, entonces f~!(m) no tiene por qué ser un ideal maximal en R. Considere
por ejemplo la inclusién f: Z < Q. El ideal nulo 0 es maximal en Q, pero 0 = f~1(0) no
es un ideal maximal en Z. En este sentido los ideales primos se comportan mejor que los
maximales.

12.1.13. Proposicién. Sean R un anillo conmutativo, I C R un ideal y 7v: R — R/ la proyeccion
correspondiente sobre el anillo cociente. La biyeccion

{ideales ] C R/I} <> {ideales I C ] C R},
J =t (),
J]/1

se restringe a las biyecciones

SpecR/I <+ {p € SpecR | I C p},
SpecmR/I <+ {m € SpecmR | I C m}.

Demostracion. Para los ideales primos, ya vimos en 12.1.11 que si p C R/I es un ideal
primo, entonces 77~ (p) C R es un ideal primo. Ademds, notamos que para un ideal primo
I Cp CRelideal p/I C R/I es también primo. En efecto,

p es primo <= R/p es un dominio; p/I es primo <= (R/I)/(p/I) es un dominio,
pero segun el tercer teorema de isomorfia,
(R/I)/(p/I) = R/p.
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De la misma manera, si m C R/ es un ideal maximal, entonces 7t~ ! (m) es un ideal maximal
en R como notamos en 12.1.11 (usando que 77: R — R/ es un homomorfismo sobreyectivo).
Luego, para un ideal I € m C R tenemos

m es maximal <= R/m es un cuerpo; m/I es maximal <= (R/I)/(m/I) es un cuerpo,
y de nuevo, es suficiente aplicar el tercer teorema de isomorfia

(R/1)/(m/I) = R/m.

El siguiente resultado establece la existencia de ideales maximales.
12.1.14. Proposicién. Todo anillo conmutativo no nulo posee un ideal maximal.

Para probarlo, necesitamos el lema de Zorn. El lector puede consultar el apéndice B
para revisar el enunciado.

Demostracion de 12.1.14. Sea R un anillo conmutativo no nulo y sea 2 el conjunto de los
ideales propios I C R. Esto es un conjunto parcialmente ordenado respecto a la inclusién
I C J. Por la hipétesis, R # 0, asi que 0 € Py por lo tanto 7 # @. Un elemento maximal
en P serfa precisamente un ideal maximal en R. Para deducir la existencia de un elemento
maximal, tenemos que probar que toda cadena en ? es acotada.

Una cadena en P es una coleccion de ideales propios § = {I,} donde I, C Igolg C Iy
para cualesquiera &, 8. Se ve que la unién I := |J, I, es también un ideal en R". Dado que
1 ¢ I, para todo &, tenemos 1 ¢ I, asi que I es también un ideal propio e I € P. Tenemos
I, C I para todo «. Este ideal I es una cota superior para . |

12.1.15. Corolario. Sea R un anillo conmutativo y sea I C R un ideal propio. Entonces, R posee
un ideal maximal m C R tal que I C m.

Demostracion. Si I # R, entonces el anillo R/I no es nulo y segtin 12.1.14 posee un ideal
maximal m C R/I. Luego, como vimos en 12.1.13, este ideal corresponde a un ideal maximal
m=7"!(m) CRtal que I C m. [ |

He aqui otro resultado sobre los ideales que puede ser demostrado mediante el lema de
Zorn.

12.1.16. Proposicion. Sea R un anillo conmutativo. Entonces, su nilradical coincide con la inter-
seccién de los ideales primos en R:

N(R):={reR|r" =0paraalginn=1,23,..} = () ».
PCR primo

“De hecho, 0 € I, para todo «, asf que 0 € I. Para x,yy € I tenemos x € [y ey € Ig para algunos a, B. Sin
pérdida de generalidad, I, C Iz, asi que x +y € I, dado que Iz es un ideal. Para todo » € Ry x € I se tiene
x € I, para algtn &, y luegorx € I, C .
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Demostracion. Sea r € N(R) un nilpotente. Luego, r"* = 0 para algun n y por ende 1" € p
para cualquier ideal primo p C R, lo que implica que r € p. Entonces, r pertenece a cualquier
ideal primo. Esto demuestra la inclusién

NR)S () »

PCR primo

Para probar la otra inclusién, vamos a ver que si r ¢ N(R), entonces existe un ideal
primo p C R tal que r ¢ p. Supongamos entonces que r € R satisface r" # 0 para todo
n=1,2,3,...Sea ©P el conjunto de los ideales I C R que no contienen ninguna potencia de
r:

UNnli=¢@, dondeU:={+"|n=1,23,...}.

Esto es un conjunto parcialmente ordenado respecto a la inclusién. Notamos que 0 € P,
asi que P # @. Sea {I,} una cadena en ?. Entonces, I := |J, I, es también un ideal, como
ya notamos en la demostraciéon en 12.1.14. Dado que U N I, = @ para todo &, tenemos
UNI = @.Esto significa que I € ©P. El ideal I es una cota superior para la cadena {I,}.
Ahora el lema de Zorn implica que existe un elemento maximal en ?; es decir, un ideal
p C R tal que’

) UNp=0,

2) sil C R es otro ideal que satisface UNI =@ y p C I, entonces [ = p.

o1

La notacién “p” no es una coincidencia: ahora vamos a probar que esto es un ideal
primo. Primero, r ¢ p, asi que esto es un ideal propio. Ademads, si xy € p para algunos
X,y € R, necesitamos probar que x € p o y € p. Supongamos que x & p e y & p para obtener
una contradiccién. En este caso

lo que implica que
Uun((x)+p) #0, UN((y)+p) #9;

es decir, que existen algunas potencias
M=sx+pe(x)+p, "=ty+qge(y) +p
para algunos m,n > 1,s,t € R, p,q € p. Tenemos
"= (sx + p) (st + q) = stxy + sxq + tyq + pq.

Dado que p es un ideal y xy € p, este elemento pertenece a p. Sin embargo, esto contradice
la propiedad que U Np = @. Podemos concluir que p es un ideal primo.
Entonces, existe un ideal primo p C R tal que UNp = @, y en particular r & p. |

“Cuidado: es un ideal maximal respecto a la propiedad U N I = @, pero no es necesariamente un ideal maximal
en el anillo R.
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12.1.17. Ejemplo. Los ideales en el anillo Z/12Z corresponden a los ideales en Z que
contienen a 12Z.:
Z, 27, 3Z, 47, 62, 127Z.

Los ideales primos en Z /127 corresponden a los ideales primos en la lista de arriba, asi
que son

2z/127 = {[0], 2], [4], [6], 8], [10]},
3z/127 = {[0], 3], [6], [9]}-

Su interseccién es
272./12Z.N32Z/12Z = 6Z/12Z = {[0], [6] }

y se ve que [0] y [6] son precisamente los nilpotentes en Z/127Z. A

12.1.18. Ejemplo. Si R es un dominio de integridad, entonces (0) es un ideal primo y la
interseccién de todos los ideales primos p C R es necesariamente nula. Esto coincide con el
hecho de que un dominio de integridad no pueda tener nilpotentes. A

12.1.19. Corolario. Sea R un anillo conmutativo y sea I C R un ideal. Entonces, el radical de 1
coincide con la interseccion de todos los ideales primos que contienen a I:

VI:={reR|r" clparaalginn=1,2,3,...} = N ».
PCR primo
Icp

Demostracion. Sir" € I para algtin n e I C p para un ideal primo p C R, entonces r € p.
Esto demuestra que /I pertenece a la interseccién. Viceversa, supongamos que r € p para
todo ideal primo p tal que I C p. Recordemos que los ideales primos I C p C R estdn
en biyecciéon con los ideales primos en el anillo cociente R/I. Esta biyeccién implica que
v+ I € p para todo ideal primo p C R/I. Entonces,

r+Ie () p=N(R/I).
PCR/I primo

Pero para r + I ser nilpotente en R/I significa precisamente que r € /1. |

He aqui otra aplicacién méas del lema de Zorn.

12.1.20. Teorema (I.S. Cohen). Sea R un anillo conmutativo. Supongamos que todo ideal primo
en R es finitamente generado. Entonces, todos los ideales en R son finitamente generados.

Demostracion. Vamos a ver que si en R hay un ideal que no es finitamente generado,
entonces en R hay un ideal primo que no es finitamente generado.

Sea P el conjunto de los ideales que no son finitamente generados, parcialmente ordena-
do respecto a la inclusioén. Por nuestra hipétesis, P # @. Para una cadena de tales ideales
{I4} la unién I := {J, I, es también un ideal y no es finitamente generado. De hecho, si
I=(xy,...,x,) paraxy,..., x, € R, entonces xy,...,x, € I, para algtn a (usando que {I,}
es una cadena), lo que implicaria que el ideal I, = I es finitamente generado.

Ahora segin el lema de Zorn, existe un ideal p C R que es maximal respecto a la
propiedad de no ser finitamente generado:
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1) p no es finitamente generado,
2) sip C I C R para otro ideal I que no es finitamente generado, entonces [ = p.

Vamos a probar que p es un ideal primo. Primero, es un ideal propio, puesto que R = (1)
es finitamente generado. Supongamos que xy € p para algunos x,y € R, perox € pey ¢ p.
Luego,
(x) +p 25
asi que (x) + p es un ideal finitamente generado:
(x) +p = (Y1, yn)
para algunos vy, ...,¥» € (x) + p. En particular, tenemos
Yyi=rix+pi
para algunos r; € R, p; € p. Notamos que
(x) +p = (%P1, pu)-

De hecho, dado que y; € (x, p1,..., pn) para todo i, se cumple (y1,...,¥n) C (X, p1,---, Pn)-
Viceversa, x € (x) +pypi €p C (x)+pparatodoi =1,...,n, asi que (x,p1,...,pn) C
(X) +p = (ylr- -~/yn)-

Para un elemento arbitrario p € p tenemos en particular p € (x) +p = (x,p1,...,Pn), ¥
por ende

(121) p:rx+rlp1+...+rnpn
para algunos 7,71,...,7, € R. Luego,

Vx:P_(71P1+“‘+rnPn);

asi que
re{seR|sxep}

Notamos que el dltimo conjunto es un ideal y denotémoslo por I. Tenemos p C I, dado que
p esunideal e y € I, pero y € p por nuestra hipétesis. Entonces, por la maximalidad de p,
el ideal I debe ser finitamente generado:

I= (21,.. .,Zk)
para algunos zj, ...,z € I. Esto significa que todo elemento de p puede ser escrito como
p=(mzi+-+agze) x+ (rip1+-+rnpn),
y por ende
p C (1%, ..., 2ZkX, P1, - -, Pn)-
Pero por la definicién de I, aqui z;x € p paratodoi =1,...,k puesto que z; € I, asi que
p=(21% ..., 2ZkX, P1,- -, Pn)-

Esto contradice el hecho de que p no sea finitamente generado. Entonces, p debe ser un
ideal primo. n

La prueba de arriba de que p sea primo usa cierto truco, pero el argumento general es
una aplicacién tipica del lema de Zorn.
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12.2 Localizacion

En esta seccién vamos a estudiar una construccién importante para anillos conmutativos
llamada localizacién. La idea es bien sencilla y puede ser motivada por la construccién
de los ntimeros racionales Q a partir de los niimeros enteros Z. Los elementos de Q son
fracciones %, donde a,b € Z y b # 0. Tenemos

a

a_a I
(12.2) b= <~ ab' —a'b=0.

La suma y producto de fracciones se definen mediante las férmulas

ad + cb

c a c_ac
d bd ' b d bd

(12.3) +

a
b
Notamos que si § = ZT entonces

ad + cb c af’_’_g_a’d—i-cb’
d v 4 vd -

=24
bd b
En efecto,

(ad + cb) b'd — (a'd + cb') bd = ab'd? +ebb'd — a'bd* — eb'vd = d* (ab’ — a'b) = 0.
N——
=0

. . !/
De la misma manera, si % = %, entonces

ac _ac

bd  bd
En efecto,

acb'd —a'cbd = dc (ab' —a'b) = 0.
N——
=0
Esto verifica que las operaciones (12.3) estdn bien definidas: son compatibles con (12.2). Se
ve que Q es un anillo conmutativo respecto a (12.3), y de hecho es un cuerpo.
Otro ejemplo relevante es el anillo

Z(p)z{%’a,bEZ, pfb}

para un primo fijo p. Este anillo consiste en las fracciones donde p no divide al denominador.
Se ve que Z ;) es un subanillo de Q. Los elementos invertibles en Z ) son las fracciones §

donde pfay ptb. Eneste caso () -1o b,

Nuestro objetivo es generalizar el calculo de fracciones a cualquier anillo conmutativo
R. Supongamos que queremos invertir ciertos elementos u € R. En este caso hay que
“extender” R a las fracciones Z donde u aparece en el denominador, asi que (¥) o %
Antes de dar la construccién general, recordamos que si # y v son invertibles, entonces
u~'ov~1 es el inverso de uv, asi que todo producto de elementos invertibles es también

invertible.
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12.2.1. Construccién. Sea R un anillo conmutativo y sea U C R un conjunto multiplicativo;
es decir, que satisface

a) 1ed,
b) siu,v € U, entonces uv € U.
1) Consideremos la siguiente relacién sobre el conjunto R x U, motivada” por (12.2):
(r,u) ~ (r',u') < v(ru' —7'u) =0 paraalgtin v € U.
Esto es una relacién de equivalencia: de hecho, tenemos (7, u) ~ (r, 1), puesto que
1-(ru—ru) =0,

asi que la relacion es reflexiva. Si (r,u) ~ (r',u"), entonces v (ru’ — r'u) =
algtin v € U, y multiplicando esta identidad por —1, se obtiene v (r'u — ru’)
que significa que la relacion es simétrica. En fin, supongamos que (r,u) ~ (r
(r',u") ~ (r",u"); es decir, que existen algunos v,v" € U tales que

ara

Op
0,1
u)

/
o(ru' —7r'u) =0, o v —+"v)=0.

0=70u"-v(ru' —r'u)+uv-o' (Fu" —r"u') = r'v"vv' — w0 + w50 — " uu'vv’
=oo'u (ru" —1"u),
donde vv'u’ € U, puesto que v,v',u’ € U, y luego (r,u) ~ (r",u"). Esto demuestra

que la relacién es transitiva.

2) Denotemos por * la clase de equivalencia de (r, u) y sea
RIUY = RxU/~= {1 ’re R, uelU}
u

el conjunto de las clases de equivalencia. Definamos el producto y la suma en R[U 1]

mediante
1 n Ty iU+ 1ol ryora . 1

U Mz‘ Ujip ST Mz‘ Uity

Comprobemos que estas operaciones estdn bien definidas sobre las clases de equiva-
lencia. Supongamos que

no_ i I, o lot U

i <= v (ru; —ryuy) =0 para algin v € U.

Luego,

! / !/
v ((r1ug + rouy) ujug — (Yjun + rouy) ug uy)
= rufudo + rous o0 — s — o uyHTiR0 = o (ruy —riuy) =0,

“En (12.2) no aparece el multiplo v, pero este serd necesario para probar la transitividad de la relacién. Sin
embargo, si R es un dominio de integridad y 0 ¢ U, este mdltiplo siempre puede ser cancelado.
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lo que significa que
riup +rouy 1”11/[2 + 1’21/{/1

/
Uuip Uqup

De la misma manera,

!/ / !/ /
v (rrauqup — rirauqup) = rpuy v (rquy — rpuy) =0,
~—_———
=0

asi que
rry 1
Uiy ujuy’

3) Notamos que R[U~!] es un anillo conmutativo respecto a estas dos operaciones,
puesto que R es un anillo conmutativo (el lector que estd convencido de que los
nimeros racionales forman un anillo conmutativo puede saltar estos cdlculos).

n o rz 1

= La adicién es asociativa: para cualesquiera ;, 2, 2 € R[U~!] tenemos
17 U2” U3

(I’l 7’2) n 3 riup + 1oy 3 (71u2+r2u1)u3+r3u1u2

up Uz us Uz us Uiuaus
_ Tiupuz + rouquz + 13Uy
Uiuaus ’
y
71 72 T3\ _ 1 | rous+r3up  riupuz + (rous + r3un) ug
ui U Uus u UsUs Uilaus
_ riugusz + rpugiy + raupg
Uiuaus ’
asi que

n o n 3 _ 1N 2 13
—F =) +t—=—+(—+—.
u Un us uq [Z5) Uus
= La multiplicacién es asociativa: para cualesquiera ;—11, %, % € R[U™!] tenemos

n o mn 3 N rp 13\ 111213
wy up) uz  up \up uz)  ujpipus’
&

= La adicion es conmutativa: para cualesquiera -, % € R[U™!] se cumple

71 72 72 71 iUy + 1raUq
E— 4— —_— = — 4— _—=e—_—
up Uz U U U

» La multiplicacién es conmutativa: para cualesquiera 2L, 22 € R[U™!] se cumple
17 U2

.o 12 r2 T1 _ Nn

up up Uy U M1M2.
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= La fraccién % es el elemento nulo: para todo = € R[U™!] se cumple
0o r O r-1 r
O, r_Quyr 1l _r
1 u u u

Notamos que

5:% <= vr =0paraalginv € U.

En particular, % = % para cualquier u € U.

= La fraccién 1 es la identidad: para todo L € R[U~!] se cumple

—_

T

—_ =

0

==
—_
=

Notamos que

1
%ZI <= v(r—u)=0paraalganv € U.

En particular, & = % para cualquier u € U, y funciona la cancelacién habitual en

las fracciones:
ru'r

uu'  u
para cualesquiera r € R, u,u’ € U.

= Para todo £ € R[U '] existe el elemento opuesto que es la fraccién =’

r o —r ru—ru 0 0

u u ru ru 1

= la multiplicacién es distributiva respecto a la adicion: para cualesquiera -, 22, 22 €
17 U2” Uz

R[U™'] se cumple

ﬁ.(rz+ra)_r1.rz+r1.rs

up Uz Uz up up u Z/l3.
En efecto,
n (rz + ”3> _n. (72”3 +”3“2> _ Uz + 1173y
ui Uus Us ur UoUs UilUoUs
y

r112 I rrs  rirouquz 4 rirsuquy g (riroug 4+ rraip) | rirpuz + rir3in

uiuy - ugu3 uusuis uy (uguou3) UiUU3

12.2.2. Definicién. Para un anillo conmutativo R y un conjunto multiplicativo U C R, el
anillo conmutativo R[U~!] se llama la localizacién de R en U.

Aungque la construccion de arriba no excluye las fracciones g, la presencia de 0 en los
denoninadores implica que R[U~!] = 0.
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12.2.3. Observacién. R[U 1] = 0 es el anillo trivial si y solo si 0 € U.

Demostracion. La localizacion es trivial si y solo si % = % ;esdecir,siv(l1-1—0-1) =0 para

algin v € U. Pero esto significa que v = 0. |

12.2.4. Observacién. Supongamos que R es un dominio de integridad. Entonces, hay dos posibi-
lidades:

1) 0 € U, y entonces RU~ '] = 0;
2) 0 ¢ U, y entonces R[U™1| es también un dominio de integridad.
13 71 .
Demostracion. Supongamos que para L%, % € R[U "] se tiene

r 1 - rirp _0

up Uy uquy 17

Esto quiere decir que vrqrp = 0 para algin v € U. Si 0 ¢ U, entonces esto implicar; =00
ro = 0. |

Es natural asociar a los elementos r € R las fracciones ; € R[U™!], pero en general la
aplicacion r — § no es inyectiva.

12.2.5. Observacién.

1) La aplicacion

¢:R— RUY, 7 %
es un homomorfismo de anillos.
2) Tenemos
ker¢p = {reR ‘ %:g} ={reR|vr=_0paraalginv e U}.

3) Si U no contiene divisores de cero, entonces ¢ es un monomorfismo y R es isomorfo al subani-
llo

im¢ = {% ‘ re R} C RUTY).

4) En particular, si R es un dominio de integridad y O & U, entonces ¢ es un monomotrfismo y
R es isomorfo al subanillo im ¢ C R[U™Y].

Demostracion. 1) y 2) esté claro de las definiciones de arriba. La parte 3) sigue de 2). En fin,
4) es un caso especial de 3). |

12.2.6. Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo.
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1)

2)

3)

Para un elemento x € R consideremos
u:= {1,x,x2.x3,...}.

Este es un conjunto multiplicativo. La localizacién correspondiente se denota por
1 1 -1 r
RU™ = R[] o R = { ‘ reR n=0123,...}
x x
Por ejemplo, tenemos

Z[%] = {% lacz, k:0,1,2,3,...}.

Esta es la localizacién de Z en el conjunto de las potencias de n.

El resultado de 12.2.3 nos dice que R[x~!] = 0 si y solo si x es un nilpotente.

Para un ideal I C R consideremos U := R\ I. Entonces, U es un conjunto multiplica-
tivosil € Uy u,v € Uimplica uv € U. Esto es equivalente a I # Ry que si xy € |

para algunos x,y € R, entonces x € I o y € i; es decir, que I = p es un ideal primo.
En este caso la localizacién se denota por

RI(R\p)7Y) =R, = { T

r,u € R, uép}.

Por ejemplo, Z ) es la localizacién de Z en U := Z \ (p).

En general, si tomamos un subconjunto multiplicativo U C R, entonces R \ U no tiene
por qué ser un ideal (las condiciones sobre U se tratan de la multiplicacién y no dicen
nada sobre la adicién), pero el ejercicio 12.8 nos dice que si 0 ¢ U, entonces existe un
ideal primo p C Rtalque UNp = Q.

Si R es un dominio de integridad, entonces el conjunto
U:=R\ {0}

es multiplicativo. En este caso todo elemento no nulo en R[U~!] es invertible y este
cuerpo se denota por

r,s € R,s # O}

y se llama el cuerpo de fracciones de R. La aplicacién
1
¢$: R — K(R), re

es un monomorfismo. Notamos que R es un dominio de integridad si y solamente si
el ideal nulo (0) es primo, y en este caso K(R) = Ry, donde p = 0, asi que se trata de
un caso muy particular de 2),

Por ejemplo, Q es el cuerpo de fracciones de Z.
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A

12.2.7. Proposiciéon. Sea R un dominio de integridad. Para todo ideal maximal m C R identifi-
quemos R con el subanillo
{K ‘ re R}
1

R = R[(R\m) 7] = { <

Y Ry con el subanillo del cuerpo de fracciones

= {;

de la localizacién

r,uER,uém}

r,s € R, s;«éO}.

Entonces,

[ Rm =R
mCR
maximal

Demostracion. Dado que R C R, para todo m C R, el anillo R estd incluido en la inter-
seccién. En la otra direccion, sea x € K(R) un elemento tal que x ¢ R. Consideremos el
ideal

I:={reR|rxeR}.

Tenemos 1 ¢ I, asi que I es un ideal propio. Luego, existe un ideal maximal m C R tal que
I C m. Supongamos que x € Ry. Luego, x = I para algunos r,u € R, u ¢ m. Tenemos

entonces ux = 7 = 1 € Ry u € I. Pero esto contradice nuestra eleccion de m. Entonces,

x & Ru. u
12.2.8. Ejemplo. Tenemos
N 7= 0 {Efasezoiopn)
p primo p primo
= {% ' a,beZ, b+#0, ptb para ningtin primo p} =Z.
A

Ahora vamos a ver otro ejemplo mds de cuerpos de fracciones.

12.2.9. Ejemplo. Para un cuerpo k el anillo de polinomios k[X] tiene como su cuerpo de
fracciones el cuerpo de las funciones racionales

k) = {L | f.g e kX, g #0)

Recordemos que en el anillo de las series formales k[X] una serie ¢ = Y;~ a; X' es invertible
si y solamente si ag # 0. Sin embargo, para una serie no nula } ;- a; X' donde a, # 0 es el
primer coeficiente no nulo se puede escribir

Y X =X"Y a; X" =:X"h,

i>0 i>n
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donde  es invertible: existe h~! € k[X] tal que hh~! = 1. Luego, en el cuerpo de fracciones
de k[X] para f, g € k[X], g # O se tiene

f_ o fnt gt

¢ X'h  X'hh1l  X*

Esto quiere decir que en el cuerpo de fracciones de k[X] todo elemento puede ser represen-

tado como una fracciéon % donde f € k[X]] y n =0,1,2,3,... Se ve que el cuerpo formado
por estas fracciones es isomorfo al cuerpo

k«X»I::{§:£HXi

i>—n

a; € k, n:0,1,2,3,...}

(con las operaciones de suma y producto definidas de la manera habitual) que se llama el
cuerpo de las series de Laurent. Tenemos inclusiones naturales de subanillos

k[X] —— k(X))

J J

k[X] —— k(X)

Las series de Laurent C((X)) tienen mucha importancia en andlisis complejo. A

La localizacién R[U™!] es la “extensién minima” de R donde los elementos de U se
vuelven invertibles.

12.2.10. Proposicién (Propiedad universal de la localizacién). Sea R un anillo conmutativo
y U C R un subconjunto multiplicativo. Consideremos el homomorfismo canénico

p: R—RIUTY, re— 2.
Entonces

1) para todo u € U el elemento ¢p(u) = 4 es invertible en R[U™'];

2) si S es otro anillo junto con un homomorfismo f: R — S tal que f(u) es invertible en S para
todo u € U, entonces f se factoriza de modo tinico por ¢:

R—L 5

P
% /’/alf
R[U

Demostracién. La parte 1) esta clara: se tiene (%)71 =1

En la parte 2), sea f un homomorfismo que hace conmutar el diagrama; entonces
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para todo r € R. Ademas, si f(u) es invertible para todo u € U, entonces

H(2)-7()") -7 =t
y para todo £ € R[U™!] se tiene necesariamente
F() =7 (53) =T () 7 (5) = sorse
Esto demuestra la unicidad de f.

Para la existencia, notamos que dado un homomorfismo f: R — S tal que f(u) es
invertible para todo u € U, la aplicacién

FERIUT =S, = ) fu)™!

es un homomorfismo de anillos que hace conmutar el diagrama. Evidentemente,

7(3)=rwsat =1

Para las sumas, se cumple

f(rl+r2> =f<w) = f(riug + raun) f(uruz) ™"

Uy Uy Uy
= ) fln) "+ £02) fl) = F (1) +F (),

y para los productos,

f (rl ‘ 2) =f ( i ) = f(rira) flurua) ™" = f(r1) f(u1) 7" f(r2) fu) ™"

up Uy Ul
-7(@) (@)
|

Como siempre, la propiedad universal caracteriza a R[U~!] de modo tnico salvo
isomorfismo.

12.2.11. Proposicién. Supongamos que p: R — S es un homomorfismo de anillos que satisface la
misma propiedad universal que el homomorfismo canénico de localizacion ¢: R — R[U™']:

1) para todo u € U el elemento (u) es invertible en S;

2) si S’ es otro anillo junto con un homomorfismo f: R — S’ tal que f(u) es invertible en S’
para todo u € U, entonces f se factoriza de modo 1inico por :

RLS’

/7(
tpg S

-
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Entonces, existe un isomorfismo tinico S — R[U 1] que hace conmutar el diagrama

R~ RUY

Demostracion. Podemos aplicar la propiedad universal de ¢ a ¢

R—" s

3 7
¢ gt
l T

R[U]

y viceversa, aplicar la propiedad universal de ¢ a ¢:

R s RIU]

IIJJ 3! ,/7
5

De esta manera se obtienen homomorfismos de anillos
¢: RUT =S, ¢:S—>RUT, yp=yod, ¢=¢oy.

Ahora tenemos

Pero la propiedad universal de ¢ en el primer diagrama de arriba postula que hay un
homomorfismo unico f: S — S tal que f o ip = 3. Funciona el homomorfismo identidad

idg, asi que necesariamente
Ppop = idg.
De la misma manera, la propiedad universal de ¢ implica que

(/i)i O l’l‘]i = ldR[u—l] .

Podemos concluir que los homomorfismos ¢ y ¢ son mutualmente inversos.

El siguiente resultado nos dice que invertir un producto xy es lo mismo que invertir x y

luego invertir y.

262



CAPITULO 12. ANILLOS CONMUTATIVOS

12.2.12. Proposicién. Sea R un anillo conmutativo y sean x,y € R algunos elementos. Entonces,
hay un isomorfismo natural

RIx~ [y~ = R[(xy)~'].

Demostracion. Consideremos la propiedad universal de R[x~!]. Notamos que si f: R — S
es un homomorfismo tal que f(x) es invertible en S, entonces f(x") = f(x)" es invertible
para cualquier n = 0,1,2,3,.. ., asi que es suficiente decir que

1) el elemento ¢(u) = ¥ es invertible en R[x~1];

2) si S es otro anillo junto con un homomorfismo f: R — S tal que f(x) es invertible en
S, entonces f se factoriza de modo tnico por ¢:

Ahora supongamos que f: R — S es un homomorfismo de anillos tal que f(xy) es
invertible en S. Entonces, f(x) y f(y) son también invertibles:

FT=fW) fay) T f) =) fa) T

asi que f se factoriza de modo tnico por el homomorfismo canénico R — R[x~1]:

//7
l =

R[x71]

En este caso f(%) = f(y) es invertible en S, asi que fse factoriza de modo tnico por el
homomorfismo canénico R[x~1] — R[x~1][y~1]:

R % s
-1 ///
R[x~] /7 3F

Acabamos de probar que la composicion R — R[x~!] — R[x~!][y~!] satisface la propiedad
universal de la localizacién R — R[(xy)~!]. Entonces, R[x ][y ~'] = R[(xy)']. [ ]

“Aqui R[x7!][y~!] denota dos localizaciones consecutivas: primero R — R[x7!], y luego R[x"!] —
R[x71][(y/1)7"], donde ¥ € R[x~1].
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El siguiente resultado interpreta la localizacion R[x~!] como un cociente del anillo de
polinomios R[T].

12.2.13. Proposicién. Sea R un anillo conmutativo y x € R. Entonces, la composicién de homo-
morfismos candnicos
¢: R— R[T] - R[T|/(xT —1)

(donde R[T] es el anillo de polinomios en T con coeficientes en R) satisface la propiedad universal
de la localizacion R — R[x~1Y], y por ende hay un isomorfismo natural

R[x~1 = R[T]/(xT —1).

Demostracion. Tenemos
xT=1 (méd xT—1),

asi que ¢(x) es invertible en R[T]/(xT —1).Sea f: R — S otro homomorfismo de anillos
tal que f(x) es invertible en S. Supongamos que f se factoriza por ¢:

R—71 5

A
. ’
1 e
’
’

¢ P
R[f] e
R[T] /(x:f ~1)

Esto implica que para todo a € R se tiene

f@) = f(a),

donde @ denota el elemento representado por 4 en el cociente R[T]/(xT — 1). Ademas, para
T € R[T]/(xT — 1) se tiene

fM=fE"=fx"=fx"

Pero esto ya define a j‘vde modo tnico:

f(anT"+...+a1T—|—a0) :f(@-?n+...+ﬂ.f+%)

= f(@) f(T)" + -+ + f(@) - £(T) + f (@)
= flan) f()7 -+ flan) f(0) 7 + f(ao)

Viceversa, dado un homomorfismo f: R — S tal que f(x) es invertible en S, se ve que
g: R[T] — S,

Y4 T — Zf(ﬂi)x_i
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es un homomorfismo de anillos que cumple g(a) = f(a) paratodoa € Ry xT —1 € kerg,
asi que ¢ induce un homomorfismo tinico

frRITI/(xT=1) =S, P g(p)

tal que fo T=g.

R—L 5
I § 7
1 7
’ R[T] ~
L 31f
|
R[T]/(xT —1)

En general, para cualquier conjunto multiplicativo U C R, se puede probar que
RU ' =R[T, |uel]l/(uT,—1|uel),

donde R[T, | u € U] es el anillo de polinomios en las variables T, indexadas por los
elementos de Uy (uT, —1 | u € U) es el ideal generado por los polinomios u T, — 1.
Algunos autores definen la localizacion R[U 1] como el anillo cociente R[T,, | u € U]/ (u T, —
1| u € U). Esta construccion es mds concisa pero probablemente menos intuitiva para los
principiantes que nuestra construccién con fracciones.

12.3 Ideales en la localizacion

En esta seccién R denota un anillo conmutativo, U C R un subconjunto multiplicativo y
-1 r
q>2 R — R[U }, v I

es el homomorfismo canénico de localizacién.
Notamos que la localizacién conmuta con los cocientes en el siguiente sentido.

12.3.1. Proposicién. Sea I C R un ideal. Definamos el conjunto
U:={u:==u+I|luelU} CR/I

y sea

IR[UY] := ¢(I) RIUY] := el ideal en R[U ] generado por Yoxel

T/
Entonces,

1) U es un subconjunto multiplicativo en R/ I;
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2) se tiene .
-1 _ [ X .
IR[U ]—{u‘xel,ueu},

3) hay un isomorfismo natural
(R/D[U "] = RU/IR[U].

La notacién “IR[U~!]” es un poco abusiva: en general R no puede ser encajado en
R[U™'], tenemos solamente el homomorfismo canénico ¢: R — R[U~!] que no es siempre
inyectivo. Seria més correcto escribir “¢(I) R[U~!]”, pero lo encuentro un poco incémodo.

Demostracion. Tenemos 1 € U, asi que 1 € U. Si u,v € U, entonces uv € U, y luego
% -7 = uo € U. Esto verifica que U es un subconjunto multiplicativo en R/ 1.

Notamos que los elementos de la forma 2 con x € I y u € U forman un ideal en R[U].
En efecto, este conjunto contiene % Para las sumas tenemos

o XqUp + XUy

Uq Us Ujup

donde xjup + xpuq € I, puesto que I es un ideal, y para los productos por los elementos de

R[U,
rx

rox
uv uv
donde rx € I.

X X

Todos los elementos 7 estdn en este ideal, asi que IR[U_l] C {ﬂ xel ue U}.
1

puede ser escrito como , - 7 y por ende pertenece al ideal

X

Viceversa, todo elemento 3

IR[U1.

Para obtener el isomorfismo (R/ ) [Uil] =~ R[U~']/IR[U~1], se puede usar la propiedad
universal de la localizacién, pero se puede definirlo de modo explicito. Consideremos la
aplicacion”

FRUY = (R/DT Y,
r/uw—7/u.

Esta aplicacion esté bien definida: si r/u = r'/u’, entonces v (ru’ — v’ u) = 0 para algtin
v € U. Luego, reduciendo esta identidad moédulo I, se obtiene  (Fu’ — ') = 0, lo que
significa que 7/u =’ /u’ en (R/I) [T"]. Este es un homomorfismo de anillos: la identidad
en (R/I)[U '] es 1/T; la adicién viene dada por

/11 + 12/t = (rrug + )/ (un z) = (raup + roun) / (u1i2)
y la multiplicacién viene dada por

(71/m) - (72/102) = (Fi72)/ (i1 ) = a7 /.

r
u’

|~

“Voy a escribir r/u en lugar de £, dado que 7/ se ve mejor que L.
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Este homomorfismo es visiblemente sobreyectivo. Su nticleo viene dado por

ker f = {r/u € R[U™'] |7/ =0/Ten (R/I)[Uﬁl]} ={r/u |97 =0paraalginv € U}
= {r/u|vr € Iparaalginv e U} = IR[U].

Para la tltima igualdad, notamos que si vr € I, entonces ;; = 77 € [ R[U‘ﬂ, y viceversa,
para todo elemento 2 € IR[U™!] se cumple claramente f(x/u) =0/ =0/1.
El primer teorema de isomorfia nos dice que f induce un isomorfismo

RUY/IRUY S (R/D[T .

12.3.2. Ejemplo. Consideremos el anillo Z/12Z. Tenemos

donde (Z/ 122)(3) denota la localizacion de Z /127 afuera del ideal maximal 3Z/127Z,
mientras que Z3) = {% ‘ a,beZ, 3¢ b} es la localizacion de Z afuera del ideal maximal

3Z. Tenemos 4 € Z(Xg), asi que 1273y = 471.12Z = 3Z. Luego,

(Z3/12Z3)) = Z3)/3Z3) = Z/3Z.
De la misma manera, se tiene

En general, para el anillo Z/nZ con n = p’f1 .- p& tenemos la siguiente forma del teorema
chino del resto:
Z/le = (Z/I’IZ)(pl) XX (Z/HZ)(pS)

A

Ahora una pregunta muy natural es qué sucede con los ideales de R al pasar a la
localizacién R[U~1]. Resulta que todos los ideales de R[U~!] provienen de los ideales de R
en el siguiente sentido.

12.3.3. Proposicion.
1) Todo ideal ] C R[U™] es de la forma IR[U '] para algiin ideal I C R; especificamente,
J=¢ (DRU™.

2) Unideal I C R es de la forma ¢~ (]) para algun | C R[U~Y| siy solamente si los elementos
de U no son divisores de cero en R/1. En otras palabras, si ur € I para algunos u € U,
r € R, entonces r € 1. Especificamente, cuando se cumple esta condicion, se tiene

I=¢ \(IR[U)).
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Demostracién. Consideremos un ideal ] C R[U!]. Para todo elemento ~ € | se cumple
r u r

F=4.L¢cJasiquere ¢ 1(]),yluego L = % -1 € ¢~ 1(U). Viceversa, todo elemento de

¢~ 1(J)R[U '] es de la forma £ donde x € ¢~ 1(]) y u € U; es decir, ¥ € J. Luego, £ = 1.1
Esto establece la parte 1).

En la parte 2), consideremos un ideal ] C R[U~!] y su preimagen

I::¢‘1(]):{reR‘§e]}.

Supongamos que para u € Uy r € R se cumple ur € I. Esto significa que T € J. Pero

luego 1. 4 =& ¢ J asiquer € I
Viceversa, asumamos que I C R es un ideal tal que ur € I implica r € I para cualesquiera

u € Uyr € R. Consideremos el ideal correspondiente
17 E ‘
IR[U ]_{u x €l ueu}.
Luego,

o L(IR[UTY]) = {r €R ’ % = g para algunos x € I, u € U}

= {r €R ‘ vur = vx para algunos x € I, u,v € U}.

Si vur = vx donde x € I, u,v € U, entonces vur € I, donde vu € U, y por nuestra hipétesis
r € 1,asi que ¢ 1 (IR[U71]) C I. La otra inclusién I C ¢~ (IR[U"!]) es evidente. [

12.3.4. Comentario. Las biyecciones del resultado anterior preservan las inclusiones: si
J1 € Jo € R[U™Y, entonces ¢~ 1(J1) € ¢~!(J2). De la misma manera si I; C I, C R,
entonces [[R{U!] C LR[U™).

12.3.5. Corolario. Hay una biyeccion entre los ideales primos
Spec R[U™1] = {p € SpecR | pNU = @},
a— ¢ '(q),
PRIUT = p.

Demostracion. Para un ideal primo q C Spec R[U 1] su preimagen p := ¢~1(q) es también
un ideal primo, como para cualquier homomorfismo de anillos. La condicién 2) del resultado
anterior dice que los elementos de U no son divisores de cero en el anillo cociente R /p. Pero
este cociente es un dominio de integridad y por lo tanto la condicién nos dice precisamente
que p N U = @. Esto verifica que la aplicacién q — ¢~1(q) estd bien definida.

Sea p C R un ideal primo. Como vimos en 12.3.1, se cumple

RIU~Y/pRIUTY = (R/p)[T ],

Puesto que R/p es un dominio de integridad, para la localizacién (R/ p)[Uﬁl} hay dos
posibilidades (véase 12.2.4):

268



CAPITULO 12. ANILLOS CONMUTATIVOS

a) 0 € U (es decir, pN U # @), y entonces (R/p)[Uﬁl] = 0 (es decir, pR[U~] = R[U7Y));

b) 0 ¢ U (es decir, pN U = @), y entonces (R/p) [U_l] es un dominio de integridad (es
decir, pR[U~1] € R[U!] es un ideal primo).

Entonces, la aplicacién p — pR[U~!] también esté bien definida.
La parte 1) de la proposicién anterior nos dice que para cualquier ideal ¢ C R[U™!] se
cumple

q=¢'(a) RU ).
La parte 2) nos dice que si para un ideal primo p C R se cumple p N U = @, entonces
p=¢" (pRIUT]).

12.3.6. Comentario. El lector que no esté satisfecho con el argumento de arriba siempre
puede escribir su propia demostracién usando la definicién de ideales primos de 12.1.1, sin
considerar los cocientes R[U~1]/pR[U~!] y R/¢~1(q).

12.3.7. Corolario. Sea p C R un ideal primo. Hay una biyeccion natural

SpecRy = {q € SpecR | q C p},

B9 (B),
qRy < q.

En particular, el anillo Ry, tiene un tinico ideal maximal dado por pR,,.

Demostracion. Por la definicién, R, = R[U~!] donde U := R\ p. Entonces, la condicién
qN U = @ es equivalente a q C p. Respecto al ideal maximal, basta notar que q C p implica
qRp C pRy. u

12.3.8. Ejemplo. Los ideales primos en Z, corresponden a los ideales primos (q) C Z
tales que (7) C (p). Esto implica que

SpecZ ) = {(0), (p)}-

12.3.9. Definicién. Un anillo que tiene un tnico ideal maximal se llama un anillo local.

Acabamos de probar que para cualquier ideal primo p C R la localizacién Ry es un
anillo local. Los anillos locales son mucho maés sencillos que los anillos conmutativos en
general. Muy a menudo problemas se resuelven considerando diferentes localizaciones Ry,
parap C R.
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12.4 Anillos noetherianos

En practica, para especificar un ideal, es conveniente considerar una lista de elementos
que lo generan. En este sentido mucha importancia tienen ideales finitamente generados.
Notemos primero que algunas operaciones con ideales pueden ser expresadas en términos
de los generadores.

12.4.1. Observacién. Sean I = (x1,...,%m)y ] = (y1,-..,Yn) dos ideales finitamente generados.
Entonces, su suma y producto son también finitamente generados; especificamente

1) I+ ] estd generado por los elementos x1,...,Xm, Y1,---,Yn
2) IJ estd generado por los productos XiYj dondei=1,....myj=1,...,n,

Demostracién. Para la suma, tenemos

T ] = () o @) ) + () + o ) = (v Xy )

y para el producto,

=G+ +@) () ++w)= & L &)= T ().

1<i<m 1<j<n 1<i<m
1<j<n

Aqui hemos usado el hecho de que el producto de dos ideales principales (x) e (y) es el
ideal generado por xy. |

12.4.2. Observacion. Sea f: R — S un homomorfismo sobreyectivo de anillos conmutativos. Si
I =(x1,...,%:) € R es un ideal finitamente generado, entonces f(I) = (f(x1),..., f(xn)) C S
es también finitamente generado.

En particular, si R es un anillo conmutativo y I C R es un ideal, entonces para todo ideal
finitamente generado | C R el ideal correspondiente | /I C R/ I es también finitamente generado.

Demostracion. Tenemos
I={rx + - +ruxy|r €R}

y luego

SO = {f(r) f(xa) -+ frn) f(xn) [ 1i € R} = {s1 f(x1) + -+ 50 f(xn) [ 5i € S}
= (f(x) - fxn)),

dado que f es un homomorfismo sobreyectivo. u

Resulta que la interseccion de dos ideales finitamente generados no tiene por qué ser un
ideal finitamente generado.
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12.4.3. Ejemplo. Consideremos el anillo’
R:=Z+X*Q[X]:={ag+a X*+---+ay, X" |ay€Z, a1 =0, a,...,a, € Q} C Q[X].

Sea I el ideal generado por X? y sea ] el ideal generado por X>. Los elementos de I son los
polinomios
X +a X +as X0+ +a, X",

donde a, € Zy ay,as,...,a, € Q. Los elementos de | son los polinomios
a3 X0+ a5 X° +ag X0+ -+ a, X",
donde az € Z y as,aq,...,a, € Q. Notamos que
IN]=XQ[X]:={a5X° +ag X +---+a, X" | a; € Q}.

Este ideal no es finitamente generado en R. En efecto, supongamos que I N ] = (f1,..., fx)

para algunos polinomios fi, . .., f» € IN]. Escribamos f; = X° ¢; donde g; € Q[X]. Podemos

escribir el término constante de cada uno de estos polinomios como g;(0) = % donde a;, b;
1

son ntimeros enteros coprimos. Consideremos el polinomio g := bllw X5. Tenemos

¢ € INJ. Sin embargo, ¢ ¢ (f1,..., fn)- En efecto, si lo ultimo fuera cierto, tendriamos
algunos polinomios hy, ..., h, € R tales que

g§=fili+ -+ fuhn.
Aquigy fi,..., fn son divisibles por X°. Cancelando X° y poniendo X = 0 se obtiene

1 a
b1'”bn+1_b1

1 (0) + - - + 2% 1, (0)
bn
donde #;(0) € Z. Esto es imposible, puesto que b; { (b; - - - b, + 1) paraningini =1,...,n.
Este ejemplo también demuestra que la preimagen de un ideal finitamente generado no
es necesariamente un ideal finitamente generado. En efecto, tenemos el homomorfismo de
inclusién R < Q[X] y como acabamos de ver, el ideal X° Q[X] no es finitamente generado
en R. A

Entonces, aunque es comodo trabajar con ideales finitamente generados, en general es
facil salir de su clase. Por esto seria interesante estudiar los anillos donde todos los ideales
son finitamente generados.

12.4.4. Definicién. Si en un anillo conmutativo R todo ideal es finitamente generado, se
dice que R es noetheriano.

12.4.5. Ejemplo. En todo cuerpo k los tnicos ideales son (0) y (1) = k, asi que k es
noetheriano.
El anillo Z es noetheriano: sus ideales son (1) paran =0,1,2,3,... A

“Este ejemplo curioso fue sugerido por un usuario del foro Mathematics Stack Exchange: http://math.
stackexchange.com/questions/295875/
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12.4. ANILLOS NOETHERIANOS

El término “noetheriano” conmemora las contribuciones de la matemaética alemana EmMmmy
NOETHER (1882-1935) que fue una de los fundadores del dlgebra moderna y entre otras
cosas reconoci6 la importancia de anillos noetherianos. He aqui una condicién equivalente.

12.4.6. Observacién. Un anillo R es noetheriano si y solamente si para toda cadena de ideales
hCh<ch<c---CR

se tiene I, = 1,11 para n suficientemente grande.

Demostracion. Supongamos que R es noetheriano y consideremos el ideal I := (J,>g I
Tenemos I = (x1,..., %) para algunos x4, ..., x; € I, pero estos elementos necesariamente
pertenecen a I, para algtn n. Luego, I, = I,41 = ;4o = --- = L

Viceversa, supongamos que R no es noetheriano y existe algtin ideal I C R que no
es finitamente generado. Escojamos xy € I. Tenemos I # (), asi que se puede escoger
x1 € I\ (x0). Luego, I # (xo,x1) y existe xp € I\ (xq,x1), etcétera. De esta manera se
obtiene una cadena

(x0) & (x0,x1) & (x0,x1,%2) & -~ C R

12.4.7. Ejemplo. Sea R un anillo conmutativo. El anillo de polinomios R[Xy,...,Xu] puede
ser visto como un subanillo de R[X3, ..., X;;, X;11]- Tenemos una cadena de anillos

R[Xj] C R[X;y,Xp] C R[X3, X5, X3] C - -
La unién nos da el anillo de polinomios en un ntimero infinito de variables:

S:=R[X1,Xp,...]:= |J R[Xq,..., Xu].

n>1

En cierto sentido, este anillo es demasiado grande para ser noetheriano: por ejemplo, se
tiene una cadena de ideales

(X1) € (X1, X2) © (X1, X2, X3) &+ CS

Sin embargo, notamos que S es un dominio de integridad, y entonces S puede ser encajado
en su cuerpo de fracciones K(S). Siendo un cuerpo, K(S) es noetheriano. Esto es un ejemplo
tonto que demuestra que un subanillo de un anillo noetheriano no tiene por qué ser
noetheriano.

12.4.8. Ejemplo. Sea C(R) el anillo de las funciones continuas f: R — R. Para n =
0,1,2,3,... consideremos

I, :={f € C(R) | f(x) =0 parax > n}.
Esto es un ideal en C(R) y se tiene una cadena infinita ascendente
hChChLChC - CCR).
En efecto, es fécil encontrar una funcién continua f,,: R — R tal que f;; € I, pero f, & I,_1.
Por ejemplo, basta poner
Fulx) = {n—x, x<mn,

0, x> n.
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AN

n

X

Podemos considerar el subanillo C*(R) C C(R) cuyos elementos son las funciones
infinitamente diferenciables. Las funciones que acabamos de definir no son diferenciables
en x = n, pero se puede tomar

Es un ejercicio de calculo comprobar que g, es infinitamente diferenciable en todos los
puntos. Podemos tomar

Jn:={fe€C”R)| f(x) =0parax >n}=1,NC7°(R),
y luego gu € Jin \ Ju—1, 1o que demuestra que existe una cadena infinita ascendente
WhGh&hels: - CC(R).

De la misma manera, las funciones holomorfas C — C forman un anillo O(C). Este anillo
tampoco es noetheriano. Podemos considerar los ideales

I,:={fe0(C)| f(k)y=0paratodok=n+1,n+2,...}.
Estos forman una cadena
LhChChCh---CO(C).

Para las funciones )
sin 71z

fu ::z(z—l)(z—Z)---(z—n)

se tiene f,, € I, 41 \ I, (para entender este ejemplo, hay que conocer el analisis complejo).
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f(2)

La funcién f(z) := z(zil?%

A

Intuitivamente, los anillos C(R), C*(R), O(C) son demasiado grandes para ser noet-
herianos: hay demasiadas funciones continuas, diferenciables, holomorfas. Intuitivamente,
todos estos ejemplos se obtienen del hecho de que este tipo de funciones pueden tener
muchos ceros. Las funciones polinomiales no constantes (en una variable) tienen un nimero
finito de ceros. Aunque los anillos como C(R), C*(R), O(C) tienen mucha importancia en
andlisis, en dlgebra muy a menudo se trabaja con los anillos de polinomios k[Xj, ..., X;]
donde k es un cuerpo, o en general con los anillos cociente k[X3, ..., X,]/I. Resulta que
todos son noetherianos, y asi se establece el siguiente hecho.

12.4.9. Teorema (El teorema de la base de Hilbert). Si R es un anillo noetheriano, entonces el
anillo de polinomios R[X] es también noetheriano.
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12.4.10. Corolario. Si R es un anillo noetheriano, entonces R[Xy, ..., X, | es también un anillo
noetheriano.

Demostracion. Podemos usar el teorema de la base junto con la induccién sobre 7 y los
isomorfismos R[Xy, ..., Xu] =2 R[Xy, ..., Xy—1][Xn]. [ |

Demostracion de 12.4.9. Consideremos una cadena ascendente de ideales
IhCLCIL C--- CR[X].

Necesitamos ver que esta se estabiliza; es decir, que existe un indice k tal que Iy = I para
todo k' > k.

Sea I 4 el ideal de los elementos de R que aparecen como los coeficientes mayores de
los polinomios de grado d en Ii; especificamente,

I 4 := {a € R | existe un polinomio a X? 4 --- € [;} U{0}.

1) Verifiquemos que Ii 4 es un ideal.

Paraa,b € Iy hay que ver que a +b € I 5. Estoes obviosia=00b=00a+b=0
y podemos descartar estos casos. Entonces, a,b € I 4 significa que en [ existen
polinomios f =aX?+ - yg=bX?+---.Luego, f+g=(a+b) X'+ - € Lty
deg(f +g) = d (asumiendo que a +b # 0), asi que a + b € I 4.

Para los productos, si f = aX? + - -- € I, entonces para cualquier elemento ¢ € R
el polinomio cf = ca X4 + - - - también estd en I. Si ca # 0, entonces deg(cf) =d y
ca € Iy 4. Sica =0, tenemos 0 € I 5.

2) Verifiquemos que
Ly Clyy sik<kyd<d.
Notamos que en nuestra cadena de ideales Iy C Iy para k < k’. Ahorasia € [ 4
y a # 0, esto significa que existe un polinomio f = a X%+ --- € I C Iy. Luego,
XT-df—yq X" 4. ey, lo que demuestra que a € Iy .
3) Probemos que entre los I; 4 hay solo un ntmero finito de ideales distintos. En efecto,
supongamos lo contrario. En este caso una familia infinita de ideales distintos corres-

ponde a un subconjunto infinito de los indices dobles (k,d) € IN x N y entre ellos se
puede escoger una cadena infinita  (k;,d,) con

ko<ky<ky<---, do<dy<dpy<---
De aqui se obtiene una cadena ascendente
Ikody & kyay & kgt & - C© R

= = =

pero esto contradice nuestra hipétesis que R es noetheriano.

“Ejercicio 12.28.
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4) Entonces, hay solo un ntmero finito de ideales distintos I 4. Esto significa que existe
un indice k tal que
kg = Ieyrd = Ier2a = -
para todo d.

Supongamos que k’ > k. Vamos a probar que [ = Iis. Tenemos una inclusion I C Iy
y hay que ver que todo elemento de Iis pertenece a I. Para f € I podemos proceder
por induccién sobre d = deg f. Como la base de induccién se puede considerar el caso de
d = —oo; es decir, f = 0. Para el paso inductivo, supongamos que todos los polinomios
de Iy de grado < d pertenecen a I;. Luego, si f = a X% + ... € I;s, entonces a € I 4. Pero
acabamos de ver que Iy y = I; 4, lo que implica que existe un polinomio ¢ = a X4 €I
Ahora deg(f —g) < d y por ende f — g € I; por la hipétesis de induccion. Pero en este
caso f = (f—g)+ g € Ik [ |

Un poco de la historia. En el siglo XIX muchos algebristas se dedicaban a la teoria de
invariantes que trata de encontrar generadores de ciertos ideales en casos particulares.
Hilbert probé el teorema de arriba para deducir la existencia de un ntmero finito de
generadores en un caso general abstracto. Luego el matemdtico aleman PAuL GORDAN
(1837-1912), conocido como el rey de la teoria de invariantes no acepto el articulo de Hilbert a
la revista Mathematische Annalen, diciendo que su argumento estaba poco claro y que “no
era matemadticas, sino teologia”.

12.4.11. Digresién. Si R es un anillo noetheriano, entonces el anillo de series formales
R[Xj, ..., Xu] es también noetheriano. Sin embargo, esto se demuestra de otra manera (a
saber, R[Xj, ..., Xn] es una completacién del anillo noetheriano R[Xj, ..., X,]; la comple-
tacion es otra construccién interesante, pero no la vamos a definir en este curso).

12.4.12. Proposicién. Si R es un anillo noetheriano, entonces toda localizacion R[U~'] es también
un anillo noetheriano.

Demostracién. Como vimos en §12.3, para todo ideal ] C R[U~!] se cumple ] = ¢~ (J) R[U1]
y la correspondencia ] +— ¢~ 1(]) es inyectiva y preserva inclusiones. Entonces, toda cadena
de ideales

JoChChC - CRU

nos da una cadena de ideales

¢ 1(Jo) C¢ (1) C¢p () C---CR

que se estabiliza, puesto que R es noetheriano. Pero esto significa que la cadena en R[U~!]
se estabiliza.

Otro modo de probar el resultado es notar que si todo ideal en R es finitamente generado,
entonces para todo ideal ] C R[U '] se tiene

¢~ () = (x1,---, ),
para algunos x1,...,x; € R, y luego

X1 Xn

J=¢ " (DRI = (543
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12.4.13. Ejemplo. Sea k un cuerpo. Para una coleccién de polinomios f; € k[X,..., X,]
consideremos el conjunto de sus ceros comunes en A" (k):

V({fitier) :={x € A"(k) | fi(x) = 0 para todo i € I}.
Este se llama un conjunto algebraico. Luego,

V({fitier) = V() :={x € A"(k) | f(x) = 0 para todo f € J},

donde J C k[Xj, ..., X,] es el ideal generado por los polinomios f;. El teorema de la base
nos dice que | es necesariamente finitamente generado: | = (g1,...,9m) y luego

V{{fitie) = V) = V(g1 gm)-

Esto significa que todo sistema de ecuaciones polinomiales en k[X3, ..., X,,] siempre equivale
a un sistema de un ntmero finito de ecuaciones polinomiales.

Lamentablemente, la prueba del teorema de la base no es constructiva: no sabemos
cudles son los generadores. Para hacer calculos con conjuntos algebraicos, se usan sistemas
especiales de generadores, llamados bases de Grobner. A

12.4.14. Observacién. Sea f: R — S un homomorfismo sobreyectivo. Si R es noetheriano, en-
tonces S es también noetheriano. De manera equivalente, todo cociente de un anillo noetheriano es
noetheriano.

Demostracion. Véase 12.4.2. |

12.4.15. Definicién. Sean R un anillo conmutativo y A una R-algebra conmutativa; es decir,
un anillo A dotado de un homomorfismo f: R — A. Se dice que A es una R-dlgebra
finitamente generada si existen elementos xy, ..., x, tales que todo elemento de A puede
ser expresado como un polinomio en x1, ..., X, con coeficientes en R; es decir, como una

suma finita ' '
R £ N S L . ydn
Z rll,.“,ln x] Xp = Z f(rll ..... ln) x] X -
i]/m/inzo i1,.~~,in20

El anillo de polinomios R[Xj, ..., X;] es una R-dlgebra finitamente generada. En general,
las R-algebras finitamente generadas son precisamente los cocientes de estos anillos de
polinomios.

12.4.16. Observacién. Una R-dlgebra A es finitamente generada si y solo si existe un homomor-
fismo sobreyectivo R[Xy, ..., Xn] — A para algiin n; es decir, si y solo si A = R[Xq,...,Xn]/1
para algiin n y algiin ideal I.

Demostracion. Por la propiedad universal del algebra de polinomios, la asignacion X; +— x;
define un homomorfismo tnico de R-algebras:

fiR[Xq, ..., Xn] = A,
Xi — x;.
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El hecho de que los x; generan a A como una R-dlgebra significa precisamente que esto es
una sobreyeccién. Luego, por el primer teorema de isomorfia

AXR[Xy,..., Xu]/ ker f.
|

12.4.17. Observacion. Si R es un anillo noetheriano, entonces toda R-dlgebra finitamente generada
A es también un anillo noetheriano.

Demostracion. Se tiene A = R[Xy,...,X,]/I donde R[X3, ..., X,] es noetheriano por el
teorema de la base, y luego todo cociente de un anillo noetheriano es también noetheriano.
[ |

En la geometria algebraica elemental, las propiedades de conjuntos algebraicos X C
A" (k) se estudian a través de las k-algebras finitamente generadas k[Xj,..., X,|/I(X),
llamadas las dlgebras de funciones polinomiales sobre X. Véase [Ful2008] para una in-
troduccién amigable a este tema. La geometria algebraica es una area inmensa de las
matemadticas que ha sido una de las mas influyentes a partir del siglo XX.

En este capitulo no hemos tocado ni siquiera la punta del iceberg del dlgebra conmutativa.
El lector interesado puede consultar [Sha2001], [Reil1995], [AM1969] (un libro de texto
clasico) o [Eis2004] (una enciclopedia de 800 paginas).
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12.5 Ejercicios

Ideales primos y maximales

Ejercicio 12.1. Sea C(R) el anillo de las funciones continuas f: R — R con operaciones punto
por punto. Demuestre que para cualquier x € R

my := {funciones continuas f: R - R | f(x) =0}
es un ideal maximal en C(R).

Ejercicio 12.2. Determine si el ideal generado por el polinomio X* + 1 es primo o maximal en el
anillo
R[X], C[X], Z[X], F[X].

Ejercicio 12.3. Sea R un anillo conmutativo y sea p C R un ideal primo. Demuestre que si x* € p
paraalgiin x € Ryn=1,2,3,..., entonces x € p.

Ejercicio 12.4. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos conmutativos. Para un ideal primo
p C S verifique directamente que f~'(p) es un ideal primo en R.

Ejercicio 12.5. Sea R un anillo conmutativo y sea p C R un ideal primo.
1) Demuestre que para dos ideales 1,] C R, si I] C p, entonces ] Cpo ] Cp.

2) Demuestre que si para un ideal I C R se tiene [" C p para algiin n = 1,2,3, ..., entonces
I Chp.

Ejercicio 12.6. Sea R un anillo conmutativo. Para un subconjunto S C R sea V (S) el conjunto de
los ideales primos que contienen a S:

V(S) := {p € SpecR | p 2 S}.
1) Demuestre que para Sy C Sy C R se tiene V(Sy) C V(S7).
2) Demuestre que V(S) = V(I) donde I = (S) es el ideal generado por S.
3) Demuestre que V(0) = SpecRy V(1) = @.
4) Demuestre que V(I) UV (]) = V(I]) para ideales I,] C R.

5) Demuestre que (\; V (Ix) = V(X Ix) para ideales I C R.

Ejercicio 12.7. Sean R y S anillos conmutativos. Consideremos el producto R x S con las proyec-
ciones candnicas

R+2 RxS-"2,5

r i (r,8) 4 $
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1) Sip C Ry q C S son ideales primos, demuestre que
pxSi=ml(p)={(xs)|xep s€S}, Rxqg=m'(q):={(ny)[reR yea}
son ideales primos en el producto R x S.

2) Demuestre que si 8 C R x S es un ideal primo, entonces 3 es de la forma p x S o R x q
como en 1).

Indicacion: para ey := (1g,05) y e := (Og, 1g) note que ey e, € B, asi que e; € P o

ey €.

Ensto nos da una biyeccién natural Spec(R x S) = Spec R LI Spec S.

Lema de Zorn

Ejercicio 12.8. Sea R un anillo conmutativo. Sea U C R un subconjunto no vacio tal que 0 ¢ U
ysix,y € U, entonces xy € U.

1) Deduzca del lema de Zorn que existe un ideal p C R que satisface las siguientes propiedades:

s UNp=0,
» Sip C [ para otro ideal I que satisface U N I = @, entonces I = p.

2) Demuestre que p es un ideal primo.

Indicacidn: basta revisar y entender nuestra prueba de que N(R) = MR primo -

Ejercicio 12.9. Sean R un anillo conmutativo no nulo e I C R un ideal propio.

1) Sea R D py D p1 2 pp 2 -+ D I una cadena descendente de ideales primos que contienen a
I. Demuestre que p := (); p; es un ideal primo que contiene a 1.

2) Deduzca del lema de Zorn que en R existen ideales primos minimales sobre I; es decir,
ideales primos 1 C p C R tales que si ¢ C p para otro ideal primo I C q C R, entonces

q=>».

Ejercicio 12.10. Sea R un anillo conmutativo noetheriano. En este ejercicio vamos a probar que
para todo ideal propio no nulo I C R (es decir, I # R, I #0)

* existen ideales primos p1, ..., pn 7 0 tales que pq - - - p, C L.

Para llegar a una contradiccién, asumamos que esto es falso y existen ideales propios no nulos
que no cumplen la propiedad (*).

1) Demuestre usando el lema de Zorn que en este caso existe un ideal propio no nulo I que es
maximal entre los ideales que no cumplen la propiedad (*). Demuestre que I no es primo, ast
que existen x,y € R tales que xy € I, perox ¢ ley ¢ 1.
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2) Demuestre que para los ideales A := 1+ (x) y B := I + (y) se tiene AB C I y son ideales
propios no nulos.

3) Demuestre que Ay B cumplen la propiedad (*): se tiene
proopmCA q--an B
para algunos ideales primos p1,...,Pm,q1,...,9n C R. Deduzca quepy -+ -pmqr---qn C L

Concluya que hemos obtenido una contradiccion.

Localizacion

Ejercicio 12.11. En el cuerpo de las series de Laurent Q((X)), encuentre el elemento inverso de
X — X2,

Ejercicio 12.12. Describa los cuerpos de fracciones K(R) para los anillos

R =2Z[V—1], Z|V5), Z[l ?ﬁ]

Ejercicio 12.13. Sea R x S un producto de anillos conmutativos no nulos. Consideremos e :=
(1,0). Demuestre que (R x S)[e~!] = R.
(r,0)

Sugerencia: nota que ((%)) = ((H)) = (11) para cualesquierar € Ry s € S.

Ejercicio 12.14. Consideremos el anillo finito R = Z /nZ donde n = p’{l e plgs.
1) Demuestre que los ideales maximales en R son m; = p; Z/nZ parai=1,...,s.

2) Demuestre que R = Ry, X -+ X Riy,.

Sugerencia: demuestre que la aplicacion canénica Z./nZ. — Z./ pi-{f Z satisface la propiedad univer-
sal de la localizacion Z./nZ. — (Z/NZ)w,.

Ejercicio 12.15. Sean R un anillo conmutativo, U C R un subconjunto multiplicativo y ¢: R —
R[U~Y] el homomorfismo candnico de localizacion.

1) Para un ideal primo p C R tal que p N U = @ compruebe directamente que el ideal
pR[UY] C R[U™Y] (es decir, que pR{U™Y] # RU Y y L-£ € pRIUY implica L €
pR[U 0 £ € pRIUY)).

2) Para un ideal primo q¢ C R[U~'] compruebe directamente que ¢~(q) N U = @ (use la
definicion original de ideales primos).

Ejercicio 12.16. He aqui una generalizacion de las ideas que hemos ocupado para caracterizar los
ideales en R{U~]. Para un homomorfismo de anillos f: R — S e ideales I C R, ] C S definamos

IF:=f(I)SCS, J:=f1J)CR

(el ideal 1° se llama la extension de I y el ideal |° se llama la contraccion de |). Verifique las
siguientes propiedades de estas operaciones:
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1) Si Iy C I, entonces I C I5.

2) Si ]y C Jo, entonces J{ C J5.

3 (hnp)=Jinj;

4) I C I, ] D J°. Encuentre ejemplos cuando las inclusiones son estrictas.
5) Jo =], 1° = I

Ejercicio 12.17. Sea n = p’{l e p’s“'. Describa los ideales primos en el anillo

z[%] = {% ‘ acZ, k:o,1,2,3,...}.

Ejercicio 12.18. Sea R un anillo conmutativo y U C R un subconjunto multiplicativo.

1) Para un ideal I C R y un elemento x € R verifique que (I : x) :== {r € R | xr € I} es un
ideal en R.

2) Demuestre que hay una biyeccién entre los ideales en la localizacion R[U~'] y los ideales en
R tales que (I : u) = I para todo u € U.

Ejercicio 12.19. Sea R un anillo conmutativo. Denotemos por
N(R):={x € R | x" =0paraalginn =1,2,3,...}
el nilradical. Demuestre que para todo subconjunto multiplicativo U C R se tiene
N(R[U™1]) = N(R)R[U].
Ejercicio 12.20. Sean R un anillo conmutativo y x € R algiin elemento no nulo.
1) Demuestre que Ann(x) := {r € R | rx = 0} es un ideal propio en R.

2) Demuestre que existe un ideal maximal m C R tal que § # % en la localizacion Ry.

Anillos locales

Ejercicio 12.21. Sea R un anillo local y sea m su tinico ideal maximal. Demuestre que para cual-
quier x € R se cumple x € R* 01— x € R*.

Ejercicio 12.22. Demuestre que un anillo es local si y solo si todos los elementos no invertibles en
R forman un ideal.

Ejercicio 12.23. Sea k un cuerpo.

1) Demuestre que el anillo de series formales k[ X]| es local y su ideal maximal es (X).

Indicacion: véase el ejercicio anterior.

2) Demuestre que si R es un anillo local con ideal maximal w, entonces R[X] es también local
con ideal maximal m + (X).
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3) Use la parte anterior para probar que k[ X, . . ., Xu] es local y su ideal maximal es (X1, ..., Xy).

Ejercicio 12.24. Demuestre que si R es un anillo local, entonces el cociente R/ 1 por cualquier ideal
I C R es también un anillo local.

Ejercicio 12.25.
1) Demuestre que para cualquier cuerpo k el anillo de polinomios k[X] no es local.

2) Demuestre que el anillo de series de potencias Z[X]| no es local.

Anillos noetherianos

Ejercicio 12.26. Sea R un anillo conmutativo noetheriano y U C R un subconjunto multiplicativo.
Demuestre que la localizacion R[U 1] es también un anillo noetheriano.

Ejercicio 12.27. Se dice que un anillo es artiniano si toda cadena descendente de ideales
RoOlp2h2hL2---
se estabiliza. Note que Z. es un anillo noetheriano, pero no es artiniano.

Ejercicio 12.28. Sea X un subconjunto infinito de IN x IN. Demuestre que en X hay un subcon-
junto infinito de pares (ky,dy) para £ = 0,1,2,3, ... tal que

ko<ki<kpy<.--, do<di1<dp<---

“EmiL ArTIN (1898-1962), algebrista y tedrico de niimeros alemén.
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Capitulo 13
Aritmética

La matematica es la reina de las ciencias y la
aritmética es la reina de las matematicas.

Gauss

Una gran parte de la teoria de anillos y en general de las matemaéticas importantes del
fin del siglo XIX fue desarrollada para generalizar la aritmética de los niimeros enteros a
los anillos conmutativos, o estudiar las obstrucciones que aparecen en este intento. Esto
se estudia en detalles en la teorfa de ntimeros algebraica, y en este capitulo vamos a ver
algunas nociones bésicas. En particular, vamos a definir ciertas clases importantes de anillos:

dominios euclidianos C dominios de ideales principales C dominios de factorizacién tinica

y terminar por una breve discusién de anillos de ntmeros. Este material generaliza los
resultados cldsicos sobre los nimeros enteros. El lector puede consultar, por ejemplo, el
primer capitulo de [IR1990].

En este capitulo R siempre va a denotar un anillo conmutativo sin divisores de cero; es
decir, un dominio de integridad.

13.1 Divisibilidad en dominios de integridad

13.1.1. Definicién. Para elementos x,y € R se dice que x divide a y si y = zx para algin
z € R. En este caso también se dice que x es un divisor de y y que y es un multiplo de x y
se escribe “x | y”.

Se dice que x e y son asociados si x | y e y | x. En este caso se escribe “x ~ y”.

Hagamos primero algunas observaciones triviales.
13.1.2. Observacién.
1) 1| x para cualquier x € R,

2) x| 1siy solamente si x € R™,
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3) x| 0 para cualquier x € R,
4) 0| x si y solamente si x = 0.

Demostracion. En 1) basta notar que x = 1-x. En 2), si x | 1, entonces 1 = xy para algun
y € Ryy = x"!. En 3), siempre se cumple 0 = 0-x yen 4),six =0-y, entonces x =0. H

La relacién x ~ y significa precisamente que son iguales salvo un multiplo invertible.

13.1.3. Observacién. En un dominio de integridad se cumple x ~ y si y solamente si y = ux para
algiin u € R*.

Demostracion. Si tenemos x ~ y, entonces x | y e y | x; es decir, x = vy e y = ux para
algunos u,v € R. Luego, x = uvx, asi que x (1 — uv) = 0. Esto implica que x = 0, y en este
casoy =0ysetieney =1-x;0uv =1,y en este caso u € R*.

Viceversa, si y = ux donde u € R*, entonces x = u 'y, asique x | ye y | x. [ |

13.1.4. Observacién. En un dominio de integridad, si z # 0, entonces xz | yz implica x | y.

Demostracion. Si yz = axz para algun a, entonces, puesto que z # 0, podemos cancelarlo y
obtener y = ax. [ ]

Notamos que

1) x | 0 para todo x € R;

2) six|yex]|z entonces x | (y+ z);

3) six |y, entonces x | zy para todo z € R.

Esto significa que los miltiplos de x forman un ideal. Es precisamente el ideal generado
por x:
(x) = {yx |y € R}.

13.1.5. Definicién. Un ideal I C R tal que I = (x) para algin x € R se llama un ideal
principal.

La relacién de divisibilidad x | y puede ser interpretada en términos de ideales (x) e
().

13.1.6. Observacion (Divisibilidad e ideales principales).
1) x| y siy solamente si (x) 2 (y).
2) x ~ y siy solamente si (x) = (y).
3) x € R* siy solamente si (x) = R.
4) six |y, peroy 1 x, entonces (x) 2 (y).

Demostracion. En la parte 1), si y = z x, entonces y € (x), y luego (y) C (x). Viceversa, si
(y) € (x), entonces y = zx para algtn z € R. La parte 2) sigue inmediatamente de 1). La
parte 3) sigue del hecho de que x € R* si y solamente si x ~ 1. n
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Notamos que la relacién de divisibilidad es reflexiva y transitiva: para cualesquiera
x,y,z€ R

x| x,
x|y ylz= x|z

La relacién ~ es una relacién de equivalencia: para cualesquiera x,y,z € R se cumple

X~ X,
X~Yy=1Yy~Kx,
X~Y, Yr~z=—> X~z

La relacién de divisibilidad es una relacién de preorden sobre R. Para que esto sea una
relacion de orden, falta la propiedad de antisimetria: x | y e y | x no implica x = y, sino
que x ~ y (por la definicién). Esto significa que la divisibilidad es una relacién de orden
sobre las clases R/ ~.

Notamos que todo elemento y es divisible por 1 y por si mismo, y en consecuencia
por todo x tal que x ~ 1 (es decir, x € R*) o x ~ y. Estos divisores de y son triviales. Un
elemento que no tiene divisores no triviales se llama irreducible.

13.1.7. Definicién. Un elemento p € R es irreducible si
) p#0yp¢R”,
2) x| p implica que x € R* o x ~ p.

Se dice que un elemento x € R tal que x # 0y x ¢ R* es reducible si existe un divisor
no trivial y | x; es decir, y ¢ R* y y # x. Tenemos entonces cuatro clases disjuntas de
elementos:

R = R* U {0} U {irreducibles} LI {reducibles}.

13.1.8. Observacion. Un elemento p # 0 es irreducible si y solamente si el ideal (p) es maximal
entre los ideales principales; es decir,

D (p) #R,
2) si(p) C (x) C R, entonces (p) = (x) o (x) = R.
Demostracion. Esta claro a partir de 13.1.6. n

El momento delicado de la teoria general es la distincién entre los elementos primos e
irreducibles.

13.1.9. Definicién. Un elemento p € R es primo si

1) p#0yp¢&R*,

2) para cualesquiera x,y € R, si p | xy, entonces p | x o p | y.
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13.1.10. Ejemplo. En el anillo de los ntimeros enteros Z los elementos invertibles son £1.
Se cumple x ~ y si y solo si y = £x. Las clases de equivalencia en Z médulo la relacién de
equivalencia ~ pueden ser representadas por los ntimeros no negativos.

Los elementos irreducibles son £p donde p = 2,3,5,7,11, ... es primo. Conveniente-
mente, los elementos primos son los mismos. A

13.1.11. Observacién. Un elemento p # 0 es primo si y solamente si el ideal (p) C R es primo.

Demostracion. La condicién p ¢ R* es equivalente a (p) # R. La condicién p | xy = p | x o
p|yesequivalenteaxy € (p) = x € (p)oy € (p). [ |

13.1.12. Observacién. Todo elemento primo es irreducible.

Demostracion. Supongamos que p € R es un elemento que no es irreducible. Esto significa

que p = xy, donde x,y ¢ R* y x % p, y + p. Entonces, p | xy, pero ptxy p1y, asi que p
no es primo. u

En general, un elemento irreducible no tiene por qué ser primo.

13.1.13. Contraejemplo. En el anillo cociente k[X, Y, Z]/ (Z* — XY) la clase Z es irreducible.
Sin embargo, se tiene Z | XY, aunque Z { X y Z 1 Y. Esto significa que Z es un elemento
irreducible, pero no es primo. A

13.1.14. Contraejemplo. Sin > 3 es un entero libre de cuadrados, entonces en el anillo
Z|V—n]:={a+by/—n|abeZ}
el ntimero 2 es irreducible, pero no es primo. Véase el ejercicio 13.2. A

13.1.15. Definicién. Para x1,...,x; € R se dice que d € R es un mdximo comn divisor de
X1,...,Xy S1

1) d|X1,...,d|Xn,
2) si para otro elemento z € R se cumple z | xq, ..., z | x,, entonces z | d.
(jNote que la definicién no afirma que tal d siempre existe!)

13.1.16. Observacion. Sipara x1,...,x, € R existe su mdximo comin divisor, entonces este estd
definido de modo iinico salvo ~. En este caso se escribe por abuso de notacion d = med(x1, ..., xy).

Demostracion. Si d e d’ son med de x1,. .., x,, entonces la definicién implica que d | d' y
d|d. [ |

Debido a la ultima observacién, todas las identidades con mcd se entienden salvo ~.

13.1.17. Ejemplo. Para los nimeros enteros Z, normalmente como med(x1, ..., X, ) se toma
un nimero positivo. A

13.1.18. Ejemplo. Tenemos mcd(x,0) = x para cualquier x. En efecto, x | x y x | 0. La
segunda condicién de la definicién de mcd se cumple trivialmente. De la misma manera, se
ve que mecd(x, x) = x para cualquier x. A
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13.1.19. Observacion. El mcd tiene las siguientes propiedades.
1) med(x,y) = x si y solamente si x | y;
2) si med(x,y) existe, entonces med(y, x) también existe y se tiene med(x,y) = med(y, x);

3) med(med(x,y),z) = med(x, med(y,z)) = med(x,y,z), en el sentido de que si uno de los
tres elementos existe, los otros dos también existen y todos son iguales.

Demostracion. Las primeras dos propiedades son evidentes de la definicion. Para la tercera,
se puede notar que las propiedades que definen a med(med(x,y),z) y med(x, med(y, z))
corresponden a la propiedad que define a med(x, y, z). |

13.1.20. Lema. Se cumple med(zx,zy) = z med(x,y) (es decir, si uno de estos elementos existe,
entonces el otro también existe y son asociados).

Demostracion. Si z = 0, esto es obvio, asi que podemos asumir que z # 0.

Sea d = med(x,y). Entonces, zd | zx y zd | zy, asi que zd | med(zx, zy). Viceversa, puesto
que z | zx y z | zy, se tiene z | med(zx, zy), tenemos med(zx, zy) = zc para algun ¢ € R.
Esto significa que zc | zx y zc | zy. Pero puesto que z # 0, esto implica que ¢ | x y ¢ | y, asi
que c | d, y luego zc = med(zx, zy) | zd. [ |

De la misma manera se define el minimo comun mdaltiplo mem(x, ).

13.1.21. Definicién. Para x1,...,x; € R se dice que m € R es un minimo comiin miiltiplo
de x1,...,xy, si

1) x1|m, ..., x| m,
2) si para otro elemento z € R se cumple x1 | z, ..., x, | z, entonces m | z.

De nuevo, estas condiciones definen a m de modo tnico salvo la relacién ~, y normal-
mente se escribe m = mem(xq, ..., X,).

13.1.22. Ejemplo. Tenemos mcm(x,0) = 0 para todo x € R. En efecto, x | 0y 0 | 0. Luego,
si hay otro elemento z tal que x | z y 0 | z, lo ultimo implica que z =0, y de hecho 0 | 0. A

El mem satisface las mismas propiedades que el med.

13.1.23. Observacion.

1) mem(x,y) = x si y solamente si y | x.

En particular, mem(x, x) = med(x,1) = x.
2) Simem(x,y) existe, entonces mem(y, x) también existe y se tiene mem(x,y) = mem(y, x).

3) mem(mem(x,y),z) = mem(x, mem(y,z)) = mem(x,y, z), en el sentido de que si uno de
los tres elementos existe, los otros dos también existen y todos son iguales.

13.1.24. Proposicion. Sipara x,y € R existe uno de los med(x,y) o mem(x,y), entonces existe
el otro y se cumple
med(x,y) mem(x,y) = xy.
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Demostracion. Supongamos por ejemplo que existe d = med(x,y). El caso de x =y = 0 es
trivial y podemos descartarlo desde el principio. Entonces, se puede asumir que d # 0.
En particular, esto significa que d | x e d | y. Escribamos

x=dx, y=dy
para algunos x/, ¥’ € R. Definamos
m:=dx'y.
Tenemos dm = xy y nos gustaria probar que m satisface la propiedad de mem(x, y). Primero,
m=xy =x"y,

asi que x | m e y | m. Sea z otro elemento tal que x | z e y | z. Necesitamos deducir que
m | z. Notamos que segtn 13.1.20

d = mcd(x,y) = med(dx’,dy') = d - mcd (¥, /),

y luego
mcd(x,y') = 1.

Pero en este caso
med(zx',zy') = z med(¥/, ') = z.

Luego, m | zx" y m | zy', y por lo tanto m | z. [ ]

13.2 Dominios de ideales principales

13.2.1. Definicién. Sea R un dominio de integridad. Se dice que R es un dominio de
ideales principales si R es un dominio de integridad y todo ideal I C R es principal; es
decir I = (x) para algun x € R.

13.2.2. Ejemplo. Todo cuerpo es obviamente un dominio de ideales principales.

El anillo Z es un dominio de ideales principales. Esto ya no es tan obvio y se demuestra
usando la divisién con resto; véase el apéndice A. Usando las mismas ideas, vamos a ver
un poco mds adelante que el anillo de polinomios k[X] (donde k es un cuerpo) y el anillo
de los enteros de Gauss Z[v/—1] son también dominios de ideales principales.

Los anillos Z {ﬂ Y Zp) para p primo son también dominios de ideales principales. Esto

sigue de la descripcién de los ideales en la localizacién y el hecho de que Z es un dominio
de ideales principales. A

13.2.3. Ejemplo. El anillo de polinomios en dos variables k[X, Y] no es un dominio de
ideales principales. Por ejemplo, tenemos el ideal (X,Y) que no puede ser generado por un
elemento.

En efecto, asumamos que (X,Y) = (f) para algun polinomio f € k[X,Y]. Entonces,
(X) C (f) y (Y) C (f), pero esto significa que f | X y f | Y. Sin embargo, los elementos X
e Y son irreducibles y esto implica que f es invertible en k[X, Y], de donde (f) = k[X, Y].
Contradiccion. A
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13.2.4. Ejemplo. El anillo de polinomios Z[X] no es un dominio de ideales principales.
Por ejemplo, el ideal (p, X) donde p es un ntimero primo no puede ser generado por un
elemento. Notamos que este ideal es propio:

(p,X)={pf+Xg|fgcZX|}={ag+a; X+ - +a; X | ap,a1,...,a; € Z, p | ag}.

En efecto, el ideal (p, X) es maximal. De hecho, consideremos el homomorfismo sobreyectivo
de anillos

Z[X} - Z — 2./ pZ,
f= f(0) (méd p)
—este homomorfismo primero evaltia un polinomio en 0 y luego reduce el resultado médulo
p. El nticleo de este homomorfismo viene dado por los polinomios con el término constante
divisible por p, pero esto es precisamente (p, X). El primer teorema de isomorfia nos
permite concluir que Z[X]/(p, X) = Z/pZ, 1o que es un cuerpo.
Ahora asumamos que (p, X) = (f) para algun polinomio f € Z[X]. En particular, esto

quiere decir que (p) € (f) y por ende f | p, asi que f = £1 0 £p. Si f = %p, el ideal
(f) = pZ[X] no puede contener a X. Si f = +1, entonces (f) = Z[X]. Contradiccién. A

En general, es muy dificil encontrar el nlimero minimo posible de generadores para un
ideal.

13.2.5. Proposiciéon. Sea R un dominio de ideales principales que no es un cuerpo. Entonces, los
ideales maximales en R son precisamente los ideales primos no nulos.

(Note que la hipétesis de que R no sea un cuerpo es importante: jen un cuerpo el ideal
nulo es maximal!)

Demostracion. Si (p) C R un ideal primo no nulo, entonces p € R es un elemento primo
(véase 13.1.11). Si tenemos (p) C (x) para otro ideal, entonces x | p, lo que implica x € R*
o x ~ p; es decir, (x) =Ro (x) = (p). [

13.2.6. Proposicién. En un dominio de ideales principales todo elemento irreducible es primo.

Demostracion. Si p € R es irreducible, entonces el ideal (p) es maximal entre los ideales
principales. Pero por la hipétesis todos los ideales son principales, asi que (p) es un ideal
maximal en R. Todo ideal maximal es primo, lo que significa que p es un elemento
primo. |

13.2.7. Proposicién (Relacién de Bézout). En todo dominio de integridad R tenemos
1) si(x1,...,xn) = (d), entonces d = med(xy, ..., xn);
2) si(x1)N---N(xy) = (m), entonces m = mem(xy,...,Xn).

Ademds, si R es un dominio de ideales principales, entonces mcd y mcd siempre existen. En
este caso se tiene

1) (x1,...,xn) = (d), donde d = med(x1, ..., x,);
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2) (x1)N---N(xy) = (m), donde m = mem(xq,...,%,).

Demostracion. Vamos a ver el caso del mcd; el caso del mcm es parecido.
Si (x1,...,x) = (d), entonces (x;) C (d) para todoi = 1,...,n, lo que significa que
d | x;. Supongamos que z | x; para todo i. Tenemos entonces

axi+--+enxp=4d

para algunos ¢; y luego z | d.

Ahora si R es un dominio de ideales principales, sea d = med(xy, ..., x,). Tenemos
d | x; para todo i; es decir, (x;) C (d). El ideal (xq,...,x,) es el ideal minimo tal que
(x;) € (x1,...,x,) para todo i, asi que (xy,...,x,) C (d). Para ver la otra inclusién,
notamos que (x1,...,%;) = (z) para algtn z € R, puesto que R es un dominio de ideales
principales. Luego, z = med(xy, ..., x,) por la primera parte, asi que (z) = (d). [ |

La igualdad (xq,...,x,) = (d) donde d = med(x, ..., x,) significa que en un dominio
de ideales principales R, el méximo comuin divisor de los x; puede ser expresado como una
combinacién R-lineal de los x;. Esto se llama la relaciéon de Bézout.

13.2.8. Corolario (Elementos coprimos). En un dominio de ideales principales, med(x,y) = 1
si y solamente si (x,y) = R.

13.2.9. Ejemplo. En el anillo k[X, Y] los elementos X e Y son irreducibles y son divisibles
solamente por las constantes no nulas, asi que med (X, Y) = 1. Sin embargo, (X, Y) # k[X, Y].
Esto demuestra una vez mas que el anillo k[X, Y] no es un dominio de ideales principales.

De la misma manera, en Z[X] se tiene mcd(p, X) = 1, aunque (p, X) # Z[X]. A

13.3 Dominios de factorizacion unica

13.3.1. Definicién. Se dice que un dominio de integridad R es un dominio de factorizacién
tnica si todo elemento no nulo x € R puede ser descompuesto en factores irreducibles y
esta descomposicion es tinica salvo el orden de los miltiplos y la relacién de equivalencia
~.

En otras palabras, para dos descomposiciones

x:upl...ps:vql...qt
donde u,v € R* y p;, q; son irreducibles, se tiene necesariamente s = t, y después de una

permutacién de los multiplos, se cumple p; ~ g; paratodo 1 <i <s.

13.3.2. Comentario. En la factorizacién x = u p; - - - ps no se supone que entre los p; no hay
repeticiones. Diferentes p; y p; pueden ser asociados.

13.3.3. Ejemplo. Todo cuerpo es trivialmente un dominio de factorizacién tnica: todo
elemento no nulo es invertible y la condicién de la definicién es vacia. A

13.3.4. Ejemplo. El anillo de los enteros Z es un dominio de factorizacién tinica. Este resul-
tado se conoce como el teorema fundamental de aritmética y fue probado rigurosamente
por primera vez por Gauss. De hecho, eventualmente en este capitulo lo vamos a probar
otra vez mas. A
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Para probar que algo es un dominio de factorizacién tinica, necesitamos ciertas he-
rramientas especiales. Lo que es ficil es probar es que un anillo especifico no posea
factorizaciones tinicas: basta encontrar dos diferentes factorizaciones del mismo elemento.

13.3.5. Ejemplo. En el anillo Z[/—5] definamos la norma por
N(a+bV=5) := (a+bv=5) (a — bv/~5) = a® + 5.
Esto es una funcién multiplicativa:
N(xy) = N(x) N(y) para cualesquiera x,y € Z[v/—5].

Ahora si x | y, entonces y = zx y N(y) = N(z) N(x), asi que N(x) | N(y). Se sigue que los
elementos invertibles deben tener norma 1, asi que Z[y/—5]* = {£1}. Notamos que si x | y
donde N(x) = N(y), entonces y = zx donde N(z) = 1, asi que x ~ y; es decir, x = +y.
Notamos que los ntimeros 2 y 3 no pueden ser expresados como a* + 5b2, asf que en
Z[\/=5] no hay elementos de esta norma. Esto nos lleva a las siguientes conclusiones.

1) 1+ +/—5 esirreducible. En efecto, si x | (14 +/—5), entonces N(x) | 6 y luego N(x) =
10 N(x) = 6. En el primer caso, x € Z[\/—5]*; en el segundo caso, x ~ 1 £ /—5.

2) 2 es irreducible: si x | 2, entonces N(x) | 4 y N(x) = 1 0 4 y tenemos dos casos
parecidos.

3) 3 es irreducible. Si x | 3, entonces N(x) |9y N(x) =109.
Ahora la identidad
6=2-3=(1++v-5)(1-+v-5)
significa que 6 puede ser expresado de dos maneras diferentes como un producto de

elementos irreducibles. A

13.3.6. Ejemplo. Consideremos el anillo Z[/—3]. La norma viene dada por N(a + by/—3) =
a%> 4+ 3b?. Los elementos de norma 1 son +1 y enotratonces Z[/—3]* = {41}. Estd claro
que no existen elementos de norma 2.

Ahora 2 es un elemento irreducible: si x | 2, entonces N(x) | 4, lo que implica N(x) =1
0 4. El elemento 1 + y/—3 también tiene norma 4 y es irreducible por las mismas razones.
La identidad

(13.1) 4=2-2=(1+v-3)(1-V-3)

demuestra que Z[/—3] no es un dominio de factorizacién tnica.
Sin embargo, se puede considerar el anillo més grande

1++-3
W=

Zw),

La norma es

N(a+bw) = <a+b1+2_3> <a+b1_2_3> =a® +ab+ b
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Ahora hay mds elementos de norma 1: son
+1, tw, *(1-w),
y de hecho son precisamente las raices de la unidad de orden 6:
(1-w)?=-w (1-w)=-1.
Ahora podemos volver a nuestra factorizacién de 4 en (13.1). La férmula se vuelve
4=2-2=2w-2(1—-w).

Pero w y 1 — w son invertibles, asi que esta férmula ya no es un ejemplo de diferentes
factorizaciones. En efecto, el anillo Z[w] es un dominio de factorizacién tinica, pero lo
vamos a ver un poco mas adelante usando otras herramientas. A

El descubrimiento de anillos que no son dominios de factorizacién tinica fue uno de los
sucesos mas importantes en la matematica del siglo XIX.

13.3.7. Lema. En un anillo noetheriano, todo elemento no invertible es divisible por un elemento
irreducible.

Demostracion. Sea R un anillo noetheriano y x € R un elemento tal que x # 0y x ¢ R*.
Si x es irreducible, no hay nada que probar. Si x es reducible, entonces podemos escribir
x = x1 y1 donde x1 es un divisor no trivial: x; ¢ R* y x1 % x. Si x7 es irreducible, la prueba
estd terminada. En el caso contrario, podemos escribir x; = x2 y» donde xp € R* y x % x3.
Continuando de esta manera, se obtienen elementos x1, x, x3, . . . tales que

x1lx, xp|x, x3|xp, xglxs, o ...,
lo que nos da una cadena de ideales
(x) € (x1) € (x2) € (x3) € (x3) € C R,

Pero R es noetheriano por hipétesis, asi que en algiin momento la cadena se estabiliza,
lo que significa que (x,) = (x,41) para n suficientemente grande; es decir, x, ~ X;41.
Podemos concluir que el proceso siempre termina y nos da un factor irreducible de x. W

13.3.8. Lema. Sea R un anillo noetheriano. Todo elemento x # 0 posee una factorizacion en
irreducibles; es decir, puede ser escrito como

X=1u pl e Pn
donde u € R* y p1,...,pn € R son elementos irreducibles.

Demostracion. Sea R un anillo noetheriano. Si para x # 0 se tiene x € R* o x es irreducible,
no hay que probar nada. En el caso contrario, por el resultado anterior, podemos escribir
x = pj x1 donde p; es irreducible. Luego, si x; € R* o x; es irreducible, la prueba estd
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terminada. En el caso contrario, escribamos x; = p xp, etcétera. Esto nos da una cadena de
ideales
(x) € (x1) € (x2) C(x3) C---CR

Esta cadena necesariamente se estabiliza, lo que significa que x;, ~ x,1 para n suficiente-
mente grande, asi que x;, es irreducible. Tenemos entonces

X = p1X1 = p1p2X2 = -+ = P1- " PnXn
donde los factores de la dltima expresion son irreducibles. |

Para probar que algo es un dominio de factorizacién tinica, se puede usar el siguiente
criterio.

13.3.9. Teorema. Sea R un dominio de integridad donde todo elemento admite factorizacion en
elementos irreducibles. Entonces, R es un dominio de factorizacion iinica si y solo si todo elemento
irreducible es primo.

Demostracion. Supongamos primero que R es un dominio de factorizacién tnica. Sea p un
elemento irreducible. Hay que probar que p es primo. Si p | xy, se tiene xy = pz para algun
z € R. Factoricemos x, y, z en elementos irreducibles:

X=Uupyr--pPr, Y=90Pry1--Ps, Z=WHq1" " qt,

donde u,v,w € R*, p1,...,Ps, 91, - -, ¢ son irreducibles. Tenemos

uvpl‘..pszwpql"'qt'

Por la unicidad de factorizaciones, tenemos p ~ p; para algtin 1 < i < r. Esto quiere decir

quep|xoply.

Ahora supongamos que todo elemento irreducible es primo. En este caso la hipétesis
nos dice que todo elemento admite una factorizacién en elementos primos

x:upl...ps'

Falta ver que estas factorizaciones son tinicas. Sea entonces

x:’()ql...qt

otra factorizacién. Sin pérdida de generalidad, asumamos que s < t y procedamos por
induccién sobre s.

Si s = 0, no hay que probar nada: u = vq; - - - q; para t > 0 implica que g1 - - - q+ = uv~
es invertible, pero luego todo g; es invertible, lo que no es el caso, puesto que los g; son
primos. Entonces, t = 0.

Asumamos que el resultado es cierto para s — 1 factores. Consideremos la igualdad

1

upl...pszyql...qt‘
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Dado que ps es primo y ps | vq; - - - ¢, tenemos ps | g; para algun 1 < i < t (notamos que
ps, siendo primo, no puede dividir al elemento invertible v). Después de una renumeracién
de los multiplos, podemos asumir que ps | ;. Pero g; es también primo, asi que ps ~ g¢; es
decir, ps = wq; para algin w € R*. Ahora en la identidad

upr--ps—1(Wqe) =041 -1 qs

podemos cancelar g; y obtener

uwpl...ps_l :Uql...qt_l_

Por la hipétesis de induccién, se tienes —1 =t -1y p; ~ g, paratodo1 <i <s—1,
después de una permutacion de los multiplos. |

13.3.10. Corolario. Todo dominio de ideales principales es un dominio de factorizacion iinica.

Demostracion. Siendo un dominio de ideales principales, en particular el anillo es noethe-
riano y por ende admite factorizacién en elementos irreducibles segtin 13.3.8. En 13.2.6
hemos probado en que en un dominio de ideales principales todo elemento irreducible es
primo. |

Hay muchos ejemplos de dominios de factorizacién tinica que no son dominios de
ideales principales. Por ejemplo, el anillo de polinomios en n variables k[X7, ..., X,] donde
k es un cuerpo es un dominio de factorizacién tinica. Lo vamos a probar mds adelante.
Nuestro préximo objetivo es obtener algtin método para ver que ciertos anillos son dominios
de ideales principales. Para esto nos va a servir la nocién de dominios euclidianos.

13.4 Dominios euclidianos

Un dominio euclidiano es un dominio de integridad que admite el algoritmo de divisién
con resto.

13.4.1. Definicién. Se dice que un dominio de integridad R es un dominio euclidiano si
sobre R existe una funcién 6: R\ {0} — N (llamada norma euclidiana) que satisface la
siguiente propiedad. Para todo x,y € R, y # 0 existen g,7 € R tales que x = qy + r, donde
r=000(r) <i(y).

13.4.2. Comentario. No se supone que los elementos g, son tinicos.

El ejemplo primordial de dominios euclidianos fue estudiado por Euclides en sus
“Elementos”.

13.4.3. Ejemplo. El anillo de los enteros Z es un dominio euclidiano respecto al valor
absoluto 6(x) := |x|. En efecto, dados m,n € Z, n # 0, podemos considerar el conjunto

X:={m—uxn|xeZ}.

Notamos que este conjunto contiene elementos no negativos. Sea r = m — gn el elemento
minimo no negativo en X. Si tenemos r > |n|, podemos considerar dos casos:
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1) sin > 0, entonces r = m — gn > n, asi que

0<m—(g+1l)n<r.

2) sin <0, entonces r = m —qn > —n, asi que
0<m—(g—1)n<r.
Pero ambos casos contradicen nuestra eleccién de r. Entonces, necesariamente 0 < r <
|n]. A

13.4.4. Ejemplo. Sea k un cuerpo. El anillo de polinomios en una variable k[X] es un
dominio euclidiano respecto al grado 6(f) := deg f. Sean f, ¢ € k[X] dos polinomios, g # 0.
Nos gustaria probar que existen polinomios ¢, r € k[X] tales que

f=qg+r, r=00 degr <degg.

Si deg f < degg, podemos tomar 4 = 0y r = f. En el caso contrario, procedamos por
induccién sobre deg f. Si tenemos

f:adXd—‘rad,leil+"'+a1X+ﬂ0,

dondea; #0y
§=by X" +by, 1 X"+ by X + by,

donde b, # 0y d > n, consideremos
fli=f—asb, x4 "g.
Notamos que deg f' < deg f. Por induccién, podemos escribir
f'=4qg¢+r, r=00 degr <degg.

Tenemos
f=(q+agb,' X" g +r.

De hecho, lo que acabamos de describir es el algoritmo de divisién habitual. Notamos
que es importante que los coeficientes de los polinomios estén en un cuerpo. En general,
este argumento funciona si el coeficiente mayor de g es invertible; por ejemplo si es igual a
1 (en este caso se dice que g es un polinomio ménico). A

13.4.5. Comentario. El ejemplo del anillo k[X] es la tinica razén por que en la definicién el
caso de r = 0 se considera por separado. Tenemos deg(0) = —oo, pero nos gustaria usar el
grado como la norma euclidiana.

13.4.6. Ejemplo. El anillo de los enteros de Gauss Z[v/—1] es un dominio euclidiano
respecto a la norma

N(a+bv—=1):= (a+bvV—-1) (a — by/—-1).
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En efecto, dados dos elementos x,y € Z[/—1], y # 0, podemos dividir x por y en el cuerpo
de fracciones Q(v/—1):

; =s+tv—1 paraalgunoss,t € Q.
Ahora podemos escoger m,n € Z tales que

1
|S_m|§§/ |t —n| <

NI~

Pongamos

gi=m+nV-1€Z[V-1]

y
ri=x—qy=(s+tv-1y—ym+ny—1)=y(s—m+ (t —n)v/—1).

Por la multiplicatividad de la norma,

N(r) = N(y) N(s = m+ (£ = 1) V1) = N(y) (s = m)* + (- n)?) < 2 N(y).

En particular,
x=qy+r, 0<N(r) < N(y).

La razén de ser de la nocién de dominio euclidiano es el siguiente resultado.
13.4.7. Teorema. Todo dominio euclidiano es un dominio de ideales principales.

Demostracion. Sea R un dominio euclidiano y sea I C R un ideal. Necesitamos probar que [
es un ideal principal. Si I = (0), no hay que probar nada. Si I # (0), sea x € I un elemento
con la norma euclidiana é(x) minima posible. Tenemos (x) C I. Supongamos que existe un
elemento y € I tal que y ¢ (x). Esto quiere decir que y no puede ser escrito como gx para
algtn g € R. Podemos dividir y por x con resto: tenemos

y=qx+r, r#0, 6(r) <d(x)

para algunos g, 7 € R. Sin embargo, ¥ = y — qx € I y esto contradice nuestra eleccién de x.
Podemos concluir que I = (x). |

13.4.8. Corolario. Todo dominio euclidiano es un dominio de factorizacién tinica.

En general, existen dominios de ideales principales que no son dominios euclidianos.
Sin embargo, no es facil encontrar un ejemplo especifico: hay que probar que cierto dominio
de ideales principales no admite ninguna norma euclidiana.

13.4.9. Ejemplo (Para el lector interesado). Sea R un dominio euclidiano que no es un
cuerpo. Sea x € R un elemento no nulo y no invertible con el minimo posible valor é(x).
Esto implica que para cualquier elemento y € R tenemos

y=gqx+r, donder=0046(r) <d(x).
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Por nuestra eleccién de x, esto significa que hay dos posibilidades: x | y o r € R*.

Ahora consideremos el anillo

Al analizar la norma
N(a+bw):=(a+bw)(a+b@) =a®+ab+5b>

se ve que Z[w]* = {£1} y que en Z]w] no hay elementos de norma 2 o 3. Esto implica
que los nimeros 2 y 3 son irreducibles en Z[w].

Ahora si Z]w] fuera un dominio euclidiano, entonces tendriamos algtun elemento no
nulo y no invertible x € Z[w] tal que para todo y € Z[w] se cumple x | y, o se puede
escribir y = gx 4+ r donde r = £1. Es decir, x siempre debe dividir a ¥ o y &= 1. Primero
tomemos y = 2.

1) Si x | 2, entonces necesariamente x = +2 (como notamos, 2 es irreducible y x no es
invertible).

2) Six | (2+1), entonces x = 3 (de nuevo, 3 es irreducible y x no es invertible).

3) Elcaso x | (2—1) no es posible, puesto que x no es invertible.

Entonces, necesariamente x = 2 o £3, asi que N(x) = 4 0 9. Tomemos ahora y = w.
Hay tres casos, pero cada uno de ellos se descarta:

1) x { w, puesto que N(w) = 5;

2) x{ (14 w), puesto que N(1+w) =7;

3) x{(—1+w), puesto que N(—1+ w) = 5.

Podemos concluir que Z[w] no es un dominio euclidiano. Sin embargo, se puede probar
que es un dominio de ideales principales. Para una prueba directa, véase [DF2004, §8.2],
pero esto surge de ciertos célculos en la teorfa de ntimeros algebraica que vamos a explicar
brevemente un poco mds adelante.

En efecto, en lugar de 1412 {19 también funcionaria

w_1+\/—43 1++v/—67 1+4++/—163
o 2 ! 2 !

2

A

Los ejemplos como el de arriba nada mas demuestran que la nocién de dominio
euclidiano no tiene ningtn sentido profundo; es puramente utilitaria y se ocupa solo para
probar que ciertos anillos son dominios de ideales principales. En practica no es fécil
demostrar que algo es un dominio euclidiano (salvo los casos basicos como Z y k[X]), ni
que no lo es.
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13.5 Valuaciones p-adicas

Sea R un dominio de factorizacién tnica. Todo elemento no nulo x € R estd definido,
salvo un multiplo invertible, por sus factores primos. Es conveniente juntar factores repetidos

y escribir x como u pllcl e p’f{“ donde los p; son primos no asociados entre si (es decir, p; % p;
para i # j). El exponente k de un factor primo p se llama la valuacién p-adica de x.

13.5.1. Definicién. Sea p € R un elemento primo. Para un elemento x € R, x # 0 definamos
vp(x) == max{k | p*|x}
y para el elemento nulo pongamos
vp(0) := oo.
El ntiimero v, (x) se llama la valuacién p-adica de x.

En otras palabras, para un elemento no nulo se tiene v, (x) = n precisamente cuando se
puede escribir x = p" x/, donde p { x. La factorizacion tnica en R significa que para todo

x # 0 se cumple
X ~ Hpvﬂ(x),
P

donde el producto es sobre las clases de equivalencia de los elementos primos médulo la
relacién ~. Notamos que en realidad este producto es finito, puesto que v,(x) = 0 para
todo p, salvo un ntimero finito.

13.5.2. Ejemplo. Tenemos
”02(60) =2, "03(60) =1, "05(60) =1
y vp(60) = 0 para p # 2,3,5. A

13.5.3. Proposicién. La valuacion p-ddica satisface las siguientes propiedades.
V1) vy(x) = oo siy solamente si x = 0.

V2) vp(xy) = 0vp(x) + 0p(y).
V3) vp(x +y) > min{v,(x),vp(y)}.

Demostracion. La parte V1) hace parte de la definicién. Para la parte V2),six =00y =0,
la igualdad es evidente. Ahora si x e y no son nulos y v,(x) = my v,(y) = n, esto significa
que

m ../

x=p"¥, y=p"y,
donde ptx'y pty'. Luego,

m+n x/ /

Xy=p v,
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donde p 1 x'y/, asi que v,(xy) = m + n. De la misma manera, la parte V3) es evidente
cuando x = 0 oy = 0. Para x e y no nulos, de nuevo podemos asumir que v,(x) = my
vp(y) = n, donde sin pérdida de generalidad m < n. Luego,

x+y:pmxl+pny/:pm(xl+pn—my/)’
entonces p™ | (x +y) y por ende vy,(x +y) > m. [ |

13.5.4. Observacion. Si u € R*, entonces vy(u) = 0y vy(ux) = x para todo x € R. En
particular, v,(—x) = vy(x) para todo x € R.

Demostracién. Si u € R*, entonces u no es divisible por ningtin primo, asi que v,(u) = 0
para cualquier p. Luego,

vp(ux) = vp(u) +vp(x) = 0+v,(x) = vp(x).

Nos conviene extender las valuaciones p-adicas al cuerpo de fracciones de R.

13.5.5. Definicién. Sean R un dominio de factorizacién tnica, p € R un elemento primo y K
el cuerpo de fracciones de R. Para % € K definamos la valuacién p-adica sobre K mediante

x
vy <) = vp(x) — vp(y).
Yy
Hay que verificar que esta definicion tiene sentido: si ; = ;—:, entonces xy’ = x'y. Luego,

vp(x) +0p(y') = 0p(x') +0p(y);

es decir,
Up(x) - Up(]/) = Up(x/) - Up(y/)-

o()-0()

Notamos que para toda fraccién no nula se tiene

f — Hpvp(x/y)/
y

Esto significa que

donde el producto se toma sobre todos los primos en R salvo la relacién ~, y la igualdad se
entiende salvo un multiplo u € R*.

2

12 :
17 Se tiene

13.5.6. Ejemplo. Para x = 37 =

N
@

N9

I
—_

UZ(X) s 03(.7() = 1/ 7]17(3() = _1/
y vp(x) = 0 para otros p. A
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13.5.7. Observacion. La valuacion p-ddica sobre K satisface las mismas propiedades:

V1) vy (;) = o0 si Y solamente si ; =19

V2) v, (;l ;;) :vp( )—H)p (yz)
V3) v (;—14—%) Zmin{vp (y ) vp (;—2)}

Demostracion. En V1) basta recordar que = 1 siysolosix =0.
En V2), tenemos

X1 X2 X1X2
Uy | —— ) =0y | —= | =vp(x1x2) — 0 =0Up(x1) +0p(x2) — 0 -0
p <y1 ]/2) p <y1y2> p( 1 2) p(ylyz) p( 1) p( 2) p(]/l) p(yz)
X1 X2
=0y | — | +v, | — ).
p(%) p(llz)
En fin, en V3)

X1 X2 X1Y2 —|—x2y1>
Op| —F+— | =0p | —————— ) =vpx +x — —v
s <y1 yz) P ( 1y p(x1y2 + xoy1) — vp(y1) — vp(y2)

> min{vp(x1) +vp(y2), vp(x2) +0p(y1)} — 0p(y1) — vp(y2)

= min{o (x1) ~ 05 (41),0p(32) ~ ym)} =min {o, (1) 0, (2) .

La desigualdad v,(x +y) > min{v,(x),v,(y)} puede ser mejorada de la siguiente
manera.

13.5.8. Observacion. Para cualesquiera x,y € R, si vy(x) # vp(y), entonces
vp(x+y) = min{o,(x),v,(y)}.

De la misma manera, para cualesquiera ;1 ;2 €K, sivy ( ) #Up ( ) entonces

o (Gt i) =miner (52) o (32) -
yi Y2 4! Y2

Demostracion. La propiedad en cuestion sigue formalmente de las propiedades V1), V2),
V3). Asumamos que se cumple la desigualdad estricta

0p(x +y) > min{o,(x), 0, (1)}
Entonces, tenemos
op(x) = vp(x +y —y) = min{o,(x +v), 0, (1)} = vp(v)
y de la misma manera

vp(y) = vp(x +y —x) > min{v,(x +y),vp(x)} = vp(x).
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13.5.9. Comentario. Por induccién, de la dltima observacion se sigue que si x = x1 + -+ +
Xy yexistei=1,...,n tal que vy(x;) < vp(x;) parai # j, entonces v, (x) = vy(x;).

13.5.10. Observacién. Se tiene

R = {x € K| vp(x) > 0 para todo primo p},
donde se consideran todos los primos en R salvo la relacion ~ y

R* = {x € K| vp(x) = 0 para todo primo p}.

Demostraciéon. Tenemos x = Hp pvp(x) salvo un multiplo u € R*, asi que si Up(x) > 0 para
todo p, se tiene x € R. [

13.6 Lema de Gauss y factorizacion de polinomios

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente resultado: si R es un dominio de
factorizacién tnica, entonces el anillo de polinomios R[X] es también un dominio de
factorizacién dnica. El argumento que vamos a ver esencialmente pertenece a Gauss (como
una gran parte del resto de esta seccién).

Primero, nos va a servir la siguiente extensién de las valuaciones p-addicas al anillo de
polinomios K[X].

13.6.1. Definicién. Sean R un dominio de factorizacién tinica, K su cuerpo de fracciones y
p € R un elemento primo. Para un polinomio f = };~¢4; X' € K[X] definamos

0p(f) := min{o, ()}

En particular,
vp(0) = oco.

De la definicién debe estar claro que

vp(f +g) = min{o,(f), vp(8)}-
También tenemos la propiedad deseada para los productos.

13.6.2. Lema. Para cualesquiera f,g € K[X] se cumple

vp(f8) = vp(f) +vp(8)-

Demostracion. Esto es evidente si f = 0 o ¢ = 0, asi que podemos asumir que f,g # 0.
Tenemos
fZZLliXi, g:Zb]X], fg: ZCka, Cr = 2 aib]-.
i>0 >0 k>0 i+j=k
Ahora
0(ct) = min (03(0) +2,(6)} = 0,(F) + 95(3),
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y por ende
Up(fg) > Up(f) +Up(g)-

Para concluir que se tiene la igualdad, hay que ver que algtn coeficiente c; tiene valuacién
vp(f) +vp(g). Asumamos que vy (f) = vp(am), donde el indice m es el minimo posible:

vp(am) < vp(a;) para0 <i<m, vp(am) < vp(a;)parai>m.
De la misma manera, supongamos que v,(g) = vp(b,), donde 1 es el minimo posible:
vp(by) < vp(b;), para0 <i<n, vp(by) < vp(b;), parai> n.
Luego,
Oplenn) 2 | max {o(0) +0p(8),

Dado que i +j = m+n, se tiene i < m o j < n, salvo el caso i = m, j = n. Por nuestra
eleccion de m y n, esto significa que vy(a,) 4 vp(by) es estrictamente menor que otros
términos, asi que gracias a 13.5.9 se puede concluir que

Op(Cmtn) = Vp(am) +0p(bn) = vp(f) +0p(8)-
|

13.6.3. Definicién. Sean R un dominio de factorizacién tinica y K su cuerpo de fracciones.
Para un polinomio f € K[X] su contenido estd definido por

cont(f) == [T p%F),
p
donde el producto se toma sobre todos los primos en R salvo la relacién de equivalencia ~.

Esto define a cont(f) salvo un multiplo invertible u € R*.

He aqui algunas observaciones sobre el contenido que seran ttiles mas adelante.

1) Para un polinomio constante f = c se tiene cont(c) = ¢, salvo un multiplo invertible
u € R*.

2) Si f € R[X], entonces cont(f) € R.

3) Si cont(f) = 1, entonces v,(f) = 0 para todo p; es decir, f € R[X] (véase 13.5.10) y
ademads para todo p existe 7 tal que p { a;.

4) Para f € K[X] se tiene m%t(f) f € R[X].

13.6.4. Observacién. Sea R un dominio de factorizacion iinica y K su cuerpo de fracciones. Para
cualesquiera f,g € K[X] se tiene

cont(fg) = cont(f) + cont(g).

Demostracion. Sigue inmediatamente de 13.6.2. n
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13.6.5. Lema (Gauss). Sea R un dominio de factorizacion iinica y sea K su cuerpo de fracciones.
Si f € R[X] es un polinomio irreducible en K[X] y cont(f) = 1, entonces f es irreducible en R[X].

Demostracion. Supongamos que f = gh para algunos g, € R[X]. Vamos a probar que
g € R[X]* o h € R[X]*. Interpretando f = ¢h como una factorizacién en K[X], podemos
concluir que g € K[X]* = K* o h € K[X]* = K*. Asumamos por ejemplo que ¢ = ¢ € K*.
Tenemos

cont(c) cont(h) = cont(f) =1,

lo que significa que cont(c) € R*, asi que ¢ € R*. Hemos probado entonces que ¢ = ¢ €
R[X]*. n

13.6.6. Ejemplo. La condicion cont(f) = 1 es necesaria. Por ejemplo, el polinomio f =
2X? +2X — 2 tiene cont(f) = 2. Es irreducible en Q[X], pero en Z[X] tenemos una
factorizacién no trivial f =2 (X2 + X —1). A

13.6.7. Teorema. Si R es un dominio de factorizacion inica, entonces el anillo de polinomios R[X]
es también un dominio de factorizacion tinica.

Demostracion. Sea K el cuerpo de fracciones de R. El anillo de polinomios K[X] es un
dominio euclidiano y en particular un dominio de factorizacién tinica.
Sea f € R[X] un polinomio no nulo. En K[X] tenemos una factorizacién tnica

f=cpips
donde ¢ € K* y py,..., ps € K[X] son polinomios irreducibles en K[X]. Luego,
cont(f) = cont(c) cont(py) - - - cont(ps),
asi que

(U B R
cont(f)fi cont(c) ~ cont(py) p1 cont(ps

) P

Notamos que los polinomios Conlt( 7 f, Conlt(c) c, Contl(pi) p; tienen contenido 1 y en particular

pertenecen a R[X]. Tenemos necesariamente —+— ¢ € R*. Por el lema de Gauss, —1— p;
cont(c) cont(p;)

son polinomios irreducibles en R[X], puesto que son irreducibles en K[X].
Entonces, hemos logrado factorizar el polinomio co%t(f) f € R[X] en polinomios irredu-
cibles en R[X]. Luego, en R tenemos una factorizacion tnica

cont(f) =uxy---x¢

donde u € R* = R[X]* y x1,...,x; son irreducibles en R, y por ende son irreducibles
en R[X] (un polinomio constante puede ser escrito solo como un producto de polinomios
constantes).

Entonces,

. 1 .. 1
cont(p1)

f = cont(f)

f=vx1 - x

o
cont(f)
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._ 1
(donde v :=u ont(@)

Falta ver que estas factorizaciones son dnicas.
Asumamos que hay otra factorizacién

¢ € R*) es una factorizacion de f en polinomios irreducibles en R[X].

f:wyl...yt,.ql...qs/

donde w € R* = R[X]*, y1,...,yy son elementos irreducibles en R y 41,...,4y son
polinomios no constantes irreducibles en R[X]. Esta factorizacion puede ser considerada
como una factorizaciéon en K[X] que es un dominio de factorizacién tnica. Notamos que
wy - - - Yyp € K*. Los polinomios p; son irreducibles en K[X], asi que para todo i existe j tal

que p; | g;:

4i = &ij bi
para algtin polinomio g;; € K[X]. Luego, tenemos una identidad en R[X]
cont(q;) 9i cont(q;;) 8ij cont(p;) Pi-

Pero g; es irreducible en R[X] por nuestra hipétesis, y el polinomio p; no es constante, lo
que implica que g; y W pi son asociados en R[X]: existe u; € R* = R[X]* tal que

1

pi-
En particular, g; son irreducibles en K[X], y entonces necesariamente s = s’, dado que K[X]
es un dominio de factorizacién tinica. Podemos comparar las dos factorizaciones:

1
f:’()xl...xt )pl

Cont(p) eI

" cont(p

Gracias a 13.2, podemos cancelar los términos ﬁ pi con correspondientes q; y nos
1

cont(
queda una identidad en R

/
'le...xt:w yl...y[/

donde w' := wuy---us € R*. Pero R es un dominio de factorizacién tnica y x;, y; son
irreducibles, asi que t' = t y y; ~ x; después de una permutacion.

13.6.8. Comentario. La prueba de arriba revela que los elementos irreducibles en R[X]
son las constantes irreducibles en R y los polinomios no constantes f € R[X] tales que
cont(f) =1y f esirreducible en K[X].

13.6.9. Comentario. En particular, si R = k es un cuerpo, es trivialmente un dominio de
factorizacién tnica y k[X] es un dominio de factorizacién tnica. Sin embargo, la prueba de
arriba no considera este caso, sino estd basada en él.

13.6.10. Ejemplo. El anillo de polinomios Z[X] es un dominio de factorizacion tnica. Los
elementos irreducibles (primos) en Z[X] son los primos p = £2,£3,+5,+7,+1,... y los
polinomios 7t € Z[X] que son irreducibles en Q[X], por ejemplo

T=X, 2X+1, X*+4+2X+2, X3+2.
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Como vimos en 13.2.4, Z[X] no es un dominio de ideales principales: hemos observado
que (p, X) es un ideal maximal que no puede ser generado por un elemento. En general,
tenemos la siguiente descripcién de ideales primos en Z[X]:

0) el ideal nulo (0),
1) los ideales principales (p) para p =2,3,5,7,11,...,

2) los ideales principales (77) donde m € Z[X] es un polinomio no constante que es
irreducible en Q[X],

3) los ideales maximales (p, 77), donde p = 2,3,5,7,11,... y m € Z[X] es un polinomio
no constante tal que 77 € F[X] es irreducible.

Primero, notemos que los ideales de la lista son primos. La parte 0) es obvia: Z[X] es
un dominio de integridad. Las partes 1) y 2) siguen de la descripcién de los elementos
irreducibles (primos) en Z[X]. Para la parte 3), notamos que

Z[X/(p, ) = Fp[X]/ (7),

donde 77 es la imagen de 7 respecto al homomorfismo canénico Z[X] — [Fp[X] (la reducciéon
de los coeficientes médulo p). El anillo IF,[X] es un dominio euclidiano y por ende es un
dominio de ideales principales. Por nuestra hipoétesis, 77 es irreducible (primo) en IF,[X], asi
que el ideal (77) C FF,[X] es maximal y F,[X]/(7r) es un cuerpo. Podemos concluir que el
ideal (p, m) C Z[X] es también maximal.

Para completar la descripcion, hay que probar que todo ideal primo p C Z[X] es de la
forma 0)-3). Si p = (0), estamos en el caso 0), asi que asumamos que p # (0).

La intersecciéon p N Z es un ideal primo en Z, siendo la preimagen de p respecto al
homomorfismo canénico Z < Z[X].

Asumamos primero que pNZ # (0). En este caso existe un nimero primo p tal que
pNZ = pZ. Luego, pZ[X] C p.

Ahora p := p/(pZ[X]) es un ideal primo en el anillo cociente Z[X]/(p) = FF,[X]. Esto
implica que p = (0) o p = 7IF,[X] donde 7 € FF,[X] es algtin polinomio irreducible.
Entonces, hay dos posibilidades:

p=pZX], p=pZX+rZ]X],

donde pi = 7t (méd p). Esto corresponde a los casos 1) y 3) de la lista.
Asumamos que p N Z = (0). Sea f € p un polinomio no nulo. Tenemos la factorizaciéon
Unica

f:j:r[l...n'sl

donde 71; € Z[X] son polinomios irreducibles (primos). Puesto que p es un ideal primo,
se tiene necesariamente 77 := 71; € p para alguni = 1,...,s. La hip6tesis que pNZ = (0)
implica que este polinomio 7t no es constante. Nuestro objetivo es probar que p = wZ[X].
Sea entonces ¢ € p cualquier polinomio no nulo.
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Asumamos que 77 no divide a ¢ en Q[X]. Dado que 7t es un polinomio no constante que
es irreducible en Z[X], es también irreducible en Q[X], y por ende med(7, g) =1, lo que
significa que

hm+hg=1

para algunos hi,h; € Q[X]. Tomemos 1 suficientemente grande tal que los polinomios
nhy 7ty nhy g tienen coeficientes enteros. Luego,

nhym+nhyg=mncp,

pero esto contradice nuestra hipétesis de que p N Z = (0).
Entonces, 7 tiene que dividir en Q[X] a cualquier polinomio g € p: tenemos

g=rmr
para algun r € Q[X]. Sin embargo,
cont(g) = cont(7r) cont(r),

Donde cont(7r) = 1, dado que 7 es un polinomio irreducible en Z[X]. Entonces, cont(r) =
cont(g) € Z y r € Z[X]. Esto demuestra que g € 1Z[X]. A

13.6.11. Corolario. Si R es un dominio de factorizacién iinica, entonces el anillo de polinomios en
n variables R[Xy, ..., X, es también un dominio de factorizacién iinica.

Demostracion. Induccion sobre n, usando isomorfismos R[Xy, ..., X,] 2 R[Xq, ..., X;_1][Xn].
[ |

13.6.12. Comentario. Si R es un dominio de factorizacién tinica, el anillo de las series
formales R[[Xl,...,Xn]] no tiene por qué ser un dominio de factorizacién Gnica’. Sin
embargo, es cierto si R = k es un cuerpo (las palabras claves son “el teorema de preparacién
de Weierstrass”).

13.6.13. Comentario. El teorema 13.6.7 puede ser probado sin recurrir a las valuaciones p-
adicas (véase por ejemplo [DF2004, §9.3]); las hemos revisado porque son muy importantes
en la teoria de ntiimeros.

13.7 Criterios de irreducibilidad

Ahora ya que sabemos que para un dominio de factorizacién tnica R los polinomios
R[X] también forman un dominio de factorizacion tnica, seria interesante saber cuando un
polinomio f € R[X] es irreducible. Esto es un problema profundo desde el punto de vista
tedrico y algoritmico y aqui vamos a ver solo un par de criterios ttiles en préctica.

“Véase por ejemplo el articulo de Pierre Samuel https://projecteuclid.org/euclid.ijm/1255629643 para
un estudio de este problema.
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13.7.1. Lema. Sean R un anillo conmutativo e I C R un ideal. Entonces, hay un isomorfismo
natural
R[X]/IR[X] = (R/1)[X],

donde IR[X] es el ideal generado por I en R[X] D R:

IR[X] = {Zai X

i>0

a; € I}.

Demostracion. Consideremos la aplicacién
R[X] = (R/T)[X],

Yo X' Y @ X

i>0 i>0

que reduce los coeficientes de un polinomio médulo I. Las férmulas para la suma y producto
de polinomios demuestran que esto es un homomorfismo de anillos. Es visiblemente
sobreyectivo, y su nucleo es precisamente IR[X]. [ |

13.7.2. Proposicién. Sea R un dominio de integridad y sea f € R[X] un polinomio ménico (con
coeficiente mayor igual a 1) no constante. Sea I C R[X] un ideal propio tal que la imagen f en
el cociente R[X]/IR[X] = (R/I)[X] no se factoriza como un producto de polinomios de grado
< deg f. Entonces, f es irreducible en R[X].

Demostracion. Asumamos que f es reducible en R[X]; es decir, f = gh donde g, h ¢ R[X]* =
R*.Sig=a, X" +a,1 xm-l4... yh=b,X"+b,_1 X"l ... entonces el coeficiente
mayor de gh es a, b, = 1. Esto implica que a,,, b, € R*, y en particular ¢ y & no son
polinomios constantes, y luego deg g, degh < deg f. Gracias a nuestra hipétesis de que
I # R, tenemos ay,, by, ¢ I, asi que

degg =degg, degh =degh.

La reduccién médulo I nos da entonces una factorizaciéon f = gh, donde degg, degh <
deg f. |

13.7.3. Ejemplo. Es facil saber cudndo un polinomio con coeficientes en IFj, es irreducible:
hay un nimero finito de polinomios de grado fijo. Para compilar una lista de polinomios
irreducibles en IF,[X] se puede usar la criba de Eratéstenes. Por ejemplo, sea p = 2. Los
polinomios de grado 1 son siempre irreducibles:

X, X+1
Los polinomios de grado 2 son
X2, X2+1, X*+X, X*+X+1
Entre ellos los polinomios reducibles son los productos de polinomios lineales:
X2=X-X, X°+X=X(X+1), X*+1=(X+1)>~
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Entonces, X2 + X + 1 es irreducible. Luego, los polinomios ctibicos reducibles son los
productos de polinomios de grado 1y 2:
X3 = x5,
X+ X2+ X+1=(X+1)°
X+ X2 =X*(X+1),
X+ X =X(X+1)?
XC+X2+X=(X+X+1)X,
X+1=(X>+X+1)(X+1).

Los dos polinomios ctibicos que nos quedan son irreducibles:
X¥+X+1, X+X+1

Continuando de la misma manera, se puede ver que los polinomios irreducibles de grado
cuatro son
X4 X+1, X+xX+1, XX+ XEEX+1.

El ntiimero de polinomios irreducibles en IF,[X] de grado n crece répido con p y n. En el
siguiente capitulo vamos a ver cémo contarlos. A

13.7.4. Ejemplo. El polinomio f = X? + 1 es irreducible en Z[X] y f se vuelve reducible
en IF,[X] siy solo si —1 es un cuadrado médulo p. Esto sucede precisamente para p = 1
(moéd 4). Por ejemplo, en Z/5Z[X] se cumple

X2 4+1=(X+2)(X+3).

13.7.5. Ejemplo. Consideremos el polinomio
F=x3+X2-2X-1¢€Z[X].
Al reducirlo médulo 2 nos queda un polinomio irreducible
f=X3+X*+1€eF[X.

Podemos tratar de reducir el mismo polinomio f médulo otros ntiimeros primos. La
tabla de abajo nos da las factorizaciones de f € IF,[X] en factores irreducibles. He excluido

los casos cuando f queda irreducible, como para p = 2.

(X +5)3,
=13: (X+3)(X+5)(X+6),
p=29: (X+11)(X+22)(X+26),
(X +4) (X +11) (X +27),
(x +24) (X 4 28) (X +35),
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Un experimento numérico demuestra que f queda irreducible para % de los ntimeros
primos, y para % de los nimeros primos f es un producto de tres diferentes polinomios
lineales. El caso p = 7 es excepcional: se tiene un cubo del mismo polinomio lineal.

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37
41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89
97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 149 151
157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223
227 229 233 239 241 251 257 263 269 271 277 281
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349 353 359
367 373 379 383 389 397 401 409 419 421 431 433
439 443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503
509 521 523 541 547 557 563 569 571 577 587 593
599 601 607 613 617 619 631 641 643 647 653 659
661 673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743
751 757 761 769 773 787 797 809 811 821 823 827
829 839 853 857 859 863 877 881 883 887 907 911
919 929 937 941 947 953 967 971 977 983 991 997
1009 | 1013 1019 1021 1031 1033 1039 1049 1051 1061 1063 = 1069
1087 1091 1093 = 1097 1103 1109 1117 1123 1129 1151 1153 1163
1171 1181 1187 1193 1201 1213 1217 1223 1229 1231 1237 1249
1259 | 1277 1279 1283 1289 = 1291 1297 1301 1303 = 1307 1319 1321
1327 1361 1367 1373 = 1381 1399 = 1409 1423 1427 1429 = 1433 1439
1447 1451 1453 1459 1471 = 1481 1483 = 1487 1489 1493 1499 1511
1523 1531 1543 1549 1553 = 1559 1567 = 1571 1579 1583 1597 = 1601
1607 1609 = 1613 1619 1621 1627 1637 = 1657 1663 1667 = 1669 1693
1697 1699 1709 1721 1723 = 1733 1741 1747 1753 1759 1777 | 1783
1787 1789 1801 1811 1823 1831 1847 1861 1867 1871 1873 1877
1879 1889 = 1901 1907 1913 1931 1933 = 1949 1951 1973 = 1979 1987

Los primos tales que X® 4+ X? —2 X — 1 es irreducible en FF[X]

A

13.7.6. Comentario. En la teoria de ntimeros algebraica se estudian los patrones en la
factorizacion de f € F,[X] para diferentes p. El “experimentos numérico” mencionado
arriba no es una coincidencia; este fenémeno se explica por el famoso teorema de densidad
de Chebotarév . Para mas detalles, véase el articulo P. Stevenhagen y H. W. Lenstra http:
//www.math.leidenuniv.nl/~hwl/papers/cheb.pdf

Aunque nuestro criterio de irreducibilidad es muy sencillo, existen polinomios irreduci-
bles f € Z[X] tales que f € IF;[X] es reducible para cualquier primo p.

13.7.7. Ejemplo. El polinomio f = X* + 1 es irreducible en Z[X]. Lo veremos mas adelante
usando otro método, pero por el momento podemos presentar una explicacién directa. Las
raices complejas de f son

o -
(gi=es?™V-1 27 2 =0

“N1koLA? CHEBOTAREV (1894-1947), un matematico soviético.

311


http://www.math.leidenuniv.nl/~hwl/papers/cheb.pdf
http://www.math.leidenuniv.nl/~hwl/papers/cheb.pdf

13.7. CRITERIOS DE IRREDUCIBILIDAD

Im

Tenemos entonces una factorizacién en C[X]

f=(X-3s)(X—Ts) (X—33) (X 23).

Supongamos que f = gh para algunos g, € Z[X]. Dado que f es ménico, el coeficiente
mayor de gy h es +1. Si g, h # £1 no son polinomios constantes, entonces deg g, degh > 1
Es imposible que deg g = 1 0 degh = 1: un polinomio lineal que tiene § o @8 como su
raiz no puede tener coeficientes enteros. Entonces, f y ¢ deben ser cuadraticos. Sin embargo,
si un polinomio con coeficientes reales (en particular enteros) tiene z € C como su raiz,
entonces z es también una raiz. Pero se tiene

(X —8) (X —T5) = X2 — (s + 0s) X+ 0805 = X2 — V2 X +1,
(X-)(X-33) =x>+V2X+1,

lo que demuestra que un polinomio con raices (g, {g O @g’, ég no puede tener coeficientes
enteros.

Ahora se puede probar que el polinomio X* + 1 se vuelve reducible médulo cualquier
primo. Por ejemplo,

p=2: (X+1)4

p=3: (X2+X+2)(X2+2X+2),
p=5 (X2+2)(X*+3),

p=7: (X>+3X+1)(X>+4X+1),
p=11: (X?2+3X+10)(X?+8X+10),
p=13: (X2+5)(X>+8),

p=17: (X+2)(X+8)(X+9)(X+15),

En efecto, para p = 2 se tiene la factorizacién X* +1 = (X + 1)*. Para p impar tenemos
necesariamente p = 1,3,5,7 (mod 8).
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1) Sip =105 (méd 8), entonces p = 1 (mdd 4), y en este caso —1 es un cuadrado
médulo p. Tenemos —1 = a2 para algtin a € F, y podemos escribir

Xt+1=X*—0a? = (X*+4a) (X* —a).

2) Sip =7 (mbd 8), entonces 2 es un cuadrado médulo p; se tiene 2 = a2 para algin
a € Fy, y luego

(X2 +aX+1) (X2 —aX+1) =X+2-a*)X+1=X* +1.

3) Sip =3 (méd 8), entonces p =3 (mdd 4) y ni —1, ni 2 no es un cuadrado médulo
p. En este caso —2 es un cuadrado. Si —2 = a2, entonces

(XP+aX -1 (X>—aX-1) =X -2+ X+1=X" +1.

Un experimento numérico demuestra que para % de los primos p el polinomio X* + 1
se factoriza en IF,[X] como un producto de dos polinomios cuadriticos irreducibles, y para
1 de los primos la factorizacién es un producto de cuatro diferentes polinomios lineales (en
efecto, estos son los primos tales que p =1 (mdéd 8)). El primo p = 2 es excepcional.

A

13.7.8. Comentario. El argumento de arriba usa las leyes suplementarias de reciprocidad
cuadrética: para p impar se cumple

(13.3) <—1> PN {+1, p=1 (moéd 4),

P ~-1, p=3 (méd4).

2\ _ A [+l p=17 (mod8),
. (P> =1 a {—1, p=35 (mod 8).

Ambeas leyes pueden ser deducidas del criterio de Euler

(a) = aprl (mod p)

p
(véase el capitulo 7). Para a = —1 se obtiene (13.3). Para a = 2, tenemos
(;) =25 (mod p).

Para identificar el ntimero a la derecha, podemos usar las raices octavas de la unidad que
ya han surgido en 13.7.7. Consideremos el anillo

Z[Cs}z{ Y niCé’”iGZ}CC

0<i<7
donde g := ¢2™V~1/8, Denotemos
Ti=0s+ 5 = V2.
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13.7. CRITERIOS DE IRREDUCIBILIDAD

Notamos que en Z[{g] se cumple

§8+§8_1:+T, p=+1 (médd 8),

6d
s +§8_3 =-17, p=43 (mdd 8). (mod p)

= (GG =g = {
(usando la identidad (x + y)? = x? +y? (méd p)). Puesto que T = /2, calculamos

p—1
27 — Pl — Pl

{+1, p=+41 (mod 8), (méd p).

-1, p=43 (mdd 8).
Esto establece (13.4). Para otra interpretacion de este cdlculo, véase el siguiente capitulo.
He aqui otro criterio de irreducibilidad 1til en préctica.

13.7.9. Teorema (Criterio de Eisenstein). Sean R un dominio de integridad y p C R un ideal
primo, Sea

f=X"4+a, 1 X" 1 4. +a; X+ag
un polinomio ménico con coeficientes en R tal que a; € p paratodoi =0,1,...,n—1,peroag & p°.
Entonces, f es irreducible.

Demostracion. Asumamos que f es reducible y f = gh donde g, h ¢ R[X]* = R*. Notamos
que necesariamente

1< degg,degh<n

—si uno de estos polinomios fuera constante, este serfa invertible, dado que f es un polinomio
monico. Reduciendo médulo p, se obtiene una identidad

XT=Ff=3%h en(R/p)[X]

por la hipétesis sobre los coeficientes de f. Puesto que p es un ideal primo, R/p es un
dominio de integridad, y podemos encajarlo en su cuerpo de fracciones K := K(R/p). La
identidad de arriba considerada en K[X] implica que

g=cXk, h=cX/,

para algin ¢ € K* y para k, ¢ > 0 tales que k + ¢ = n. Notamos que k < deg gy ¢ < degh,
asi que k,/ < n, lo que implica que k,/ > 0.

Sin embargo, si ambos g y & se reducen a un polinomio sin término constante, esto
significa que los términos constantes de g y / estan en p. Esto implicarfa que el término
constante de f estd en p?, pero no es el caso seguin la hipétesis.

Hemos llegado a una contradiccién que significa que f es irreducible. |

Terminemos por una aplicacién importante del criterio de Eisenstein. Recordemos que
el grupo de las n-ésimas raices de la unidad

un(C)i={zeC|" =1}y ={" |k=0,...,n—1}, y:=eV 11

es ciclico de orden n y por ende tiene ¢(n) diferentes generadores. Las raices n-ésimas que
generan a i, (C) se llaman las raices n-ésimas primitivas. Son precisamente {¥ donde k y n
son coprimos.
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13.7.10. Ejemplo. He aqui una pequena lista de los grupos y,,(C); los elementos subrayados
son las raices primitivas.

{1},
#2(C) = {1, =1},

#1(C)
(©)

u3(C)={1, 85,33} = {1/ —Liy=s | Aoy }
(©)
(©)

ua(€) = {1,603, 63} = {1, V=1,-1,=v/~1},
us(C) ={1,15., &5, &8, G5 }

1,

7

-1+v-3 . -1-v-3 1_\/?3}
2 ’ 2

ne(C) = {1,186 62,638 8} = {122, =
H7(C):{1/ 6;7/ g%/ gg’ g%/ g;' gg }/
us(C) = {1, 88,23, 1C3 . 03, G3 . 08, 1CE }

- {1, \/§+2M V-, —\/i-zh/j -1, —ﬁgﬁ V1, —ﬁer\/—T }

Im
{3 =12 I
“1=0=0 1=7Cp
Re
| —
03=0¢ Z
El grupo ye(C)
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Im

la=103
& /\ s

_1—g2—€§/ \1:31@
N

3 _ 76
1=83

El grupo 13(C)
A

. s e, P . . . 2 . * . . s . .
13.7.11. Definicién. El n-ésimo polinomio ciclotémico es el polinomio moénico que tiene
como sus raices las raices n-ésimas primitivas de la unidad:

D, = H (X - d(z)
1<k<n
med(k,n)=1

Este polinomio tiene grado ¢(n) =#{k | 1 <k < n, med(k,n) =1}.

13.7.12. Ejemplo. Los primeros polinomios ciclotémicos son

O =X-1,
P, =X+1,

P3=(X—03) (X—3) =X —((+3B) X+3 =X +X+1,
Oy = (X —V-1)(X+V-1) = X2 +1,

D= =X+ X°+ X2+ X +1,

P = (X —G6) (X —0) =X = (C6+08) X +3g =X =X +1,
Oy = =X X+ XX X2 X+,
Py = =X"+1,

“La palabra “ciclotomia” significa “divisién del circulo”.

316



CAPITULO 13. ARITMETICA

13.7.13. Comentario. Aunque revisando los primeros ®, uno puede pensar que los co-
eficientes son +1, para n = 105 = 3-5-7 en &, aparecen por primera vez coeficientes
diferentes:

@105 _ X48+X47+X46—X43—X42— 2x41 _X4O —X39+X36+X35+X34
L X334 X2 x3l X2 _x26 _ x24_ x22 _ x20  y17 4 x16 | x15
+ X xByx2_x? X8 2X7 — X0 - X°+ X2+ X+1.

13.7.14. Proposicién.

1) Para todo primo p se tiene

XV -1
Q= =1HXH X+ X

2) Para todo primo p y k > 1 se tiene

k
b, = % — q;p(ka’l) — 1+ X x4 xeD P
D CARESS |

3) Para todo n se tiene

[[®a=Xx"—1.
dn

4) Todos los polinomios ®,, tienen coeficientes enteros.

Demostracion. En la parte 1), basta notar que entre las raices p-ésimas, todas son primitivas,
salvo la raiz trivial 1.

De la misma manera, en 2) notamos que un nimero 1 < a < pk tal que a | pk
necesariamente divide a p*~1, asi que las raices de orden p* que no son primitivas son
precisamente las raices de orden p*~1.

En la parte 3), basta notar que todas las n-ésimas raices de la unidad son las raices
complejas del polinomio X" — 1, y cada una de estas raices aparece una vez como un factor
(X —z) en ®, para algtn 4.

La parte 4) se demuestra facilmente por induccién. Es cierto, por ejemplo, para n = 1.
Luego, si ®,, € Z[X] para todo m < n, entonces

[1®= (1)@= X" -1,

dn dn
d#n
asi que
X"-1
Dy = ——7F+.
[Tdn Pa
d#n
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A priori, este polimomio tiene coeficientes en Q, pero

cont(H CDd) -cont(®y) = cont(X" —1) =1,
d
d;lénn
asi que @, € Z[X]. [ |

13.7.15. Lema. Para todo a € R un polinomio no constante f € R[X] es irreducible si y solo si
f(X + a) es irreducible.

Demostracion. Notamos que deg f(X) = deg f(X + a). Una factorizacion no trivial f(X +
a) = g(X) h(X) nos daria una factorizacién f(X) = g(X —a) h(X —a). [ |

13.7.16. Proposicion. Para todo primo p el polinomio ® es irreducible en Z[X].

Demostracién. El polinomio ®,(X) es irreducible si y solo si ®,(X + 1) es irreducible.
Notamos que

o (X+1r-1 1 p
Pp(X+1) = (X+1)-1 X 1;; (k)Xk

_ @ X0y (pg) XP 2y (g) X2 4 (g)x+ (g’).

Los coeficientes de arriba satisfacen
pl (Z) paratodo1 <k<p y p*t <§)> =p.
Entonces, se puede aplicar el criterio de Eisenstein respecto al ideal pZ C Z. |

13.7.17. Proposicion. Para todo primo p y k > 1 el polinomio @ es irreducible en Z[X].

Demostracion. Ya vimos el caso k = 1. Podemos asumir entonces que k > 2. De nuevo,
consideremos la sustituciéon

(X+1)P -1

(X 41)= o) Z
g (X+1)P" -1 0<i<p—1

Tenemos para todo k > 2

X+ =x"" 41 (mod p),

y luego
k—1
opxi1)= T X 1) = (ka,ﬁ 1P —1
0<i<p—1 (Xr+1)—-1
k—1
(XP 4+1)P—-1 _ XP k=1 (p,_
= P = 3 =x7 (méd p)
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Todos los coeficientes menores de chk(X + 1) son divisibles por p. El coeficiente constante
esigual a

(1) = @,(1"") = @, (1) = p,

que no es divisible por p?. Podemos aplicar el criterio de Eisenstein. |

13.7.18. Ejemplo. El polinomio ®g = X* + 1 es irreducible en Z[X]. Esto sigue del criterio
de Eisenstein aplicado a

Dg(X +1) = X* +4X3 +6X? +4X +2.

A

En general, Gauss prob6 que @, es irreducible para cualquier #, pero por el momento
nos contentamos con el caso de n = pX como una aplicacién del criterio de Eisenstein.

13.7.19. Ejemplo. Probemos que el polinomio f = X? + Y? — Z? es irreducible en C[X, Y, Z].

Usando la identificacion C[X, Y, Z] = C[Y, Z][X], podemos considerar f como un polino-
mio en X con término constante Y? — Z2. Para aplicar el criterio de Eisenstein, necesitamos
encontrar un ideal primo p C C[Y, Z] tal que Y2 — Z2 € p, pero Y? — Z2 ¢ p?. Seria sufi-
ciente tomar p = (p) donde p € C[Y, Z] es algun polinomio irreducible en C[Y, Z] tal que
p| (Y? —Z?), pero p? 1 (Y2 — Z2). El mismo Y? — Z? es reducible: se tiene

Y272 =(Y+2Z)(Y - 2).

Sin embargo, cada uno de los factores Y & Z es irreducible, siendo un polinomio lineal, y
su cuadrado no divide a Y? — Z2. Podemos generalizar este argumento al caso de

f=X"+Y"-Z"€C[X,Y,Z].

De la misma manera, bastaria ver que el polinomio Y" — Z" no tiene cuadrados en su
factorizacion en C[Y, Z]. Notamos que en el cuerpo de fracciones C(Y,Z) = {f/g | f,8 €

C[Y,Z], g # 0} se tiene
Y\" . Y k)
) 1= = -k,
(2) = (2

donde 7, := e27V-1/n, y luego
yt-z'= J] (Y-k2).

0<k<n-—1
Las ecuaciones de la forma X" + Y — Z" se conocen como las ecuaciones de Fermat. El
tltimo teorema de Fermat (demostrado en 1995 por el matematico inglés ANDREW WILES

con ayuda de RicHARD TAYLOR) afirma que para n > 2 sus tinicas soluciones racionales son
de la forma

{(xr Or x)r (Or Yy, y)}/ n impar,
{(£x,0,£x),(0,+y,+y)}, n par.
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13.8 Ejercicios

Ejercicio 13.1. Hemos notado que el anillo Z[/—5] no es un dominio de factorizacién iinica. En
este ejercicio vamos a probar que en efecto Z[\/—5] no es un dominio de ideales principales. De
nuevo, nos va a servir la norma

N(a+bv/=5) := (a+bv/—-5) (a — bv/—5) = a* + 5b%.

Consideremos el ideal I = (3,2 + +/—5). Supongamos que I = («) para algiin & € Z[\/—5|. En
particular, existen B,y € Z[/—5] tales que

3=pBa, 2++V—-5=1ya.
Analice las normas y obtenga una contradiccién. Concluya que el ideal I no es principal.

Ejercicio 13.2. Sea n > 3 un entero libre de cuadrados. En este ejercicio vamos a probar que el
anillo Z[\/—n| no es un dominio de factorizacién iinica. (Los anillos Z[/—1] y Z[\/—2] son
dominios euclidianos y por ende si son dominios de factorizacion vinica.) Consideremos la norma

N(a+byv—n):= (a+by/—n) (a —bv/—n) = a* +nb>.
1) Demuestre que 2 es irreducible en Z[/—n].

2) Demuestre que 1+ \/—n es irreducible en Z[/—n).
Indicacion: si 1+ /—n = xy para x,y ¢ Z[\/—n|*, analice las normas.

3) Sin es par, demuestre que 2 | (v/—n)?, pero 24 \/—n.
4) Sin es impar, demuestre que 2 | (14 +/—n) (1 —+/—n), pero 21 (1 £ /—n).

Concluya que 2 es un elemento irreducible, pero no es primo, asi que Z[\/—n| no puede ser un
dominio de factorizacion iinica.

Ejercicio 13.3. Ya sabemos que los enteros de Gauss Z [/ —1| forman un dominio de factorizacion
iinica. En este ejercicio vamos a describir los elementos primos (irreducibles) en Z[v/—1]. Para
encontrarlos, hay que factorizar los enteros primos p = 2,3,5,7,11, ... en Z[/—1].

1) Demuestre que si para un elemento T = a+b+/—1 € Z[/—1] lanorma N(7) = a®> + b*> =
p es un niimero entero primo, entonces 7t es un elemento primo en Z[/—1].

2) Sea 7t un elemento primo en Z[\/—1|. Demuestre que 7t | p donde p es un niimero entero
primo. Factorice 2,3,5 en elementos primos en Z[v/—1].
Sugerencia: note que 7t | N(71).

3) Sea p € Z un mimero entero primo. Demuestre que p es compuesto en Z[/—1] si y sola-

mente si p = a® + b? para algunos a,b € Z, y en este caso p se descompone en dos factores
primos conjugados.
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Comentario. En la teoria de ntimeros elemental se demuestra que un primo p € Z puede
ser escrito como una suma de dos cuadrados a* + b? si y solamente si p =20 p = 1
(méd 4).

Ejercicio 13.4. Demuestre que el anillo Z[/—2] es un dominio euclidiano respecto a la norma
habitual

N(a+bv=2):= (a+bvV-2) (a — bv/—2) = a* +- 2%
1+\F

Ejercicio 13.5. Demuestre que el anillo Z|w)] donde w := es un dominio euclidiano res-

pecto a la norma habitual

N(a+bw):= (a+bw)(a+bw) = a*+ab+ b

Ejercicio 13.6. Sea p un mimero primo. Para el anillo Z ) := {% la,beZ, pt b} definamos

a <
vp (E) = max{k | p* [a}, ©,(0) = +co.
1) Demuestre que para cualesquiera X,y € Z,) se cumple
vp(xy) = vp(x) +0p(y).

2) Demuestre que todo elemento no nulo x € Z, puede ser escrito como up" donde u € Z (Xp)

yn= Up(x).

3) Demuestre que todo elemento irreducible en Z ) estd asociado con p.

4) Demuestre que Z, es un dominio euclidiano respecto a vp.

Ejercicio 13.7. Sea k un cuerpo. Consideremos el anillo de las series de potencias k[X]. Definamos
para f =Y ;50a; X' € k[X]

vx(f) :==max{i | a; =0}, vx(0):= +oo.
1) Demuestre que para cualesquiera f, g € k[X]| se cumple

vx(fg) = vx(f) +vx(g)-

2) Demuestre que toda serie no nula f € k[X] puede ser escrita como ¢ X" donde ¢ € k[X]*
yn=ox(f)-

3) Demuestre que todo elemento irreducible en k[ X] estd asociado con X.
4) Demuestre que k[X] es un dominio euclidiano respecto a vx.

Comentario. Z, y k[X] son ejemplos de anillos de valuacién discreta.
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Ejercicio 13.8. Sea R un dominio de integridad. Una norma de Dedekind es una funcion 6: R\
{0} — NN que satisface la siquiente propiedad: para cualesquiera x,y € R\ {0}, si x 1 y, entonces
existen a,b € R tales que

ax+by #0, J(ax+by) < d(x).

Demuestre que si sobre R existe una norma de Dedekind, entonces R es un dominio de ideales
principales.

Ejercicio 13.9 (H.E. Trotter, The American Mathematical Monthly, Vol. 95, No. 4). Defina-
mos un polinomio trigonométrico como una suma finita

f(x) =ao+ Y (agcoskx + bysenkx),

1<k<n
donde ay, by € R. Digamos que el grado de f es el mayor k tal que ar # 00 by # 0.

1) Demuestre que si f y g son polinomios trigonométricos de grado m y n respectivamente,
entonces fg es un polinomio trigonométrico de grado m + n.

2) Demuestre que los polinomios trigonométricos forman un dominio de integridad. Denotémoslo
por Trigr.

3) Demuestre que los elementos invertibles en Trigr son los polinomios trigonométricos no nulos
de grado 0.

4) Demuestre que todo polinomio trigonométrico de grado 1 es irreducible en Trigr.
5) Observando la identidad (senx)? = (1 + cos x) (1 — cos x), demuestre que Trigg no es un

dominio de factorizacion iinica.

Valuaciones p-adicas
Ejercicio 13.10. Sea p = 2,3,5,7, ... un niimero primoy k = 1,2,3,4, ... Calcule que

k
vp<(p >) =k—uvpy(n) pamtodonzl,l.-wpk‘

n

Indicacion: calcule las valuaciones p-ddicas de ambos lados de la identidad

w (M) =p OF =0 (=2 ()

n

Note que v, (pk — a) = v, (a) para todoa =1,2,...,pF — 1

Ejercicio 13.11 (Fé6rmula de Legendre). Demuestre que para todo primo p y todo niimero natu-

ral n se tiene ‘
op(nt) = ¥ [n/p').

i>1

En particular, calcule v,(100!).
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Ejercicio 13.12 (Normas p-adicas). Sea R un dominio de factorizacion vinica y p € R un ele-
mento primo. Fijemos un mimero real 0 < p < 1y pongamos para todo x € R

|x|p = Pvp(x)-
Demuestre que | - |, cumple las siguientes propiedades.
N1) |x|, = 0si y solosi x = 0.

N2) |xylp = [xlp - ylp-
N3) |x +y|p <méax{|x|p, |ylp}, v se cumple la igualdad si | x|, # |y|p.

Factorizaciones de polinomios
Ejercicio 13.13. Compile una lista de los polinomios cuadrdticos irreducibles en F3[X].

Ejercicio 13.14. Sean k un cuerpo y f € k[X] un polinomio de grado 2 o 3. Demuestre que f es
irreducible en k[X] si y solo si f no tiene raices en k.

Ejercicio 13.15. Consideremos el polinomio f := X3 +2X +1 € Z[X].
1) Demuestre que f € Fo[X] es reducible.

2) Demuestre que f € F3[X] es irreducible.

Indicacion: use el ejercicio anterior.
3) Demuestre que f es irreducible en Z[X].
Ejercicio 13.16. Factorice el polinomio X* + 4 en polinomios irreducibles en Z[X).
Ejercicio 13.17. Consideremos el polinomio f = X3+ 8X? + 6 € Z[X].
1) Demuestre que f es irreducible usando el criterio de Eisenstein.
2) Factorice este polinomio en IF,[X] para p = 2,3,5,7.

(En efecto, el primer primo p tal que f queda irreducible en IFp[X] es 29.)
Ejercicio 13.18. Factorice el polinomio X" + Y" en polinomios lineales en C[X, Y].
Ejercicio 13.19 (Teorema de las raices racionales). Sea

f=anX"+a, 1 X" V4 tay X +ag € Z[X]

un polinomio con coeficientes enteros. Demuestre que si §, es una raiz racional de f tal que med(a,b) =
1, entonces a | ag y b | ay.

Ejercicio 13.20. Sea c un entero no nulo.

1) Demuestre que el polinomio X3 + n X + c es irreducible en Q[X] para todo n € Z, salvo un
miimero finito de excepciones.
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2) En particular, para c = 2 encuentre las factorizaciones del polinomio f = X3 +nX + 2 para
todo n.

Indicacion: use el ejercicio anterior.

Ejercicio 13.21. Encuentre los coeficientes en la expansion de los polinomios ciclotémicos ®1g y
Dys.

Ejercicio 13.22. Sea p un niimero primo. Factorice el polinomio ciclotomico ® i en Fp[X].
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Capitulo 14
Cuerpos

En este capitulo vamos a estudiar algunas propiedades especiales de los cuerpos.

Primero revisemos un par de resultados que ya hemos visto de alguna manera en el
capitulo 11.
Para un cuerpo K consideremos el homomorfismo canénico ¢: Z — K.

» Si ¢ es inyectivo, se dice que K tiene caracteristica 0. En este caso K contiene un
subanillo im ¢ que es isomorfo a Z. Siendo un cuerpo, K también debe contener
todos los inversos de los elementos no nulos de im ¢, asi que K contiene un subcuerpo
isomorfo a Q.

» Si ¢ no es inyectivo, entonces im ¢ = Z /nZ. Dado que K no tiene divisores de cero, el
nimero 1 = p es necesariamente primo. En este caso se dice que K tiene caracteristica
p- Notamos que Z/nZ = [F}, es un cuerpo.

Podemos resumir que la caracteristica de K corresponde al subcuerpo minimo de K.
Si este es isomorfo a Q, entonces la caracteristica es 0; si es isomorfo a IFy, entonces la
caracteristica es p.

14.0.1. Ejemplo. Los cuerpos
o ® ¢ aw:={L]rseam s40)

tienen caracteristica 0. Los cuerpos IFj y F,(X) tienen caracteristica p. A

Recordemos también que un cuerpo K tiene como sus ideales solamente (0) y K. Esto
implica que todos los homomorfismos de cuerpos son inyectivos.

14.0.2. Observacién. Sea ¢: K — R un homomorfismo donde K es un cuerpo y R es un anillo no
nulo. Entonces, ¢ es inyectivo.

Demostracién. El ntcleo de ¢ es un ideal en K. Puesto que R # 0, tenemos ¢(1) =1 # 0,
asi que ker ¢ # K. Luego, ker ¢ = (0). [ |

“Segtin nuestra convencién, un homomorfismo de anillos preserva la identidad 1.
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14.1 Extensiones de cuerpos

14.1.1. Definicién. Si L es un cuerpo y K C L es un subcuerpo (un subanillo que es también
un cuerpo), se dice que L es una extensién de K y se escribe “L/K”" o se dibuja el diagrama

L

|
K

El lector puede comprobar que en la situacién de arriba L satisface los axiomas de
espacio vectorial sobre K.

14.1.2. Definicién. La dimensién de L como un espacio vectorial sobre K se llama el grado
de la extensién y se denota por

[L: K] :=dimg L.
Si el grado es finito, se dice que L/K es una extensién finita. Cuando el grado no es finito,

a veces se suele escribir “[L : K] = c0”.

14.1.3. Ejemplo. Los ntimeros complejos C es una extensiéon de grado 2 de los niimeros
reales R. Los ntimeros 1y v/ —1 forman una base de C sobre R. A

14.1.4. Ejemplo. Los ntmeros reales R forman una extensién infinita de los ntimeros
racionales Q. En efecto, para toda extension finita K/Q se tiene un isomorfismo K = Q" de
espacios vectoriales sobre Q, donde n = [K : Q]. Luego, Q" es numerable, puesto que Q lo
es. Sin embargo, R no es numerable. De hecho, todo espacio vectorial sobre Q de dimensién
numerable es un conjunto numerable, asi que este argumento nos dice que la dimensién de
R sobre Q no es numerable.

Sin analizar las cardinalidades, se puede encontrar un subconjunto infinito de R
que es linealmente independiente sobre Q. Consideremos los ntimeros log p donde p =
2,3,5,7,11, ... son primos. Si tenemos

a; logp1+---+ay logp, =0

para diferentes primos p1,...,ps v algunos ay,...,a, € Q, entonces podemos primero
cancelar los denominadores y asumir que 4y, ...,4, € Z. Luego,

P =1,
lo que implicaay = --- =a, =0. A

14.1.5. Ejemplo. Si K/IF, es una extensiéon de grado n del cuerpo finito IF,, entonces
|K| = p". En el siguiente capitulo vamos a describir todas las extensiones finitas de IF,. A

14.1.6. Proposicion. Para una cadena de cuerpos F C K C L se tiene
[L:F]=[L:K]-[K:F].

Especificamente,

“Cuidado: es solamente una notacién estdéndar que no significa ningtin tipo de cociente.
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1) si[L:K] <ocoy [K:F] < oo, entonces [L: F| =[L:K]-[K:F|; ademds, [L:F| =ocosiy
solo si se cumple [L : K] = o0 0 [K : F] = oo;

2) siay,..., am € Kes una base de K sobre F y B1,...,Bn € L es una base de L sobre K,
entonces los productos a;f; forman una base de L sobre F.

L ,Bll"‘l,Bﬂ
[L:K]=n |

K wa,...,0m
[K:F]=m |

F

Demostracion. Todo elemento de L puede ser escrito como

x= ) bp

1<j<n

para algunos by, ..., b, € K. Luego, los coeficientes b; pueden ser expresados como

b= ), aju

1<i<m

para algunos 4;; € F. Luego,
x= 3}, ) ajuip;
1<j<n 1<i<m

lo que significa que los productos «;f; generan a L como un espacio vectorial sobre F. Para
ver que esto es una base, hay que ver que los elementos «;; son linealmente independientes.
Si la combinacién lineal de arriba es igual a 0, entonces se tiene } 1 <<, b; f; = 0, de donde
b; = 0 para todo j por la independencia lineal de los §;. Pero la independencia lineal de los
«; implica entonces que a;; = 0 para todo i.

Notamos que si [K : F| = oo, entonces existe un ntimero infinito de elementos « € K
linealmente independientes sobre F. En particular, « € L y esto significa que [L : F] = co.
De la misma manera, si [L : K] = oo, entonces existe un numero infinito de elementos p € L
que son linealmente independientes sobre K. En particular, son linealmente independientes
sobre Fy [L: F] = 0. En fin, si [L : F] = oo, entonces [L : K] = c0 0 [K : F] = 0. En efecto,
el argumento de arriba nos dice que [L : K] < ooy [K : F] < co implica [L : F] < co. |

En préctica muchas extensiones se obtienen “afiadiendo” al cuerpo de base K una raiz
de algun polinomio irreducible f € K[X]. Por ejemplo, C es el resultado de afadir a R
una raiz del polinomio X? + 1 que es irreducible en IR[X]. En general, se tiene el siguiente
resultado.

14.1.7. Teorema. Sea K un cuerpoy f € K[X] un polinomio irreducible de grado n. Entonces,
1) el anillo cociente L := K[X]/(f) es un cuerpo;

2) el homomorfismo candnico ¢: K — K[X] — K[X]/(f) es inyectivo e identifica a K con un
subcuerpo de L y entonces a K[X] con un subanillo de L[X|;
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3) siaw ;=X mod f € L es la imagen de la variable X en el cociente, entonces [L : K| = ny
los elementos 1, o, a2, ..., a" 1 forman una base de L sobre K; en particular,

L= {ao+a1oc+---+an,1o<”_1 |a0,a1,...,an,1 GK},‘

4) considerando a f como un elemento de L[X], se tiene f(a) = 0.

Demostracion. Como sabemos, K[X] es un dominio de ideales principales, y entonces si f es
irreducible, el ideal (f) C K[X] es maximal (si f es irreducible, entonces f es primo, asi que
el ideal (f) es primo, y luego todo ideal primo no nulo en K[X] es maximal). Esto significa
que K[X]/(f) es un cuerpo.

Ahora ¢: K — K[X] — K[X]/(f) es un homomorfismo de cuerpos y por ende es
inyectivo.

Todo elemento de K[X]/(f) puede ser representado por algin polinomio ¢ € K[X]
considerado médulo f. La division con resto en K[X| nos permite escribir

g=4qf +r, degr <degf,

asi que g =r (mod f). Esto significa que los elementos del cociente K[X]/ (f) se representan
por polinomios
g=ap+a X+---Fa,_ 1 X!

para algunos ag, a1, ...,a,—1 € K. La reduccién de g médulo f nos da

_ < <n—1
T=ap+m X+ - Fa, X =g+ X+ +a,_1X

—agt+aat---+a,_a" L.

Entonces, 1,a,a2,...,a" 1 generan a L como un espacio vectorial sobre K y solo falta ver

que son linealmente independientes. Si tenemos

ag+ajat---da, "1 =0,

esto significa que el polinomio
g=ayg+a X+ +a,_1 X" €K[X]

se reduce a 0 médulo f; es decir, f | g. Pero todos los multiplos no nulos de f tienen grado
> n, mientras que deg g < n — 1, asi que necesariamente g =0y ay=a; =--- =a,_1 =0.
De la construccién estd claro que f(a) = 0. [ |

14.1.8. Ejemplo. Sea d un nimero entero libre de cuadrados diferente de 1. El polinomio
X? — d es irreducible en Q[X] (por ejemplo, porque sus raices son irracionales para d > 1 o
imaginarias para d < 0). Por el resultado de arriba, el anillo cociente K := Q[X]/(X? — d)
es un cuerpo y [K : Q] = 2. Denotando la imagen de X en el cociente por « € K, se tiene

K={a+bal|abecQ}.
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La adicién evidentemente viene dada por
(a1 +bya)+ (ap +bpa) = (ay +a2) + (b + bp) .
Para la multiplicacion, hay que notar que en K se cumple la relaciéon a? = d:
(a1 +b1 &) (ay+bya) = ay ap + (arby + aghy) &+ biby a® = (aq ap +d by by) + (arbo + azby ) av.
Para invertir un elemento a 4 ba # 0, se puede primero notar que
(a4+ba)(a—ba)=a>—b*a®=a> b4,
y puesto que d es libre de cuadrados, este es un ntimero racional no nulo. Luego,

a B b N
—b2d  a2-0b%2d

(a+ba) ! = o

A

z

14.1.9. Ejemplo. El polinomio ciclotémico @, es irreducible en Q[X] y tiene grado ¢(n), asi
que el cuerpo K := Q[X]/(P,) es una extension de grado ¢(n) de Q. A

14.1.10. Ejemplo. El polinomio X® — 2 es irreducible en Q[X], por ejemplo, gracias al criterio
de Eisenstein para p = 2. El cociente K := Q[X]/ (X3 — 2) es una extensién de grado 3 de
Q; tenemos

K={a+ba+ca®|ab,ccQ}

donde como siempre, & denota la imagen de X en el cociente. La multiplicacién de los
elementos se sigue de la relacién a® = 2, pero la férmula general no es muy instructiva:

(a1 + by o+ ¢ a) (a2 + by o+ cp a°)
= may + (a1by + aby) a + (a1cp + azey + biby) o’ + (bica + byer) o+ c1C i
=aqapy + 2 (b]Cz + bZCl) + (611172 4+ asb1 +2¢1 Cz) ® + (611(!2 +ac1 + blbz) o2,

4

A

14.1.11. Ejemplo. El polinomio X2+ X + 1 es irreducible en IF5[X]. Consideremos el cociente
K:=TF[X]/(X* + X +1).
Denotando por « la imagen de X, se ve que
K={01,aa+1}.

Tenemos [K : IF;] = 2 y los elementos 1 y « forman una base de K sobre FF,. Las tablas de
adicién y multiplicacién correspondientes son

+ |0 1 v at1 x |0 1 a  at1
0 0 0 0 0 0 0 1 x a+1
1 0 1 o a+1 1 1 0 x+1 o
« 0 « x+1 1 o % a+1 0 1
a+1 |0 a+1 1 « a+1 | a+1 o 1 0
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De la misma manera se obtienen todos los cuerpos finitos. Si K es un cuerpo finito,
entonces necesariamente char K = p para algtn primo p, lo que significa que K es una
extension finita de IF,. Resulta que IF,, tiene una sola extensién de grado 1 salvo isomorfismo
que se obtiene como IF[X]/(f), donde f € F,[X] es un polinomio irreducible de grado .
La existencia de este f es algo que vamos a probar en el siguiente capitulo. A

Hemos visto como afiadir a un cuerpo K una raiz de un polinomio irreducible f € K[X]
de manera formal: hay que pasar al cociente K[X]/(f). En muchos casos estas raices ya
estdn en una extensién especifica de K y pueden ser afiadidas en el siguiente sentido.

14.1.12. Definicién. Para una extensién de cuerpos L/K y elementos «q,a3,... € L el
subcuerpo minimo de L que contiene a a1, 4y, ... y todos los elementos de K se llama el
subcuerpo generado por &1, ay,... sobre K y se denota por

K(Dq,t)ég,...) = ﬂ K/.
KCK'CL
«q,8,...€K’
Las extensiones de la forma K(a)/K para un solo elemento « € L se llaman las extensiones
simples de K. En este caso « se llama un elemento primitivo de K(«).
En general, las extensiones de la forma K(aq,...,a,)/K se llaman las extensiones
finitamente generadas de K.

14.1.13. Ejemplo. Para un entero libre de cuadrados d # 1 consideremos v/d € C (sid > 1,
entonces vd € R). Tenemos entonces

Q(Vd) ={a+bVd|abecQ}

En efecto, la parte derecha estd contenida en Q(+/d). Se ve facilmente que es un subanillo
de C, y de hecho, es un subcuerpo: para (a,b) # (0,0) se tiene

1 a—bvd a b
DbV a—ar = a—ar eoap VeV

(note que a® # db?, puesto que d es libre de cuadrados). A

Toda extension finita K/Q es simple: es de la forma Q(«) para algin a € C, pero lo
veremos mas adelante, después de desarrollar la teorfa general adecuada. Por el momento,
podemos ver algunos ejemplos sencillos.

14.1.14. Ejemplo. Consideremos el cuerpo Q(ﬁ, \@) Denotemos
wi=v2+ V3.
Obviamente, tenemos Q(a) C Q(v/2,v/3). Luego, calculamos que
w?=5+2V6, o«®=11vV2+9V3, «*=49+20V56,
de donde
V2 = % (> —9a), V3= —% (a3 —11a),
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asi que Q(v/2,v/3) C Q(«) y podemos concluir que

Q(V2,v3) =Q(V2+V3).

A
14.1.15. Ejemplo. Consideremos los elementos
{3:= AV L/3 = ¥, V2, a:=1{03+V2.
Tenemos
2=(a—03)° =0’ +3a5 307303
Dado que gg =1y @% = —1 — {3, esto nos da la ecuaciéon
3=a-3a—3a(1+a)l3,
de donde se puede expresar
@ —3a—3
{3= %"
3a(1+a)
asf que {3 € Q(a), y luego v/2 = a — {3 € Q(a). Podemos concluir que
Q(G3, V2) = Q(a + V2).
A

14.1.16. Comentario. Los tltimos dos ejemplos fueron escogidos para facilitar los célculos.
Aunque mads adelante vamos a probar que para cualquier extension finita Q(«, f)/Q se
tiene Q(«, B) = Q(1y) para algtin ntimero 7, en general este no tiene por qué ser la suma de

xy pB.
14.1.17. Observacién. Sea L/K una extension de cuerpos. Para o, p € L se tiene K(a, ) =

(K(a)) (B)-

Demostracion. Tenemos K C K(a, ) y & € K(a, B), asi que K(x) C K(a, B) por la minimali-
dad de K(«). Ademads, B € K(a, B) y por ende (K(a))(B) € K(«, B).

De la misma manera, K C (K(a))(B) y &, 8 € (K(x))(B), asi que K(a,B) C (K(«))(B)
por la minimalidad de K(«, B). [

Por induccién se sigue que toda extension finitamente generada K (vcl, ...,0y) se obtiene
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como una sucesiéon de extensiones simples:

Ky = Ky—1(an) =  K(ag,...,an)
\

Ky1:=Ky2(ay-1) = K(ag,...,0p-1)
\
|

Ky := Kq(a2) = K(aq,a2)
\
Ky = K(a1)

;

(En este caso también se dice que K C K; € K; C --- C K;; es una torre de extensiones.)

14.2 Extensiones algebraicas

14.2.1. Definicién. Para una extension L/K se dice que un elemento a € L es algebraico
sobre K si f(a) = 0 para algtn polinomio no nulo f € K[X]. Cuando « no es algebraico, se
dice que es trascendente sobre K.

Se dice que L/K es una extension algebraica si todo elemento de L es algebraico sobre
K.

14.2.2. Ejemplo. Los nimeros v/2 € Ry {, := eV =1/n ¢ C son algebraicos sobre Q: son
raices de los polinomios X" — 2y X" — 1 respectivamente. A

14.2.3. Ejemplo. Los ntiimeros ¢ = 2,718281828 ... y m = 3,1415926 ... son trascendentes
sobre Q; es un resultado clasico pero muy dificil. Es mucho mds facil (jpero tampoco es
trivial!) probar que e, 7 ¢ Q. A

14.2.4. Observacién. Para una cadena de extensiones F C K C L, si & € L es algebraico sobre F,
entonces es algebraico sobre K.

Demostracion. Si f(x) = 0 para algun polinomio no nulo f € F[X], en particular f €
K[X]. n

14.2.5. Observacion. Toda extension finita es algebraica.

Demostracion. Si L/K es una extension finita de grado 7, entonces para cualquier & € L los
elementos 1,a, a2, ...,a" son necesariamente linealmente independientes, asi que existen
algunos coeficientes ag, a1, 4z, ...,a, € K, no todos nulos, tales que

ap+aa+aya®+ - +a,a" =0.
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Esto significa que « es una raiz de un polinomio no nulo
f=ay+a X +aX>+ - +a, X" € K[X].
|

Hay extensiones algebraicas infinitas, pero las veremos un poco mds adelante. Voy a
mencionar un par de extensiones que no son algebraicas.

14.2.6. Ejemplo. Para un cuerpo K la extensién K(T)/K, donde

K(T) = {fgf | fgek) g #0)

es el cuerpo de las funciones racionales, no es algebraica. Por ejemplo, para cualesquiera
ag,ai,as,...,a, el elemento

ag+a T+ayT>+ - +a, T" € K(T)

esnulosiysolosiay=a; =ay =--- =a, =0, lo que significa que T no es algebraico
sobre K. A

14.2.7. Ejemplo. La extension R/Q no es algebraica. Esto puede ser probado sin construir
ningtin nimero trascendente especifico. En efecto, todo elemento algebraico « € R es una
raiz de algun polinomio no nulo f € Q[X]. El cuerpo Q es numerable, luego el anillo Q[X]
es numerable, y el conjunto de las raices de estos polinomios es también numerable (todo
polinomio racional de grado # tiene a lo sumo 7 raices). Sin embargo, R no es numerable.
Se sigue que hay elementos de IR que no son algebraicos sobre Q. A

14.2.8. Teorema (El polinomio minimo). Sean L/K una extensién de cuerpos y « € L un
elemento.

1) « es algebraico sobre K si y solamente si el homomorfismo de evaluacion
evy: K[X] — K(a), f+— f(a)
tiene niicleo no trivial.

2) En este caso kerev, = (mgx), donde myx € K[X] es un polinomio ménico irreducible
definido de modo iinico; a saber, m, k es el polinomio monico de grado minimo posible que
tiene a como su raiz.

3) Hay un isomorfismo natural K[X]/(m, k) = K(«).

4) Un polinomio f € K[X] tiene al elemento « como su raiz si y solamente si myx | f. Si f es
irreducible, entonces K[X]/(f) = K(a).

5) Tenemos [K(a) : K] = degm, k.
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Demostracion. Puesto que K[X] es un dominio de ideales principales, se tiene necesariamente
kerev, = (f) para algun polinomio f € K[X]. Si f = 0, entonces « es trascendente. Si f # 0,
entonces de nuestra prueba de que todo dominio euclidiano es un dominio de ideales
principales (véase el capitulo anterior) se sigue que f se un polinomio de minimo grado
posible tal que f(«) = 0.

Notamos que tal f es necesariamente irreducible: si f = gh para algunos g, h € K[X] de
grado menor que f, entonces g(«) h(a) = f(a) = 0 implica que g(a) =00 h(a) = 0, pero f
es un polinomio de minimo grado posible que tiene a # como su raiz.

Ahora si f1 y f son dos polinomios que cumplen (f;) = (f2) = kerev,, entonces
f1 ~ fa, asi que fo = c fi para alguna constante ¢ € K*. Esto significa que la condicién de
que f sea monico lo define de modo tinico. Denotemos este polinomio ménico por m, .

Dado que m, g es irreducible, el ideal (m, k) es primo. El anillo K[X] es un dominio
de ideales principales y todo ideal primo no nulo en K[X] es maximal. Esto implica que
K[X]/(my k) es un cuerpo. El primer teorema de isomorfia nos da entonces un isomorfismo
de cuerpos

K[X]/(myk) = imevy .

Calculemos im ev,. Primero,
imevy, = {ay,a" +a, 18" 1+ daja+tag|a €K} CK(a).

Evaluando los polinomios constantes, se ve que K C imev,. Ademds, « € imev,. Se sigue
que imev, = K(a), puesto que imev, es un cuerpo que contiene a K y « e imev, estd
contenido en K(a). Entonces,

K[X]/(myx) = K(a).

Ahora f(a) = 0 si y solamente si f € kerev, = (m,k), lo que significa que m,k | f. Si
f es también irreducible como m, k, entonces f ~ m, g; es decir (f) = (my,x)y

K[X]/(f) = K[X]/ (mqx) = K(a).
En fin, hemos visto en 14.1.7 que el cuerpo K[X]/ (m, k) tiene grado degm, x sobre K. W

14.2.9. Definicién. Para una extensiéon L/K y un elemento « € L algebraico sobre K, el
polinomio moénico m, x € K[X] de minimo grado posible tal que 1, x se llama el polinomio
minimo de & sobre K. Como acabamos de notar, m, x es necesariamente irreducible. El
namero

degy (a) := [K(a) : K] = degm,

se llama el grado de « sobre K.

14.2.10. Observacién. Si L/K es una extension finita, entonces para todo « € L el grado degy («)
divide al grado [L : K].

Demostracion. Tenemos [L: K] = [L: K(«a)] - [K(a) : K]. [

14.2.11. Observacion. Sea F C K C L una cadena de extensiones y « € L un elemento algebraico
sobre F. Entonces, en el anillo de polinomios K[X] se cumple

My K | My F-
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En particular,
[K(a) : K] = degy(a) < degp(a) = [F(«) : F].

Demostracion. Tenemos m, p(a) = 0. Puesto que m,r € F[X] C K[X], se cumple m, |
My, F. |

Antes de volver a los resultados generales sobre los elementos algebraicos, veamos
algunos ejemplos de polinomios minimos.

14.2.12. Ejemplo (Trivial). Para una extensiéon L/K, si « € K, entonces m,x = X —a. A

14.2.13. Ejemplo. Para v—1 € C el polinomio minimo sobre Q es m ;54 = X2+ 1.
Tenemos Q(v/—1) = Q[X]/ (X% +1). De la misma manera, m gr = X?+1yC =
R(v/-1) 2 R[X]/(X*+1). A

14.2.14. Ejemplo. Sea d # 1 un entero libre de cuadrados. Para v/d € C el polinomio
minimo sobre Q es X? — d. En efecto, este polinomio tiene a d como su raiz y su grado es

igual a [Q(V/d) : Q] = 2. Tenemos Q(v/d) = Q[X]/(X? —d). A

14.2.15. Ejemplo. Consideremos el nimero

(14.1) Oy = V13 = _1% V3 e

Aunque tenemos Cg —1 =0, el polinomio X3 —1noesel polinomio minimo de {3 sobre Q: se
tiene X3 —1 = (X —1) (X>+ X +1),donde f = X?+ X + 1 es un polinomio irreducible (por
ejemplo, porque f € F,[X] es irreducible o porque f(X +1) = X3+ 3X + 3 es irreducible
por el criterio de Eisenstein) y f({3) = 0. Entonces,

mpq=X*+X+1.

Notamos que

Q(g3) =Q(v-3)
—de la ecuacioén (14.1) se ve que {3 € Q(v/—3) y vV—3 € Q({3). A
Para una generalizaciéon de este ejemplo, véase §14.4.

14.2.16. Ejemplo. El polinomio X3 — 2 es irreducible en Q[X] y tiene tres raices en C:

w=2 o= VIR e w- Y3 - g

donde a; es real y ay y a3 son ntimeros complejos conjugados. El teorema 14.2.8 nos dice
que hay isomorfismos de cuerpos

Q[X]/(X° —2) 2 Q(a1) = Q(az) = Q(a3).

Sin embargo, Q(a1) C R, mientras que Q(ay),Q(a3) ¢ R, asi que hay cierta diferencia
entre Q(a1) y Q(az), Q(a3) que no puede ser expresada en términos de isomorfismos de
cuerpos abstractos. A
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14.2.17. Ejemplo. Volvamos al ejemplo 14.1.14. Para el cuerpo

Q(V2,V3) = Q(V2+V3)
hemos calculado las potencias de « := V2 + \/§:
W =5+2v6, a>=11vV2+9V3, a*=49+2006.

Se ve que
=100’ +1=0,

asi que a es una raiz del polinomio f = X* —10X? + 1. El polinomio minimo m, g
necesariamente divide a f, lo que implica que

Luego, tenemos

donde [Q(v/2) : Q] =2, asi que [Q(x) : Q] =2 04.

Ahora si [Q(«) : Q] = 2, entonces [Q(«) : Q(v2)] = 1y Q(x) = Q(+/2). Sin embargo,
esto es imposible: v/3 € Q(«), pero v/3 ¢ Q(v/2). En efecto, si v/3 € Q(v/2), entonces
V3=a+bv2 para algunos 4,b € Q, pero en este caso 3 = a2 +2ab+/2 + 2b, lo que
demostrarfa que V2 €Q.

Podemos concluir que [Q(«) : Q] =4, myq = fy

Q(vV2+3) 2 Q[X]/(X* —10X2+1).

Notamos que sin estas consideraciones, no es obvio por qué f = X* —10X? + 1 es un
polinomio irreducible en Q[X]. A

He aqui una caracterizacién de los elementos algebraicos.

14.2.18. Observacién. Para una extension L/K un elemento o € L es algebraico sobre K si y solo
si degy («) := [K(a) : K] < o0.

Demostracion. Ya hemos visto que si « es algebraico, entonces existe un polinomio minimo
y [K(a) : K] = degm, g < oo. Viceversa, si [K(a) : K] < oo, entonces la extension K(«a)/K es
algebraica, como notamos en 14.2.5. |

14.2.19. Observacion. Sea L/K una extension de cuerpos y «, 3 € L elementos de grado finito
sobre K. Entonces,

[K(a, B) : K] < degg(a) - degy (B)-
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Demostracion. Consideremos las extensiones

K(a, p)

PN

K(a) K(p)

degK(aX %(ﬁ)

K

La desigualdad de 14.2.11 aplicada a las extensiones K C K(«) C K(«a,B) y p € K(a, B) nos
da

[(K(a))(B) : K(a)] < [K(B) : K],
de donde

[K(a, p) : K] = [(K())(B) : K(a)] - [K(a) : K] < [K(B) : K] - [K(ax) : K].

Por induccién se sigue que en general,
[K(a1,...,0,) : K] < degy(aq) - - - degy (an).

14.2.20. Comentario. Puede suceder que el grado [K(«, B) : K] es estrictamente menor que
el producto deg («) - degy (B). Para un contraejemplo trivial, considere & = B.

14.2.21. Ejemplo. Volvamos al ejemplo 14.1.15. Hemos visto que

Q(g3,V2) = Q(g3 + V2).

Tenemos

[Q(Gs+ V/2) 1 Q] < degq((3) - deg(V2) =23 =6.

Pero el grado [Q({3 + v/2) : Q] tiene que ser divisible por 2 y 3, asi que es exactamente
6. A

Tenemos la siguiente caracterizacién de extensiones finitas.

14.2.22. Proposicién. Una extension L/ K es finita siy solosi L = K(aq, ..., a,), dondeay, ..., 0y €
K es un miimero finito de elementos algebraicos sobre K.

Demostracion. Si L/K es una extension finita de grado 1, sea a1, . . ., &, una base de L sobre K.
Tenemos degy («;) < n, asi que a1, ..., &, son algebraicos. Esta claro que L = K(ay,...,ay).
Viceversa, si L = K(aq,...,a,) donde a1, ..., a, son algebraicos sobre K, entonces

[L: K] < degg(ar) - - - degy(an),

asi que la extensién es finita. |
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14.2.23. Proposicién. Para una extension de cuerpos L/K sean w, B € L elementos algebraicos
sobre K. Entonces, « £ B, a3, a/p (donde B # 0) son también algebraicos sobre K.

Demostracion. Si a y B son algebraicos sobre K, entonces la extension K(«, ) /K es finita.
Luego, tenemos

K(a, )

a+p) K(ap)
\ | /
asi que K(a £ B), K(ap), K(a/B) son también extensiones finitas de K. Toda extension finita

es algebraica, lo que implica en particular que los niimeros « £ 8, a8, «/ 8 son algebraicos
sobre K. u

K( K(a/p)

14.2.24. Comentario. Si « y B son algebraicos, aunque la prueba de arriba nos dice que « & 3,
«p, a/ B son también algebraicos, esta no revela cémo obtener los polinomios minimos de
a+ B, af, a/B a partir de los polinomios minimos 1, x y mp k. Veremos esto més adelante.

14.2.25. Corolario. Para una extension de cuerpos L/K los elementos de L que son algebraicos
sobre K forman un subcuerpo de L.

Terminemos por un ejemplo de extensiones algebraicas infinitas.

14.2.26. Ejemplo. Segtin 14.2.25, todos los ntimeros complejos que son algebraicos sobre Q
forman un cuerpo. Denotémoslo por Q. Notamos que /2 € Q y

degQ(\"/E) =n.

Esto implica que la extension Q/Q es infinita. En efecto, si [L : K] < oo, entonces deg («) |
[L : K] para todo a € L. En nuestro caso, la existencia de elementos « € Q de grado
arbitrariamente grande nos permite concluir que [Q : Q] = co.

Puesto que V/2 € R, esto demuestra que el cuerpo Q N R es una extensién algebraica
infinita de Q.

De hecho, lo que probamos es que la extension

Q(V2,V2,V2,v2,...)/Q

es infinita. Tenemos un cuerpo generado por elementos algebraicos sobre Q, pero el niimero
de estos generadores es infinito. A

14.3 Extensiones de grado 2

Sea K un cuerpo y sea L/K una extensién de grado 2. Para un elemento a € L tal
que « ¢ K tenemos necesariamente 1 < [K(a) : K] < [L: K] =2, asi que L = K(«) y el
polinomio minimo de « es de grado 2:

myk =X>+bX —c
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para algunos b,c € K. Hay dos casos diferentes.
1) Si b = 0, entonces se trata de la extension
K(a) = K(vec) 2 K[X]/(X? —¢).
2) Si b # 0, podemos hacer un cambio de variables

K[Y] = K[X],
Y — X/b,

Y2+Y—c/b2r—>b1—2(X2+bX—c)

que nos da un isomorfismo
K[X]/(X24+bX —c)=K[Y]/(Y>+Y ) 2 K(B)

donde ¢’ := ¢/b? € K y B denota la imagen de Y en el cociente. Notamos que en este
caso B2 ¢ K, puesto que B = ¢’ — B ¢ K.

Cuando char K # 2, el caso 2) siempre se reduce al caso 1): se puede hacer un cambio
de variables (“completar el cuadrado”)

K[Y] = K[X],
b
Y?—)X+§,
2 2 2
Yz—c—bZH (X+Z> —c—bZ:Xz—i—bX—c,

asi que
K[Y]/ (Y2 =) = K[X]/(X*+bX —¢),
donde ¢’ :=c+b%/4 € K.
Cuando charK = 2, los casos 1) y 2) son diferentes: en el caso 1) todo cuadrado de

x + yv/—c € K(y/c) pertenece a K:
(x+yve)? =x*+cy’ €K

(jusando que char K = 2!), mientras que en el caso 2), tenemos p% ¢ K.

Podemos concluir que si char K # 2, entonces toda extensiéon de grado 2 es de la forma
K(v/d)/K para algun d € K que no es un cuadrado en K.

Si char K = 2, puede haber extensiones distintas de la forma K[X]/(Y? + Y + c), donde
c € Ke Y?+Y +c € K[Y] es algtn polinomio irreducible. Por ejemplo, si K = TF,, el
polinomio Y? + Y + 1 es irreducible en F;[Y]. De hecho, IF; no puede tener extensiones de
la forma IF,(4/c): todos los elementos de FF, son cuadrados.

En general, si K = [Fon es un cuerpo finito de 2" elementos’, entonces el homomorfismo

Ey — F, x— x2

es sobreyecivo. Esto se sigue del hecho de que [F}, sea un grupo ciclico de orden impar
2" — 1. Por esto todos los elementos de [Fo» son cuadrados.

“Véase el siguiente capitulo.
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14.4 Cuerpos ciclotomicos

Hemos probado en el capitulo anterior que los polinomios ciclotémicos @ son irre-
ducibles en Q[X] usando el criterio de Eisenstein. Para probar el caso general de ®, para
cualquier 1, podemos usar las factorizaciones de ®, en FF,[X]. De hecho, seria més facil
considerar las factorizaciones de

X"—1=]]Pa-
dln

Por ejemplo, para n = p se tiene
XP—1=(X-1)P.

Sin = p — 1, entonces el pequefio teorema de Fermat nos dice que cualquier elemento
x € ]F; satisface xP~1 = 1, asf que se tiene

XP 1 1=(X-1)(X-2)---(X—(p—1)).

Normalmente los polinomios X" — 1y en particular ®, se vuelven reducibles en IF, [X].
Primero, necesitamos la siguiente construccién.

14.4.1. Definicién. Sea k un cuerpo. Para un polinomio
f=an X" +a, 1 X" V4 day X +ay X2+ ag € k[X]
su derivada viene dada por
fl=na, X" '+ (n—1)ay,_1 X" 2+ +a X +a.

Dejo al lector como un ejercicio comprobar que esta definicién cumple las propiedades
habituales: para cualesquiera f, g € k[X] se cumple

(f+8) =f+8, (f9)' =fg+fs"
14.4.2. Lema. En la factorizacién de X" — 1 en IF,[X] hay factores repetidos si y solamente si p | n.

Demostracion. Primero notamos que si p | 1, entonces n = pm para algin m y luego en
IF,[X] se tiene
(X" =1) = (X")P =17) = (X" = 1)P.

Ahora supongamos que en IF,[X]
Xn _ 1 — f2 g

para algunos polinomios no constantes f,g € IF,[X]. Luego, tomando las derivadas se
obtiene

nX'"l'=2ffe+fe=f2f g+fg)
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Entonces, f | (X" —1)y f | n X"~1. Si p { n, esto es imposible: en este caso
1
I=-1-(X"=1)+ X (n X" 1,

asi que
med(X" —1,n X" 1) = 1.
|

La siguiente pdgina contiene algunas factorizaciones de X" — 1 en IF,[X]. El lector debe
fijarse en los factores repetidos.
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Factorizaciones en Z[X]|

X2-1=(X-1)(X+1),
X-1=X-1)(X2+X+1),
Xt —1=(X—-1)(X+1) (X2 +1),
X-1=(X-1)(X*+ X3+ X3+ X+1).
XC—1=(X-1)(X+1) (X2+X+1) (X2 - X+1),
X -1=X-1)(X*+ X5+ X* + X+ X* + X +1),
X —1=(X-1)(X+1)(X2+1) (X*+1),
X9—1—(X DXE+X+1) (X +X3+1),

= (X=1)(

X4+1) (XA +X+X2+X+1) (X =X+ X2 - X +1).

Factorizaciones en FF, [X]

X2 -1 X6 -1

p=2: (X+1)2 p=2: (X+1)2 (X2 +X+1)2

p=23: (X-1)(X+1) p=3: (X+1)3(x+2)°

p=5: (X-1)(X+1) p=5: X-1)(X+1D)(X2+X+1)(X2-X+1)
p=7: (X-1)(X+1) p=7: (X—1)(X=2)(X—3)(X—4)(X-5)(X -
p=11: (X-1)(X+1) p=11: (X-1)(X+1)(X2+X+1)(X2-X+1)
x3-1 X -1

p=2: (X+1)(X2+X+1) p=2: (X+D)(XP+X+1)(X+X2+1)
p=3: (X —1)° p=23: (X=X +X+ X+ X3+ X2+ X +1)
p=>5: (X-1)(X2+X+1) p=5: X+ X+ X4+ X3+ X2+ X +1

p=7: (X-1)(X-2)(X—14) p=7: (X -1y

p=11: (X-1)(X2+X+1) p=11: (X-1)(X®+5X2+4X-1)(X3+7X2+6X 1)
X*-1 X8 -1

p=2: (X+1)* p=2: (X+1)8

p=3: (X-1)(X+1)(X2+1) p=3: (X-1D)(X+D)(XP+1)(X2+X-1)(X? -
p=5: (X—-1)(X-2)(X—3)(X—4) p=5: (X—=2)(X—3) (X —4)(X2-2) (X2 -
p=7: (X-1)(X+1)(X2+1) p=7: (X=1)(X+1)(X2+1) (X2 +4X +1) (X2 -
p=11: (X-1)(X+1)(X>+1) p=11: (X-1)(X+1)(X*+1)(X2+3X-1)(X>—~
X5 -1 X0 -1

p=2: (X+1)(X*+ X3+ X2+ X+1) p=2: (X+1)(X2+X+1) (X0 +X3+1)
p=3: (X-1)(X*+ X3+ X2+ X+1) p=3: (X-1)°

p=>5: (X —1)° p=5: (X-1)(X2+X+1) (X0 +X3+1)
p="7: (X — )(X4+X3+X2+X+1) p=7: (X-1)(X-2)(X—-1)(X®-2) (X3~
p=11: (X-1)(X-3)(X-4)(X-5)(X-9) p=11: (X-1)(X*+X+1)(X6+X3+1)

X0 -1

p=2: (X+1)2 (X + X3+ X2+ X +1)2

p=3: X-DX+D)(X*+XC+ X2+ X+ (X -X3+X2—X+1)

p=>5: (X - )5(X+1)

p="7: X-D(X+1)(X*+XC+X2+X+1) (X =X3+X>—X+1)

p=11: (X-1)(X 2)(X—3)(X—4)(X—5)(X—6)(X—7)(X—8)(X—9)(X—10)
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14.4.3. Lema. Para g € Fy[X] se cumple g(XV) = gP.

Demostracion. Usando la férmula del binomio en caracteristica p y el pequerio teorema de
Fermat aP = a para todo a € ]Fp, tenemos
(an X" +ay 1 X" Vb X +ag)P = ay (XP)' 4 a,_1 (XP)" L+ g XP + ay.
[

14.4.4. Teorema (Gauss). E! polinomio ciclotémico ®y, es irreducible en Z[X| para cualquier n.

Demostracion. Escribamos

@, = f8
para algunos polinomios f, g € Z[X] (necesariamente monicos), donde f es irreducible. Sea
{ una raiz n-ésima primitiva. Tenemos entonces

Pn(0) = f(2)8(2) = 0.

Esto implica que f({) = 0 0 g({) = 0. Puesto que f no es constante, algunas de las raices
n-ésimas primitivas deben ser raices de f, y nuestro objetivo es probar que todas lo son.

Asumamos entonces que { es una raiz de f. Siendo un polinomio ménico irreducible, f
debe ser el polinomio minimo de { sobre Q. Sea p un namero primo tal que p 1 n. Entonces,
{? es también una raiz n-ésima primitiva y

@, (¢F) = f(&7) 8(¢") = 0.
Asumamos que g(¢”) = 0. Entonces, por las propiedades del polinomio minimo, el
polinomio g(X?) tiene que ser divisible por f en Z[X]:
g(XP) = fh paraalgunh € Z[X].
Luego, reduciendo médulo p y aplicando 14.4.3, se obtiene
g’ =fh enF,[X]
Pero esto significa que f y I tienen un factor comtn en su factorizaciéon en Fp[X], asi que
®,, = f g tiene un factor repetido en su factorizacién. Esto implica que la factorizacién de

X'"—1=]]®
dln

tiene un factor repetido, pero como vimos en 14.4.2, esto es imposible cuando p { n. Esta
contradiccion nos permite concluir que f(¢F) = 0.

Entonces, para cualquier primo p tal que p { n se tiene f({?) = 0. Ahora todas las raices
n-ésimas primitivas son de la forma ¥ donde med(n, k) = 1. Podemos factorizar entonces
k = py--- ps donde p; son primos (no necesariamente diferentes) tales que p; {1, y luego

&= (@)

El argumento de arriba nos dice que f({”1) = 0. Luego, el mismo argumento aplicado a ("
demuestra que f((¢¥1)P2) = 0, etcétera.
Entonces, todas las raices n-ésimas primitivas son raices de f y por ende g = 1. |
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14.4.5. Definicién. Paran =1,2,3,4,... el n-ésimo cuerpo ciclotémico es el cuerpo Q(,),
donde
Oni= eZnﬁ/n'

Los cuerpos ciclotémicos tienen mucha importancia en la teoria de ntimeros. De los
resultados anteriores siguen las siguientes propiedades bdsicas.

1) Dado que el polinomio ciclotémico ®, € Z[X] es un polinomio ménico irreducible y
P, (Cy) =0, tenemos

mng = (I)n.

2) Hay un isomorfismo

Q(Cn) = Q[X]/(Pn).
3) El grado de la extension ciclotémica Q(g,)/Q viene dado por la funcién ¢ de Euler:
[Q(Gn) : Q] = deg @y = ¢(n).
14.4.6. Observacion. Sim | n, entonces Q(Zm) C Q(n).
Demostracion. Si m | n, entonces {, = {1V/™ € Q(Z,). [ |

Una pregunta natural es si los cuerpos Q((,) son diferentes para diferente n. Trivial-
mente,

Q(f2) =Q(21) = Q,

pero un momento de reflexiéon nos da otros ejemplos mds interesantes: se tiene

l6=06=000 =00 =~
asi que Q(gs) = Q({3). En general, tenemos el siguiente resultado.

14.4.7. Observacién. Sim es un niimero impar, entonces Q({2m) = Q(Lm).

Demostracion. Tenemos la inclusién obvia , = g%m € Q(Zam), y por otro lado, escribiendo
m=2k+1,

Gom = (2T = o (B = GGk =~k € Q)

14.4.8. Ejemplo. Tenemos

Q(%s) = Q(Z3), Q(Z10) =Q(%5), Q(Z1s) =Q(Z7), Q(Z18) = Q(%o),
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14.4.9. Comentario. Esto se refleja de la siguiente manera en los polinomios ciclotémicos:
para m > 1 impar
Dy (X) = P (—X),

mientras que para m = 1, tenemos ®1 = X — 1y ®, = X + 1, asi que
Dy (X) = =1 (—X).
(Haga el ejercicio 14.8.) Por ejemplo,
D3 =X+ X+1, dg=X>—X+1,
Os =X+ X3+ X2+ X+1, =X -X34+X>-X+1,
D =X+ X+ X+ X+ X+ X411, P =X-X+X' X+ X -X+1.

La propiedad 14.4.7 se cumple por la razén banal de que {, = —1 € Q. Resulta que en
otras situaciones los cuerpos ciclotémicos no coinciden. Para probarlo, podemos investigar
cudles raices de la unidad estdn en Q({).

14.4.10. Lema. Sim es pary m | r, entonces ¢(r) < ¢p(m) implica r = m.

Demostracion. Primero, notamos que para cualesquiera a,m > 1 se cumple

¢(a) ¢(m) med(a, m)
¢(med(a,m))

pam) =

—esto se sigue de las formulas

o0 =aT1(1-3).

pla P
¢<m>=m£[1(1;),
olom) =an TT (1-3)
plmed(a,m) = med(o,m) TT (1-3)-

(Notamos que cuando a4 y m son coprimos, se tiene med(a,m) = ¢(med(a,m)) =1y se
recupera la férmula conocida.) Ahora para m par y m | r, asumamos que m < r, asi que
r = am para algtn a > 1. Tenemos
a) ¢(m) med(a, m)

¢(med(a,m)) -
Sia =2, entonces ¢(a) = ¢(2) =1y med(a, m) = 2. Luego,

pla) p(m) med(a,m)
p(med(a,m)

o(r) = plam) = &

¢(m) > ¢p(m).
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Sia > 2, entonces ¢(a) > 2, y luego

¢(a) p(m) mcd(a, m)
¢(med(a, m))

En ambos casos, m < r implica ¢(m) < ¢(r). [ |

> ¢(a) p(m) > ¢(m).

14.4.11. Proposicién. Las raices de la unidad en el cuerpo Q({y,) son precisamente

#m(C),  simes par,
Hom (C), sim es impar. '

peo(C) NQ(Em) ™ = {

Demostracion [Mar1977]. Si m = 2k 4+ 1 es un nimero impar, entonces ya notamos en 14.4.7
que Q(Zm) = Q(fam)- Por esto seria suficiente considerar el caso cuando m es un nimero
par.

Tenemos ( € Q(Cm), y por ende todas las raices m-ésimas de la unidad, siendo
potencias de {,, estan en Q({p):

‘um(C) c VOO(C) mQ(ém)X

Hay que ver que en Q({;;) no hay raices de la unidad de orden k { m. Bastaria considerar
las raices k-ésimas primitivas.

Supongamos que { lf € Q({) donde ¢ ,f es una raiz k-ésima primitiva; es decir, med(k, ¢) =
1. Pongamos

r:=mecm(k,m) = %n, d = mcd(k, m).
Luego,
mcd(k, ¢m) = med(k, m) = d,

lo que significa que existen a,b € Z tales que

d = ak + blm.
Ahora,
G = g, = qakrbtm — gak sbim — ¢4 (70)" € Q(Zm)
y

p(r) < ¢(m), mespar, m]|r,

asi que el lema 14.4.10 nos permite concluir que

r =mcd(k,m) = m,
lo que significa que k | m. [ |
14.4.12. Corolario. Si Q({wm) = Q({n) para m < n, entonces m es impar y n = 2m.

Demostracion. Si m es par, entonces las raices de la unidad en Q({,;) son de orden m,
mientras que las raices de la unidad en Q((,) son de orden n o 2n, dependiendo de la
paridad de n. Pero en ambos casos la hipétesis m < n nos lleva a una contradiccién.
Entonces, m es impar y las raices de la unidad en Q({,,) son de orden m. La tnica
posibilidad es n = 2m. |
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14.4.13. Comentario. Para enumerar los cuerpos ciclotémicos sin redundancias, a veces se
consideran Q({,) tales que n # 2 (mod 4).

14.5 Perspectiva: numeros trascendentes

Hasta el momento, hemos estudiado las propiedades de extensiones algebraicas, con
énfasis en los ejemplos de ntimeros algebraicos sobre Q. Es extremadamente dificil probar
que algtin nimero especifico es trascendente sobre Q. Voy a mencionar solo algunos
resultados cldsicos y conjeturas.

1)

2)

3)

El primer ejemplo explicito (aunque artificial) de un ntimero trascendente fue cons-
truido por Liouville en 1844. Se dice que « € R es un ntiimero de Liouville si para
todo entero positivo n existen p,q € Z, q > 1, tales que

P ’ 1

0< | — <q”'

Se puede demostrar que ningtin ntimero algebraico sobre Q puede cumplir esta
propiedad. Por ejemplo, el nimero

1
a =Y —-=0,110001 00000000000000000 1000 - - -
10¢

= 17 ceros

es un numero de Liouville, y por ende es trascendente.

Lindemann” prob6 en 1882 que e* es trascendente sobre Q para cualquier niimero
algebraico no nulo «. Para « = 1 esto en particular establece la trascendencia de
e. Para deducir la trascendencia de 71, notamos que si 7t fuera algebraico, entonces

7v/—1 también lo serfa y luego ¢V ! = —1 seria trascendente, lo que es absurdo.

De la misma manera del teorema de Lindemann se deduce la trascendencia de cos «,
sen«, tan« para cualquier nimero algebraico a # 0 y la trascendencia de log « para
cualquier nimero algebraico & # 0, 1.

Para la funcién zeta de Riemann

Z(s) = is, (Res > 1)
n>1 n

Euler calculé que para cualquier k = 1,2,3, ... se tiene

22k71
20!

1 1 1

L(2h) =1+ o + o + o

7.[2k,

o= (1) By,

“FERDINAND VON LINDEMANN (1852-1939), matematico alemén, conocido principalmente por sus pruebas de
la trascendencia de e y 7r. Director de tesis de Hilbert.
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donde By son ciertos nimeros racionales, llamados los nimeros de Bernoulli. Por

ejemplo,
2
0(2) = % ~ 1,644934. .,
o
’(4) = 0 ~ 1,082323...,
6
-
710
2(10) = 93555 ~ 1,0009%4.. .,
691 7r12
g(].z) — m ~ 1,000246. .o

Se supone que los nameros {(3),(5),{(7),C(9),(11),... son también trascendentes,
pero a diferencia de los {(2k), entre los (2k + 1) no hay ninguna relacién algebraica
para diferentes k. Sin embargo, hasta el momento no se conoce ni siquiera si los ¢ (2k +
1) son irracionales. Para {(3) esto fue establecido en 1977 por el matemético francés
ROGER APERY y hay impresionantes resultados més recientes sobre la irracionalidad.
Por ejemplo el matematico francés TANGUY RivoaL demostré en 2000 que entre
los ntmeros {(3),7(7),(9), ... hay una infinidad de irracionales, mientras que el
matemdtico ruso WADIM ZUDILIN demostré en 2001 que por lo menos un nimero
entre ((5), ((7), C(9) y {(11) es irracional (jy la prueba no revela cudl!). Sin embargo,
parece que la humanidad estd muy lejos de probar la trascendencia de los {(2k + 1).

4) La serie harmonica ) >4 % diverge lentamente, pero el limite

) 1
'y::nh_r)rgo< ) k—logn)

1<k<n

existe. El namero v = 0,5772156649... se conoce como la constante de Euler-
Mascheroni’ y aparece en muchos contextos importantes, inclusive aritméticos. Por
ejemplo, el tercer teorema de Mertens™  afirma que

1
lim logn <1 - ) =e 7,
smtogn [T (1=
donde el producto se toma sobre los primos menores que #.

Otra aparicion de la constante de Euler-Mascheroni es la serie de Laurent para la
funcién zeta de Riemann

os) = —

s—1

+y ) (s—1)",

|
n>0 n:

“LorENZO MaSCHERONT (1750-1800), matematico italiano.
“Franz MERTENS (1840-1927), tedrico de nimeros polaco.
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donde vy = 7.
Se supone que el nimero v es trascendente, pero hasta el momento no ha sido

probado ni siquiera que es irracional.

Los ntiimeros trascendentes se estudian en la teoria de niimeros trascendente, mientras
que los niimeros algebraicos se estudian en la teoria de niimeros algebraica. En este curso,
naturalmente, nos van a interesar los nimeros algebraicos. Para conocer el lado trascendente,
el lector puede consultar el libro de texto [Bak1990].

14.6 La norma, traza y polinomio caracteristico

Para endender mejor esta seccion, el lector debe de revisar el apéndice C para las
definiciones y resultados relevantes de dlgebra lineal. Sea L/K una extension finita de grado
n. Para « € L consideremos la aplicacién de multiplicacién por « sobre L:

Ha: L =L, x> ax.

Esto es un endomorfismo del espacio K-vectorial L. Notamos que para cualesquiera «, 8 € L,
a,b € K se cumple

Hap = Ha O Hp, Haatbp = 4 Ha +bup.

14.6.1. Definicién. Sean L/K una extension finita de cuerposy « € L.

1) La norma y traza de « son el determinante y traza del endomorfismo p,: L — L
respectivamente:

NL/K(OC) = det;t,x, TL/K(DC) =t py.
2) El polinomio caracteristico de « es el polinomio caracteristico de j,:
PaL/K ‘= Py i= pa = det(X I, — A) € K[X],

donde A € M, (K) es una matriz que representa a ¢ en alguna base (véase el apéndice
Q).

14.6.2. Comentario. La norma, traza y el polinomio caracteristico no solamente dependen
de «, sino también de la extensién L/K. Cuando la dltima esta clara a partir del contexto,
vamos a omitirla por simplicidad y escribir “N, T, p,” en lugar de “Np /x, Tr./k, Pa,L/kx”-

14.6.3. Proposicién. Si [L : K| = n, entonces para cualquier « € L el polinomio caracteristico de
w es monico de grado n:

Pa,L/K = X" +a,q X"t a1 X + agp.

Ademds,
a1 = —Tp/x(a), ap=(=1)" Ny g(a).
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14.6. LA NORMA, TRAZA Y POLINOMIO CARACTERISTICO

Demostracion. Esto es una propiedad general del polinomio caracteristico, probada en el
apéndice C: tenemos

PaL/K = Puy = X" —tr(pa) X" 4o X+ (=1)" det(pa).
|

14.6.4. Ejemplo. Para a € K la aplicacién y,: L — L se representa en cualquier base por la

matriz escalar de n X n
a

asi que
Np/k(a) =a", Tyk(a)=na, p,r/x=(X—a)"
A

14.6.5. Ejemplo. Para un cuerpo K, sea d € K un elemento tal que 4 no es un cuadrado; es
decir, el polinomio X? — d es irreducible en K[X]. Consideremos la extensién

K(Vd) = K[X]/(X* — d),

donde v/d denota la imagen de X en el cociente. La extension K(v/d) /K tiene grado 2 y los
elementos 1,/d forman una base de K(v/d) como un espacio vectorial sobre K. Para un
elemento fijo « = a + b \/d tenemos

a~1:zx:a+b\/a, zxw/E:db—i—a\/E,

asf que la multiplicacién por a sobre K(1/d) corresponde a la matriz
a db
At ).

N(x) =detA =a?>—db?, T(a)=trA=2a.

Luego,

El polinomio caracteristico de la matriz de arriba es

pa = det (Xb_“ Xd_ba) = (X —a)? —db®> = X> —2a X +a* — db* = X> — T(a) X + N(a).

A

14.6.6. Ejemplo. Consideremos la extensién K(+/d)/K donde d no es un cubo en K; es decir,
el polinomio X3 — d es irreducible en K[X]. Esta es una extensién de grado 3 y como una
base de K(+/d) sobre K se puede tomar

1, vd, Va.
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Para el elemento v/d calculamos la aplicacion p va K (Vd) = K(V/4d):

1 Vd, Vd— V2, Vi d.

Entonces, u 3 Se representa en la base 1, v/d, Vd2 por la matriz

0 0 d
1 0 0],
010

N(Vd)=d, T(Vd)=o.

El polinomio caracteristico correspondiente es

X 0 —d
det{-1 X 0 —XdetC{l ;)—ddet<_ol ﬁ)—xf’—d.
0 -1 X

de donde

(Note que la norma y traza de « también pueden extraerse de los coeficientes del polinomio
caracteristico.) Por otro lado, la aplicacién

Hyp =HyzoHny;

se representa por la matriz

0 0 d 0 0 d
1 0 0J-|1 0 O0f =
010 010

N(Vd?) =d*> T(Vd2)=0.

El polinomio caracteristico correspondiente es

X —-d 0
det(O X —d):Xdet<X _d>+ddet<0 _d>:X3—d2.

de donde

10 x 0 X -1 X

A

14.6.7. Proposicion. Sea L/K una extension finita. Para todo a € L el polinomio caracteristico de
« tiene a o como su raiz:

PaL/k(a) = 0.
Demostracion. Primero notamos que gracias a las identidades
Pa O Jp = Haps Apa+bYp = Pactbp
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para cualesquiera «, B € L, a,b € K, se sigue que para cualquier polinomio
f=au X" 4+ ap_ 1 X" P-4 a; X +ag € K[X]

se cumple
F(pa) = am i + Aoy g™ 4 a1 e+ a0id = pgy).-

17N

Por simplicidad, escribamos “p” en lugar de “p, 1 /x”. Tenemos

Hp(e) = P(Ha) =0
por el teorema de Cayley—Hamilton (véase el apéndice C). En particular,
p(“) = .up(tx)(l) =0.
[

14.6.8. Corolario. Si L = K(«), entonces el polinomio caracteristico p, 1k coincide con el poli-
nomio minimo mey .

Demostracion. El polinomio caracteristico es un polinomio monico de grado [L : K] que,
como acabamos de ver, tiene a @ como su raiz. Luego, si L = K(«), entonces [L : K] =
degy(«) y pax debe ser el polinomio minimo de a sobre K. [ |

14.6.9. Ejemplo. Sean m y n dos enteros tales que m, n, mn no son cuadrados. En este caso
Q(vm,v/n) =Q(Vm+v/n), [Q(vm,/n):Q] =4
(véase el ejercicio 14.7). Como una base se puede tomar
1,/m,\/n,/mn.
Calculemos el polinomio caracteristico de v/m + /1. Tenemos
L (Vm++v/n) = vm+/n,
Vm - (m+/n) =m+/mn,
Vi (Vm++/n) =n+/mn,
Vmn - (vVm+/n) = ny/m+ my/n.

Entonces, la multiplicacién por v/m + \/n en la base de arriba corresponde a la matriz

0 m n O
1 0 0 n
A_100m
0 1 1 0

Su polinomio caracteristico viene dado por

X -m —n 0
—1 X 0 —n o4 2 . 2
det 1 0 X -m =X*-2(m+n) X"+ (m—n)

o -1 -1 X
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(el ejercicio 14.7 da otro modo de obtener el mismo polinomio). Puesto que Q(y/m, /n) =
Q(y/m + /1), lo que acabamos de encontrar es el polinomio minimo de /m + \/n sobre
Q. A
Multiplicatividad de la norma, linealidad de la traza

14.6.10. Observacién.

1) Lanorma Np ,x: L — K es multiplicativa: para cualesquiera «, 3 € L se tiene
Np/k(aB) = Npsk(a) - Np/k(B)-
2) Latraza Ty jx: L — K es K-lineal: para cualesquiera o, € L, a,b € K se tiene

Tr/k(an+bB) = a Ty k() +b T k(B)-

Demostracion. Se sigue del hecho de que el determinante es multiplicativo y la traza es
K-lineal:

Np/k(ap) = det(pqap) = det(pa o pp) = det(pa) - det(pg) = Np/x(a) - Np/x(B),
y
Ty/k(aa+bB) = Ty k (Mautbp) = tr(apa +bppg) = a tr(ua) +b tr(pg) = a Ty jx(a) +b Tp/x (B)-
|
14.6.11. Ejemplo. Probemos que v/3 ¢ Q(+/2). Asumamos que v/3 € Q(+/2). Dado que

en este caso tendriamos
Q(V3) =Q(V2) = Q(V6) = K.

En particular, existen algunos a,b,c € Q tales que
V3=a+bv2+c V4

En el ejemplo 14.6.6 hemos calculado que Tx,q(V/2) = Tx/q(V/4) = 0. De aqui se sigue
que
Tk/Q(V3) = Tx/q(a) +b Tk (V2) + ¢ T/o(V4) = 3a.
Luego, tenemos
V6=av2+bV4+2,
de donde
3

TK/Q(\/E) = ZTK/Q(C) =6c.
Sin embargo, los calculos de 14.6.6 aplicados a las extensiones Q(+/3)/Q y Q(v/6)/Q nos
dicen que

Tx/Q(V3) = Tx/(V6) = 0.
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Entonces, @ = ¢ = 0 y se tiene
V3=1bV2
Esto significa que el niumero v/3/2 = b es racional, pero no es el caso. Esta contradiccién

implica que V3 ¢ Q(\e’ﬁ) A

14.6.12. Comentario. Para apreciar el argumento de arriba, el lector puede tratar de probar
de manera directa que V3 ¢ Q(%), sin usar trazas.

14.6.13. Ejemplo. Consideremos la extension Q(1/—5)/Q. Probemos que el nimero 1 +
v/=5 no es un cuadrado en Q(v/—5); es decir, no existe &« € Q(1/—5) tal que a> = 1+ /5.

En efecto, en este caso tendriamos
N@)?*=N@*) =N1++v-5)=12+5-12 =6,
pero 6 no es un cuadrado en Q. A

14.6.14. Comentario. Si para & € L la norma N(a) es una potencia n-ésima en K, esto 1o
implica en general que « es una potencia n-ésima en L.

He aqui un contraejemplo facil: consideremos la extensién Q(v/—1)/Q. La norma viene
dada por N(a + by/—1) = a? + b%. Luego, el nimero 2 tiene norma 4, pero no es un
cuadrado en Q(v/—1): si #> = 2, entonces necesariamente N(a) = 2. Sin embargo, los
elementos de norma 2 son

+(1+V-1), £(1-V-1),
y sus cuadrados no son iguales a 2:

1++v/-1)%=+£2V/-1.

Polinomio caracteristico y el polinomio minimo

En general, el polinomio caracteristico y el polinomio minimo estdn relacionados de la
siguiente manera.

14.6.15. Teorema. Sean L/K una extension finita y « € L. Luego,

_wd
PaL/K = MK,

donde
n:=[L:K]|, d:=degg(a):= [K(a):K].

Demostracion. Consideremos las extensiones
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Como una base de K(«) sobre K podemos tomar las potencias de a:

1,«a, 042, ... ,rxd_l.

Sea
,81/,82/-' -/,Bm
una base de L sobre K(«). Entonces, como vimos en 14.1.6, se pueden tomar como una base
de L sobre K los productos
ap. (0<i<d-—1,1<j<m)

Sean c;; los coeficientes de la matriz que representa el endomorfismo p,: K(a) — K(a):
wod= Y gl
0<i<d—1
Tenemos entonces
My K = Pok(a)/k = det(X - Iy — A),
(véase 14.6.8) donde

€00 Co1 T €0,d—1
€10 C11 T C1,d—1
A= .
Cd-10 Cd-11 °° Cd-1,d-1

Luego, ‘ ‘
w-ol =Y cijod By,

0<i<d-1

de donde se ve que la multiplicacién por a sobre L se representa en la base a/ f; por la
matriz diagonal por bloques

A
A
A
Su polinomio caracteristico viene dado por
XI;—A
XI;—A p
det ) =det(XI; —A)" = mZ/K
XI;—A

14.6.16. Corolario. En la situacion del teorema anterior, si el polinomio minimo de « viene dado
por
My K = Xd—ﬁ—ﬂd,lxdil 4+ 4 a1 X+ agp,

entonces
n

To/k() = =2 a1, Npsk(@) = (=1)" ay’?.
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Demostracion. Tenemos

B n/d n _
PaL/k = MyK = (Xd+ﬂdf1xd 1+"'+H1X+ﬂo) = X"+ Zagq X! P gt

14.6.17. Corolario. Si en una extensién L/K de grado n para « € L el polinomio minimo se
descompone en factores lineales

ma,K = (X — Oél) s (X—Déd),
para algunos K1,...,0g € L, entonces

n
Tp/k(a) = ¥ (w14 +ag), Npgla)= (e az)™?.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del corolario anterior. |

14.6.18. Ejemplo. Consideremos las extensiones ciclotémicas

Q(l15) ,
N
* Q(¢s)
8
Q(23) 4
T~
Q

Tenemos
meQ =@ =X+ X+1, myg =05 =X+ X0+ X4 X 41,
Luego, del resultado de 14.6.15 sabemos que

Pz0(05)/Q = (X2 + X +1)%, PisQ(05)/Q = (X + X+ X2+ X+ 1)%

14.6.19. Ejemplo. Volvamos al ejemplo 14.1.15. Consideremos las extensiones

Q(éf)’/ \36)
I

Q(Z3) 5
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donde
K =Q(C3, vV2) = Qg3 + V2).
Sabemos que
[K: Q] < degq(l3) 'degQ(\S/E) =6,

ero este ntimero tiene que ser divisible por 2 y 3, asi que es precisamente 6. Como una
base se puede tomar

1, €3 ’ \36, \3/52 ’ C3 \3/5/ §3 \?ﬁz .

Calculamos
1-(3+V2) =3+ V2,
03 (L3+V2)=-1-03+33V2,
2
V2 (3+V2) =V2 +3V2,
2 2
2
V2 (L3+V2) = —V2-3V2+ 3 V72,
2 2 2
(V2 - ((3+V2) =20 - V2 (V2.
La matriz correspondiente es
0 -1 0 2 O 0
1 -1 0 0 O 2
1 0 00 -1 O
A= 0O 0 1 0 0 -1
0 1 1 0 -1 o0
o o o1 1 -1

Su polinomio caracteristico es’
X +3X° +6X*+3X3 +9X +9.

Este polinomio tiene grado 6 y tiene {3 + v/2 como su raiz, asi que es el polinomio minimo
de {3 + v/2 sobre Q.

Tenemos
mpQ =X +X+1, my; =X -2,
de donde
Pk =X+ X+1P, pasy,o= (X0 —2)7%

“Se puede hacer este célculo en el programa PARI/GP (http://pari.math.u-bordeaux.fr/):
? charpoly([0,-1,0,2,0,0;1,-1,0,0,0,2;1,0,0,0,-1,0;0,0,1,0,0,-1;0,1,1,0,-1,0;0,0,0,1,1,-11)
% = x"6 + 3%x"5 + 6%x"4 + 3*x"3 + 9%x + 9
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14.7 Cuerpos de descomposicion

Recordemos que un polinomio f € K[X] tiene una raiz « € K'siy solosi (X —«a) | f. En
particular, esto implica que si deg f = n > 0, entonces f tiene a lo sumo # raices. Si todas
las raices de f estdn en K, entonces f se descompone en factores lineales en K[X]:

f=c(X—a1) - (X—an).

14.7.1. Definicién. Para un polinomio f € K[X] se dice que una extensién L/K es un
cuerpo de descomposicién’ de f si

1) f se descompone en factores lineales en L[X];

2) ninguna subextension K C L’ C L satisface esta propiedad.

14.7.2. Observacion. Sea f € K[X] un polinomio de grado n y L/K una extension tal que en
L[X] se tiene una descomposicién

f=cX—a) (X —an)
para algunos a1y, ...,y € L. Entonces, el subcuerpo

K(ay,...,an) = () K
K'CL
aq,.... 0, €K

es un cuerpo de descomposicion de f.
Demostracion. Esta claro de la definicién. |

14.7.3. Ejemplo. Sean K un cuerpo y d € K un elemento que no es un cuadrado en
K. Entonces, K(v/d) := K[X]/(X? —d) es un cuerpo de descomposicién del polinomio
X2 —d. A

14.7.4. Ejemplo. Para el polinomio X" — 1 € Q[X] el cuerpo ciclotémico Q({,) es un cuerpo
de descomposicién. En efecto, las raices complejas de X" — 1 son las raices n-ésimas de la

unidad, generadas por la raiz primitiva {, := eV =1/, A

14.7.5. Ejemplo. Consideremos el polinomio X® — 2 € Q[X]. Sus raices complejas son
a=V2 w=0V2, a3=3V2

El cuerpo de descomposicion es el cuerpo

Q(ay, 1, a3) = Q(ag, a2) = Q(wy, 3) = Q(V/2,{3).

“Splitting field en inglés.

360



CAPITULO 14. CUERPOS

Q(\s/i/ €3)

> Q(ar) Q(az) Q(as)
\
Q

A

Un polinomio f € Q[X] siempre tiene raices complejas a7, . ..,a, € C y esto nos permite
tomar Q(ay,...,a,) como un cuerpo de descomposicion de f. En la situacién general
abstracta, un cuerpo de descomposicién se construye de la siguiente manera.

14.7.6. Proposicién. Para un polinomio f € K[X] existe un cuerpo de descomposicién L/K.
Ademds, [L : K| < n! donde n := deg f.

Demostracion. Gracias a la observacién 14.7.2, bastarfa probar que existe una extensién L/K
de grado # n! tal que f se descompone en factores lineales en L[X].

Procedamos por induccién sobre n. Si n = 1, entonces, siendo un polinomio lineal, f
tiene una raiz en K y podemos tomar L = K.

Ahorasin >1,sea p | f algtn factor irreducible de f en K[X]. Consideremos el cuerpo
L' := K[X]/(p). Denotemos por « la imagen de X en el cociente. Tenemos [L' : K] =
degp < n. Ademas, p(«) = 0 y por ende f(x) = 0. Se sigue que en L'[X] tenemos una
factorizacién

f=X-a)g

para algtn polinomio g € L'[X]. Tenemos degg = n — 1, asi que por la hipétesis de
induccién, existe una extensiéon L/L’ de grado < (n — 1)! tal que g (y entonces f) se
descompone en factores lineales en L[X]. Luego,

[L:K=[L:L]-[L:K]<(n—1)!-n<n!
|

Nuestro préximo objetivo es probar que todos los cuerpos de descomposicién de f son
isomorfos. Empecemos por el siguiente lema.

14.7.7. Lema. Sea ¢: K = Ky un isomotfismo de cuerpos y
¢: Ki[X] = Ka[X],
Z a; X! Z (P(Lll') X!

i>0 i>0
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el isomorfismo correspondiente de los anillos de polinomios. Sean f1 € K1[X] y fo € Ky[X] poli-
nomios irreducibles donde f, = ¢(f1) y sean L1/Ky y Lp/Ky extensiones y a1 € Ly, ap € Ly

elementos tales que f1(a1) = 0y fa(az) = 0. Entonces, el isomorfismo Ky = K> se extiende de

o~

manera candnica a un isomorfismo Ky (1) — Ka(ap).

Demostracion. El isomorfismo entre Kj [X] y Kp[X] envia el ideal maximal (f;) C K;[X] al
ideal maximal (f,) C K[X] y entonces induce un isomorfismo

Ki[X]/(fi) = Ka2[X]/(fo)-

Basta considerar el diagrama conmutativo

Ky [X] ---mmeee- » Ko[X]
K1 ;> Kz

14.7.8. Lema. Sea ¢: Ky = Ky un isomorfismo de cuerpos. Sean f; € Kq[X] un polinomio irredu-

cibley f, € Ky[X] el polinomio que corresponde a fi bajo el isomorfismo Ky [X] =5 Ko[X] inducido
por ¢. Sean L /Ky y Lp/Ky cuerpos de descomposicion de f1 y fo respectivamente. Entonces, el
isomorfismo entre Ky y Ky se extiende a un isomorfismo entre L1 y Ly:

K —— K,

Demostracion. Procedamos por induccién sobre n = deg f1. Notamos que los factores
irreducibles de f; en Kj[X] corresponden a los factores irreducibles de f, en Kp[X].

Sin =1, 0 en general si f; se descompone en factores lineales en K; [X], se tiene L1 = K,
L, = K3 y no hay que probar nada.
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Sin > 1, sea p1 € K1[X] un factor irreducible de f y p» € Ky[X] el factor irreducible
correspondiente de f>. Si w; € L; es una raiz de p; y ay € L es una raiz de py, entonces el

lema anterior nos permite extender el isomorfismo K; — K; a un isomorfismo K (x7) —
K(ay). Ahora

fi=X-m)grenKi(a1)[X], fo=(X—a2)genKy(az)[X].

Notamos que Ly y L, son cuerpos de descomposicién para g1 y g2 sobre Kj(a1) y Ka(a2)
respectivamente. Puesto que degg; = degg, = n — 1, por la hipétesis de induccion, el

isomorfismo K; (1) — Kp(ay) se extiende a un isomorfismo L1 — L;.

14.7.9. Corolario. Para un polinomio f € K[X|, si L1/K y Ly /K son dos cuerpos de descomposi-
cion, entonces existe un isomorfismo

L1—>L2

~N

Demostracion. Basta aplicar el resultado anteriora K1 =Ky =K, ¢ =idy fi=fo=f. N

14.8 Extensiones separables

14.8.1. Definicién. Sea K un cuerpoy f € K[X] un polinomio. En un cuerpo de descompo-
sicién L/K tenemos

f=e(X—an)™ e (X — )™,

donde a4, ...,a; € L son diferentes elementos y m; > 1. Si m; = 1, se dice que «; es una
raiz simple de f y si m; > 1, se dice que «; es una raiz multiple de multiplicidad m;. Si
todas las raices de f son simples, se dice que f es un polinomio separable.

Notamos que diferentes cuerpos de descomposicién son isomorfos y las multiplicidades
de las raices no dependen de la eleccién de L.

14.8.2. Proposicion. Un polinomio f € K[X] tiene una raiz miiltiple x € K siy solo si f'(a) = 0.
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Demostracion. Si a es una raiz multiple, entonces
f=(X-a)?g
para algun polinomio g € K[X]. Luego, tomando las derivadas, se obtiene
fl=2(X-a)g+(X—a)?g,
de donde f'(a) = 0. Viceversa, si & € K es una raiz comun de f y f/, entonces tenemos

f=X-a)g
para algun g € K[X], y luego
fl=g+X-a)g.
De aqui se sigue que g = f — (X — ) ¢’ tiene & como su raiz; es decir, (X — &) | ¢. Entonces,
f=(X—a?h
para algun h € K[X]. [ |
14.8.3. Corolario. Un polinomio f € K[X] es separable si y solo si med(f, f') = 1.

Demostracion. Sea L/K un cuerpo de descomposiciéon de f.

Si med(f, f) # 1, entonces existe un polinomio no constante ¢ € K[X] talque g | f y
¢ | f. El polinomio g tiene una raiz « € L, y luego f(a) = f'(a) = 0, lo que significa que «
es una raiz multiple de f en L.

Viceversa. si f no es separable, entonces existe « € L tal que f(a) = f'(a) = 0. Esto
implica que el polinomio minimo m, x divide a f y f/, y por ende mcd(f, f’) # 1. |

14.8.4. Corolario. Sea f € K[X] un polinomio irreducible. Si f' # 0, entonces f es separable.

Demostracién. Sig | fy g | f'y f esirreducible, entonces ¢ € K* 0 ¢ ~ f. Sin embargo, en
el segundo caso tenemos deg f' < deg f, asi que g 1 f'. Se sigue que med(f, f') =1, y por
lo tanto f es separable. |

14.8.5. Ejemplo. Consideremos el cuerpo

K :=TF,(T) := {é ’f,ge F,[T], g #0}.

El polinomio X? — T es irreducible por el criterio de Eisenstein: el elemento T es irreducible
en IF,[T] y IF,(T) es el cuerpo de fracciones de IF,[T]. Sin embargo, X? — T no es separable:
su derivada es nula, ya que trabajamos en caracteristica p. A

14.8.6. Definicién. Para una extensién de cuerpos L/K se dice que un elemento & € L es
separable sobre K si

1) « es algebraico sobre K,

2) el polinomio minimo de & sobre K es separable.
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Si todo elemento de L es separable sobre K, se dice que L/K es una extensién separable.
Para ciertos cuerpos todas las extensiones algebraicas son automdticamente separables.

14.8.7. Definicién. Se dice que un cuerpo K es perfecto si se cumple una de las siguientes
condiciones:

1) charK = 0;
2) charK = p y todo elemento de K es una p-ésima potencia.

14.8.8. Ejemplo. Todo cuerpo finito es perfecto. En efecto, si K es finito, entonces es una
extension finita de IF,. Consideremos la aplicacion

F:K— K,
a — af.

Esto es un homomorfismo: tenemos claramente («f)? = a” BP para cualesquiera a, p € K,
y luego, dado que estamos en la caracteristica p, tenemos también (a + B)P = a? + BF.
Siendo un homomorfismo de cuerpos, F es inyectivo, pero K es finito, asi que F es también
sobreyectivo. Para mas informacién sobre los cuerpos finitos y la aplicaciéon F, véase el
siguiente capitulo. A

14.8.9. Ejemplo. El cuerpo F,(T) no es perfecto: en este caso {/T ¢ Fp(T). A

14.8.10. Proposicién. Si K es un cuerpo perfecto, entonces todo polinomio irreducible f € K[X]
es separable.

Demostracion. Gracias a 14.8.4, seria suficiente probar que para todo polinomio irreducible
f=anX"+a,_ 1 X" 1+ 4 ay X +ag € K[X]
donde a, # 0 se tiene
fl=na, X" 14 (n—1)a,_1 X" 2+ +a; #£0.

Si char K = 0, entonces na, # 0y por ende f' # 0. Asumamos que char K = p y todo
elemento de K es una p-ésima potencia. Notamos que si f' = 0, entonces i - a; = 0 para
todoi=1,...,n; es decir, a; = 0 o p | i. Esto significa que el polinomio tiene forma

F=bp X" + by XUV 4 by XP 4 by

para algunos by, by, ..., by € K. Por nuestra hipétesis, todo b; es una potencia p-ésima en K,
asi que

f=ch X el XIP o PXP L = (e XM A X 0 X o)
(usando que char K = p). Pero esto contradice la irreducibilidad de f. Entonces, f' 0. W

14.8.11. Corolario. Si K es un cuerpo petfecto, entonces toda extension algebraica L/ K es separa-
ble.
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Teorema del elemento primitivo

El siguiente resultado simplifica mucho el estudio de extensiones de cuerpos K/F:
resulta que en muchos casos son simples; es decir de la forma K = F(6) para algun 6 € K.

14.8.12. Teorema del elemento primitivo. Sea K/F una extensién finita de cuerpos tal que
K=F(ay,...,an) dondeay, ..., an € Kson sepambles*. Luego, existe un elemento 8 € K tal que
K = F(6).

Demostracion [vdiW1991, §6.10]. Consideremos primero el caso de n = 2. Sea entonces
K = F(a,B), donde B es separable sobre F. Sea f := m, r el polinomio minimo de a sobre
F'y g := mg el polinomio minimo de  sobre F. Sea L/K una extension donde f y g se
descomponen en factores lineales y sean

N i=a,0,...,08 €L
las raices diferentes de f en L y sean

B1:=pB,B2,-..,.Bs €L

las raices de g (son todas diferentes, dado que f3 es separable).

Notamos que sin pérdida de generalidad, se puede asumir que F es un cuerpo infinito.
En el caso contrario, K también seria un cuerpo finito, y luego K = F(8) donde 6 es un
generador del grupo ciclico K*.

Notamos que B; # By para j # 1, asi que la ecuacién

oci+x/3j:0c1+xﬁ1

tiene a lo sumo una raiz x € F para cualesquierai=1,...,ryj=2,...,s. Gracias a nuestra
hipétesis de que F sea infinito, existe un elemento ¢ € F que es distinto de las raices de las
ecuaciones de arriba:

oci+c,3j7étx1+cﬁ1 parai=1,...,1, j=2,...,s.

Pongamos
0:= DC1+C,31 :OK—FC‘B.

Tenemos 6 = F(a, §). Si logramos probar que p € F(6), entonces también « =60 —cp € F(0)
y F(a, B) = F(0). Notamos que

gB)=0, fla)=f(6-cp)=0

y los polinomios ¢ € F[X]y f(6 — ¢ X) € F(6)[X] no pueden tener mas de una raiz comin
por nuestra eleccién de c: se tiene

0—cBj#a; parai=1,...,1,j=2,...,s,
asi que f(6 —cB;) # 0 para j # 1. Calculamos
med(g, f(0 —cX))=h enF(0)[X]

“Sic. La separabilidad de &7 no seré necesaria en la prueba.
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para algtn polinomio moénico h € F(0)[X]. Notamos que degh > 0: dado que g(B) =
f(6 —cpB) = 0, ambos polinomios gy f(0 — cX) deben ser divisibles por el polinomio
minimo g r(g). En L[X] el polinomio & se descompone en factores lineales y toda raiz de h
es una raiz de gy f(6 — ¢ X). Pero f8 es la tnica raiz comtn de gy f(6 — ¢ X) y g no tiene
raices multiples, asi que necesariamente i = X — B. Esto nos permite concluir que § € F(0).

Esto termina la prueba en el caso de n = 2. En el caso general, podemos proceder por
induccién sobre n. Asumamos que el resultado es vélido para n — 1 y se tiene

F(ag,...,0p-1) = F(1)
para algin 77 € K. Luego,
F(ay,...,an) = F(y,an) = F(0)
por el caso de dos generadores. |

14.8.13. Corolario. Si F es un cuerpo perfecto, entonces toda extension finita K/ F es simple: existe
6 € K tal que K = F(0).

14.8.14. Ejemplo. Consideremos la extensién Q(+/2,3). Los polinomios minimos de v/2 y
{3 sobre Q son
X}-2 y X24+X+1

respectivamente. Sus raices complejas son
M =vV2, w=0V2, wa=3V2, pi=0 P=03
La prueba del teorema nos dice que hay que escoger c € Q tal que
V2+c35 # V243,

GV2+ el # V2t

BV2+c3 # V2 +cls
Se ve que funciona ¢ = 1, y luego

Q(V2,53) =Q(V2+§3).

A

14.8.15. Ejemplo. Consideremos la extension Q(+/m, /n) donde m, n y mn no son cuadra-
dos. Tenemos polinomios minimos X? — m y X?> — n y sus raices

v =+m, w=-—vm, Pr=+n pr=—-vn

Necesitamos encontrar ¢ € Q tal que

Vm—cy/n#/m+c/n,
—Vm—cy/n#m+cn.

Basta tomar ¢ = 1, asi que

Q(vm, vn) = Q(vVm+v/n).
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14.9 Cerradura algebraica

En §14.7 para un polinomio f € K[X] hemos construido una extensién L/K donde f se
descompone en factores lineales; es decir, una extensiéon que contiene todas las raices de f.
En general, para cualquier cuerpo K se puede construir su cerradura algebraica que es una
extension K/K que contiene las raices de todos los polinomios f € K[X].

14.9.1. Proposicion. Sea K un cuerpo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) todo polinomio no constante en K[X] tiene una raiz en K;

2) todo polinomio de grado n > 0 en K[X] tiene n raices en K, contdndolas con multiplicidades;
es decir,

f=c(X—a1) (X —an)
para iy, ..., 0y € K;
3) todo polinomio irreducible en K[X] es lineal;

4) K no tiene extensiones algebraicas propias: si L/K es una extension algebraica, entonces
L=K

Demostracion. 1) = 2): si f es un polinomio de grado n > 0y f tiene una raiz a € K,
entonces f = (X —a) g, donde deg ¢ = n — 1. Luego, g también debe tener una raiz, etcétera.
Continuando de esta manera, se obtiene una descomposicion f =c (X —aq) -+ (X — ayp).

2) = 3): esté claro.

3) = 4):si L/K es una extension algebraica, entonces para todo a € L el polinomio
minimo m, x debe ser lineal segtin 3), lo que significa que & € K.

4) = 1): para un polinomio no constante f, escribamos f = ¢ donde g es irreducible.
Luego, L := K[X]/(g) es una extension finita de grado [L : K] = degg, pero segun 4),
tenemos L = K, asi que degg = 1. |

14.9.2. Definicién. Un cuerpo K que satisface las condiciones equivalentes de la proposicién
anterior se llama algebraicamente cerrado.

El siguiente resultado debe de ser conocido al lector.

14.9.3. “Teorema fundamental del algebra”. El cuerpo de los niimeros complejos C es algebrai-
camente cerrado.

La construccién de los niimeros complejos es analitica: primero hay que construir los
ndmeros reales R como la completacién de los ntiimeros racionales Q considerando las
sucesiones de Cauchy en Q respecto a la relacién de equivalencia

(00) = (x4) <= Jim (50 =) =0,

y luego pasar al cuerpo R(y/—1) := R[X]/(X? + 1). Se conocen muchas pruebas del
teorema fundamental del dlgebra, y una de estas puede ser encontrada el el apéndice E.
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14.9.4. Digresion. Se puede tomar la completacién de los niimeros racionales Q respecto a
la norma p-adica

x
= =0p(x) —vp(y)

Ylp

—véase el capitulo anterior para una breve discusién de las valuaciones p-adicas y mis
apuntes

http://cadadr.org/san-salvador/2018-04-topologia-p-adica/topologia-p-adica.pdf

El resultado de esta completacion es el cuerpo de los ntimeros p-ddicos Q). Este cuerpo no
es algebraicamente cerrado y se puede tomar su cerradura algebraica Q,. Sin embargo, Q,
deja de ser completo (no todas sucesiones de Cauchy convergen en Q,). Luego, se puede
tomar de nuevo la completacién de Q,, que se denota por C,. Resulta que C;, es un cuerpo
algebraicamente cerrado.

Q ~~ Qp compl, no alg. cerr. ~» @ no compl,, alg. cerr. ~ C,, compl., alg. cerr..

Para los detalles, véase [Kob1984].

14.9.5. Definicién. Para un cuerpo K, se dice que una extensién K/K es una cerradura
algebraica de K si

1) K/K es una extension algebraica;

2) el cuerpo K es algebraicamente cerrado.

14.9.6. Ejemplo. Los ntimeros complejos C forman una cerradura algebraica de los nimeros
reales RR. A

Existencia de cerradura algebraica

14.9.7. Teorema. Para todo cuerpo K existe una cerradura algebraica K.

Demostracion. Consideremos el anillo de polinomios K[X], donde cada variable X corres-
ponde a un polinomio ménico no constante f € K[X]. (Este anillo es muy grande.)

Sea I el ideal en K[X[] generado por los polinomios f(X) para todo polinomio ménico
irreducible f € K[X]. Este ideal es propio. En efecto, en el caso contrario existen algunos
polinomios g1,...,8n € K[X¢]y f1,..., fu € K[X] tales que

1 = glfl(Xf]) + e +ganl(an)'

Sea L/K una extension finita donde cada uno de los polinomios f; tiene una raiz &; € L.
Consideremos el homomorfismo de evaluacién

¢: K[Xf] — L,
Xf’. — o, parai=1,...,n,
Xpr0,sif # fiparai=1,...,n.
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Luego,
4>(g1f1(Xf1) + - +gnfn(an)) =0,
pero esto significa que

S1fi(Xp) + -+ gufu(Xp,) # 1.

Siendo un ideal propio, I estd contenido en un ideal maximal m C K[X¢]. Consideremos
el cuerpo K; := K[X]/m. Por la construccién, todo polinomio no constante f € K[X] tiene
una raiz en Kj. En efecto, bastaria considerar el caso cuando f es ménico. Denotemos por
af € Kq la imagen de Xy en el cociente. Entonces, f(as) = 0. Notamos que los elementos
ay son algebraicos sobre K, y entonces el cuerpo Kj, siendo generado por los ay, es una
extension algebraica de K.

De la misma manera, se puede construir una extensién K, /Kj tal que todo polinomio
no constante f € Kj[X] tiene una raiz en Kj, etcétera. Esto nos da una torre de extensiones
algebraicas

KCKiCKCKc -

K:= UKi'

i>1

Pongamos

Esto es una extensién algebraica de K. Ademads, para cualquier polinomio no constante
f € K[X] sus coeficientes pertenecen a algun K,, para n suficientemente grande, asi que f
tiene una raiz en K,, ;1. Entonces, K es un cuerpo algebraicamente cerrado. |

14.9.8. Comentario. La prueba de arriba pertenece a Emil Artin. En efecto, un andlisis
maés cuidadoso demuestre que no es necesario iterar la construccién y el cuerpo Kj ya es
algebraicamente cerrado. Para los detalles, véase la nota de Keith Conrad

http://www.math.uconn.edu/ kconrad/blurbs/galoistheory/algclosure.pdf

“Unicidad” de cerradura algebraica

14.9.9. Lema. Sean K/K una cerradura algebraica de K y L /K una extension algebraica. Entonces,

existe un encajamiento
L——1 XK
K

La prueba es una aplicacién tipica del lema de Zorn'.
Demostracién. Sea P el conjunto que consiste en pares de elementos (L',i’) donde K C L' C
L es una subextension e i’ es un encajamiento de L en K:
) J—
L' ——— K

NS
K

P iy . : :
Nuestra construccién de una cerradura algebraica también usa el lema de Zorn, pero escondido en el
resultado sobre la existencia de ideales maximales.
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Este conjunto no es vacio: (K, i) € 2. Este conjunto es parcialmente ordenado por la relaciéon

(L/,i/) j (L//,i//> L/ g L// y i//|L/ — i/.

Es fécil comprobar que toda cadena ascendente en P tiene una cota superior: para una
cadena {(Ly, ix) }a podemos tomar

U Lg.

14

Puesto que L, es una cadena, se ve que la unién es un cuerpo. Las inclusiones
Z‘ —
Ly —— K
K

inducen una inclusiéon

UgLe — 22— K

N
K

definida por j(a) := iy(a) si @ € L, (esta aplicacion estd bien definida y hace parte del
diagrama conmutativo de arriba, dado que {(Lq, ix) }« €s una cadena).

Entonces, el lema de Zorn nos dice que 2 tiene un elemento maximal (F, ). Para concluir
la prueba, vamos a ver que F = L. Todo elemento x € L es algebraico sobre K, y entonces
es algebraico sobre F. Sea f := m, pr € F[X] el polinomio minimo de x sobre F. Tenemos

F(x) = F[X]/(f)-
El polinomio f tiene una raiz « € K. Consideremos el homomorfismo
evy: F[X] = K,

Yo X Y iay) ok,

k>0 k>0
Tenemos f € kerev,, asi que este homomorfismo induce un homomorfismo
it F(x) 2 FIX]/(f) = K

que es necesariamente inyectivo, dado que F(x) es un cuerpo, y que extiende a i:
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Entonces,
(F,i) = (F(x),i).
Sin embargo, la maximalidad de (F, i) implica que F = F(x). Esto se cumple para cualquier
x€L,asique F = L. |
De este lema se deduce que las cerraduras algebraicas son isomorfas entre si.
14.9.10. Teorema. Sean K — K; y K < K, dos cerraduras algebraicas. Entonces, existe un
isomorfismo

K — %

NS
K
Demostracion. Aplicando el lema anterior a L = K; y K = K3, se obtiene un encajamiento

K—=1 %

N

Sin embargo, i es necesariamente sobreyectivo. En efecto, un elemento y € Kj es una raiz de
algtin polinomio ménico irreducible f € K[X]. Luego, f se factoriza como (X —x7) -+ (X —
xy) en Kq[X], asi que y = i(xy) paraalgaink =1, ...,n. [

El isomorfismo K; = K, que acabamos de obtener no es tnico en ningun sentido y
por este motivo no hay que hablar de “la cerradura algebraica”, sino de eleccion de una
cerradura algebraica. De hecho, normalmente una cerradura algebraica K/K tiene muchos

automorfismos no triviales K — K; para un ejemplo particular, véase el siguiente capitulo.
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14.10 Ejercicios
Ejercicio 14.1. Sea K un cuerpo y
f=X"+a, 1 X" 1 +a; X +ay€K[X]

un polinomio irreducible. Denotemos por « la imagen de X en el cociente L := K[X]/(f). Encuentre

una formula explicita para oY en términos de la base 1,a, a2, ..., a" L.

Ejercicio 14.2. Consideremos el polinomio f := X3+ X? + X +2 € Q[X].
1) Demuestre que f es irreducible.
2) Denotemos por « la imagen de X en el cociente K := Q[X]/(f). Exprese los elementos
(0> +a+1)(a*>+a), (a—1)"tekK
en términos de la base 1, a, 2.

Ejercicio 14.3. Encuentre un polinomio ciibico irreducible f € F,[X] y considere el cuerpo k :=
F»[X]/(f). Verifique directamente que el grupo k* es ciclico mostrando que todos sus elementos
son potencias de un generador.

Ejercicio 14.4. Sea n un niimero entero. Encuentre el polinomio minimo sobre Q paran ++/—1 €
C.

Ejercicio 14.5. Para una extension L/K y un elemento algebraico « € L asumamos que el grado
[K(w) : K] es impar. Demuestre que K(x) = K(a?).

Ejercicio 14.6. Para p = 2,3 demuestre que el polinomio X> — p es irreducible en K[X] donde

K=Q(v-1).
Sugerencia: considere la extensién Q(v/—1, /p)/Q.

Ejercicio 14.7. Sean m,n € Z dos niimeros enteros tales que \/m,/n ¢ Q. Consideremos a :=

Vm+/neC.
1) Demuestre que Q(a) = Q(/m, /n).

2) Para
a =, K= —/m+/n, a3i=—ay, 4= —0ay,

demuestre que el polinomio f := (X —aq) (X — ag) (X — az) (X — ay) tiene coeficientes
enteros.

3) Demuestre que si n/mn ¢ Q, entonces f es el polinomio minimo de a sobre Q.
4) Demuestre que si /mn € Q, entonces Q(v/m) = Q(/n).
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Polinomios y cuerpos ciclotomicos

Ejercicio 14.8. Demuestre que si m > 1 es impar, entonces @y = Py (—X).
Sugerencia: compare las expresiones

[[®=X"-1=X"-1)(X"+1) = (X" -1) ((-X)" - 1) = —]T[%OQ D4(=X)
d|2m dlm

usando la induccién sobre m.

Ejercicio 14.9. Encuentre un par de cuerpos ciclotémicos Q({m) y Q(Zn) tales que [Q({m) : Q] =
[Q(Gn) = Q] pero Q(Gm) % Q(Cn)-

Ejercicio 14.10. Demuestre que toda extension finita K/Q contiene un niimero finito de las raices
de la unidad.

Ejercicio 14.11. Denotemos por Q({e) = Q({3,84,05,C6, - -.) la extension de Q generada por
todas las raices de la unidad. Demuestre que Q({eo) = Up>1 Q(Cn)-

Derivadas formales

Ejercicio 14.12. Sea R un anillo conmutativo. Para una serie de potencias f = Y ,~oan X" €
R[X] definamos su derivada formal como la serie

fl=Y na, X"

n>1

1) Demuestre que para cualesquiera f,g € R[X] se cumple
(F+8) =f+¢ (fa) =fg+fg.

2) Calcule las derivadas de las siguientes series formales en Q[ X]:

exp(X) := go)fl, log(1+X) := ;(1)%1’:,
) x2n+1 B " x2n
sen(X) := ng(—l) oy osX)= n‘;(_l) o

Ejercicio 14.13 (Serie de Taylor). Demuestre que si Q C R, entonces para f € R[X] se cumple
f=X f()(m X",
n>0 "
donde f©) := fy f00) .= (F"=D) para n > 1.
Ejercicio 14.14. S5i Q C R, definamos las integrales formales por
/X (Z anX”> dX = Y o xnl,
0 \n>0 a0 t+1
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1) Demuestre que se cumple el teorema fundamental del cdlculo:

[roa=rm-s0 v ([ ro0ax) =,

donde f(0) denota el término constante de f.

2) Demuestre que se cumple la integracion por partes:
X / X /
FX)8(X) = £(0)8(0) = [~ F(X)g/(X)dx + [ F/(X) g(X)dX.
3) Calcule las series
X X X
/ exp(X) dX, / log(1 + X) dX, / X exp(X) dX.
0 0 0

La traza, norma y el polinomio caracteristico

Ejercicio 14.15. Consideremos la extensién ciclotémica Q(Z3)/Q.

1) Usando la base 1, {3, calcule el polinomio caracteristico para un elemento o := a+b (3, donde

a,beQ.

2) Note que Q({3) = Q(v/—3). Verifique que el resultado de 1) coincide con el cdlculo para las
extensiones cuadrdticas que hicimos en clase.

Ejercicio 14.16. Demuestre que 1+ /2 no es una n-ésima potencia en Q(~/2) para ningiin
n=23,4,...

Ejercicio 14.17. Consideremos & = {5 + {2, donde {5 := e2™V~1/5,
1) Calcule el polinomio caracteristico de a respecto a la extension ciclotémica Q({5)/Q.
2) Demuestre que Q({5) = Q(a) y el polinomio obtenido es el polinomio minimo de .

Ejercicio 14.18. Encuentre el polinomio minimo de V2 4+ /2 sobre Q.

Separabilidad y el teorema del elemento primitivo

Ejercicio 14.19. Sea p un niimero primo. Consideremos el polinomio f := X?> + X +1 € F,[X].

1) Demuestre que f es irreducible si y solo si p =2 (mod 3).

Indicacion: use la ley de reciprocidad cuadratica para ver cuando —3 ¢ IFp; otra
opcioén es notar que se trata del tercer polinomio ciclotémico.

2) ¢Para cudles p el polinomio f es separable?

Ejercicio 14.20. ;Para cudles p el polinomio f := X*+ X +2 € F,[X] es irreducible? ;separable?
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Ejercicio 14.21. Sean p un niimero primo y a € Iy un elemento no nulo. Consideremos el polino-
mio
f=X —X+aecFy[X].

En este ejercicio vamos a probar que f es irreducible.
1) Demuestre que f es separable.

2) Sea L un cuerpo de descomposicion de f y sea a € L un elemento tal que f(a) = 0. Demuestre
que las raices de f en Lson o, +1,...,a +p — 1.

3) Asumamos que f = gh donde g, h € F,[X] son polinomios ménicos y deg g, degh < deg f.
Analizando la suma de las raices de g o h, concluya que x € TF).

4) Demuestre que en este caso f se descompone en factores lineales en Fy[X] y deduzca una
contradiccion.

Ejercicio 14.22. Sean p un primo impar y n un mimero natural tal que p 1 n. Denotemos por
®, € Z[X] el n-ésimo polinomio ciclotémico. Demuestre que si a € Z satisface ®,(a) = 0
(méd p), entonces p{ay el orden de a en (Z/pZ)* es igual a n.

Indicacion: factorice X" — 1 € Z[X] en polinomios ciclotémicos y note que el polinomio
X" —1 € Fy[X] es separable.

Ejercicio 14.23. Consideremos la extension K := Q(v/—1,+/2). Encuentre 6 € K tal que K =
Q(6).
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Capitulo 15
Cuerpos finitos

...as a longtime worker using only real or complex
numbers, [Joseph F. Ritt] referred to finite fields as
“monkey fields”.

’

Steven Krantz, “Mathematical Apocrypha Redux”

En este capitulo vamos a construir los cuerpos finitos y ver sus propiedades basicas.

15.0.1. Observacion. Todo cuerpo finito tiene p" elementos donde p es algiin niimero primo y
n=123,...

Demostracion. Un cuerpo finito necesariamente tiene caracteristica p para algtin nimero
primo p, y entonces es una extension finita de IFj,. En particular, es un espacio vectorial de

dimensio6n finita 7 sobre IF,, que tiene p" elementos. |

15.0.2. Teorema. Para todo primo p y n = 1,2,3,... existe un cuerpo finito de p" elementos;
especificamente, es un cuerpo de descomposicion del polinomio X" — X € F p|X]. En particular, es
1inico salvo isomorfismo.

Demostracién. Consideremos una extensiéon IF/IF,. Notamos que el polinomio f := X?" —
X € Fp[X] no tiene raices multiples en IF: en efecto, si en F[X] se tiene

XV —X=(X-n)g
para algin X, entonces, tomando las derivadas formales en F[X], se obtiene
1=p"XP" T 1=2(X—a)g+ (X—a)¢,
de donde (X —«) | —1, lo que es absurdo.

1) Sea IF/IF, un cuerpo de descomposicién de f. Por lo que acabamos de probar, IF
contiene p" raices distintas de f. Notamos que las raices de f forman un subcuerpo
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de FF. En efecto, estd claro que f(0) = f(1) = 0. Sean «, B € F elementos tales que
f(a) = f(B) = 0; es decir, a”" = a y B¥" = B. Luego,

(lxﬁ)P” _ apn ﬁp” _ ‘xﬁ,
y ademds

(«+p)" = Y (p'n) o p=a B =atp,

i+j=pn \
usando que p | (pi”) paratodoi =1,...,p" —1. En fin, si « # 0, entonces

(@ = @) =a
Por la minimalidad de los cuerpos de descomposicién, esto significa que todos los
elementos de FF son raices del polinomio f cuyo grado es p", asi que |F| = p".

2) Viceversa, notamos que si F es un cuerpo de p" elementos, entonces IF tiene carac-
teristica p y IF, C TF. El grupo multiplicativo F* tiene orden p" — 1, asi que todo
elemento & € F* satisface a”" ! = 1 segtin el teorema de Lagrange, asf que a”" = a.
Para & = 0 esto también trivialmente se cumple. Luego, todos los p" elementos de IF
son rafces del polinomio f := X*" — X € IFy[X] de grado p", asi que F es un cuerpo
de descomposicién de f. Recordemos que un cuerpo de descomposicién es tinico
salvo isomorfismo.

15.0.3. Notacién. En vista del tltimo resultado, se suele hablar de el cuerpo de p" elementos
y se usa la notacion Fyn, o IF; donde g = p".

15.0.4. Comentario. Note que para n > 1 el anillo Z/p"Z (los restos médulo p") tiene
divisores de cero, y en particular no es un cuerpo. Entonces, IF;» es algo muy diferente de
Z/p"Z.

Para construir los cuerpos finitos de manera més explicita, notamos que si [Fyn es un
cuerpo de p" elementos, entonces el grupo ]F;n es ciclico (véase el capitulo 7); es decir, existe

un generador & € F/, tal que

Fpn = {0, 1,a,a2,. ..,ocpn*Z}.
Sea f := myF, el polinomio minimo de « sobre IF),. Tenemos
Fp[X]/(f) = Fp(a), [Fp(a):Fy]=degf.
Pero FF,(a) = IFyn, asi que deg f = n. Esto nos da el siguiente resultado.

15.0.5. Teorema. Para todo primo p y n = 1,2,3,... existe un polinomio irreducible f € FF,[X]
de grado n.
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CAPITULO 15. CUERPOS FINITOS

15.0.6. Comentario. Si f es un polinomio irreducible en F,[X] y F := F,[X]/(f), deno-
temos por « la imagen de X en el cociente. Este « no tiene por qué ser un generador del
grupo multiplicativo IF*. Por ejemplo, consideremos un cuerpo finito de 9 elementos
IF := F3[X]/ (X% + 1). En este caso a> = —1, y luego a* = 1. Siendo un grupo ciclico de 8
elementos, [F* tiene ¢(8) = 4 diferentes generadores y son « +1,  +2, 2a + 1, 200 + 2.

15.0.7. Ejemplo. He aqui algunos polinomios irreducibles en IF,[X].

p=2 p=3 pP=5

X2+ X+1 X24+X+2 X24+X+1

X3+ X241 X34+ X24+X+2 X34+ X2+3X+4

X2+ X34+ X24+X+1 XA+XP+X24+X+1 XA+ X3 4+2X24+X+3
X0+ X+ X24+X+1 Xo4+X*42X3+1 X+ X4+ X3 4+2X243X+1

X4+X+XP+X2+1 XO4+XP4+ XA+ X34+ X2+X+1 XO4+X+X+ X34+ X2+ X+1
A

Entonces, para construir un cuerpo de p" elementos, se puede tomar un polinomio
irreducible f € IF,[X] de grado n y pasar al cociente IF,[X]/(f). Diferentes f dan el mismo
resultado, salvo isomorfismo.

15.0.8. Ejemplo. Los polinomios
A=X4X+1, L:=X3+X>+1€FX]

son irreducibles y tiene que haber un isomorfismo entre los cuerpos finitos correspondentes

Fao[X]/(fi) ————— Fao[X]/(f2)
\ /

Vamos a definir un homomorfismo

¢: Fo[X] — Fo[X] — Fa[X]/(f2)

tal que ker ¢ = (f1). En este caso el primer teorema de isomorfia nos daria un homomorfis-
mo inyectivo

¢: B[X]/(f1) = im¢ < F2[X]/(f2),

y dado que |IF2[X]/(f1)| = |F2[X]/(f2)] = 8, este seria automaticamente sobreyectivo.
Necesitamos que se cumpla

$(f1) =X+ X+1) = (X +¢(X) +1=0 (méd X°+ X2 +1).
Se ve que hay tres opciones:

Ppr: X—=X+1, ¢p: X—= X241, ¢3: X— X2+ X.
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15.1. LA FORMULA DE GAUSS

Cada una de estas aplicaciones induce un isomorfismo Fp[X]/(f1) = F2[X]/(f2). Notamos

que los elementos X +1, X%+ 1, X2+ X € F,[X]/(f2) estan relacionados de la siguiente
manera:

X2+1=(X+1)? X2+X=(X2+1)?=X+1)*
(véase §15.2). A

Seria interesante saber cuantas posibilidades hay para escoger al polinomio irreducible
f. Denotemos por N, el ntimero de los polinomios ménicos irreducibles en IF,[X] de grado
n. Nuestro objetivo es deducir una férmula explicita para Nj,.

15.1 Laféormula de Gauss
15.1.1. Lema.
1) Sea k cualquier cuerpo. El polinomio X* — 1 divide a X™ — 1 en k[X] si y solo si £ | m.
2) Sea a un entero > 2. El mimero a* — 1 divide a a™ — 1 en Z si ysolosil | m.
3) En particular, para un primo p y d,n > 1 se tiene (xP" = X) | (XP" = X) si ysolosid | n.

Demostracion. En la primera parte, escribamos m = gf +r donde 0 < r < {. Tenemos en
k(X)

X" -1
Xt -1

Xm—1 (X197 X"+ (X'—1) . X?—-1 X' -1

= X’ Xi[
Xt —1 Xt —1 X€—1+X€—1 2 +

0<i<q

Xr—1
X1

Esto es un polinomio si y solamente si
r=0.

La segunda parte se demuestra de la misma manera. La tltima parte es una combinacién
del)y2):

lo es. Pero r < ¢, asi que la tnica opcién es

(XP' = X) | (X" =X) = (XTI [(xP" 1) = (1) (p 1) = d|n
|

15.1.2. Lema. Denotemos por f; el producto de todos los polinomios ménicos irreducibles de grado
d en IF,[X]. Luego,

X" - X =11t

dln

Demostracién. Ya hemos notado en la prueba de 15.0.2 que el polinomio X*" — X no tiene
raices multiples en su cuerpo de descomposicién. En particular, X?" — X no puede tener
factores irreducubles multiples en [F,[X]". Serfa entonces suficiente comprobar que un
polinomio ménico irreducible f € IF,[X] es de grado d divide a XP" — X si y solo sid | n.

*Sin pasar al cuerpo de descomposicion, basta notar que si X" — X = f2 ¢, entonces, tomando las derivadas
formales en IF,[X], se obtiene 2f f' g+ f2¢' = —1,asique f | -1y f € F} es una constante invertible.
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Consideremos el cuerpo finito
F:=Fy[X]/(f)

y denotemos por « € IF la imagen de X en el cociente. En este caso f es el polinomio minimo
de a sobre IF,. Siendo un cuerpo de p? elementos, FF es un cuerpo de descomposicién del

polinomio XV —x €, [X].

1) Si d | n, entonces, segun el lema anterior, (X”d — X) | (XP" = X). Entonces, todas

las raices de X¥" — X son también raices de X”" — X, y en particular a?" —a = 0.
Tenemos entonces
fHEXP = X).

2) Viceversa, si f | (XP" — X), entonces f(«) = 0 implica que a?" — a = 0. Ademés, para

cualquier elemento

x:ad,ladfl—i—---—i—aloc—&—aoe]F,

donde ag, ay,...,a4_1 € Fp, se tiene

n

P =g (@P )T by (0F) ag = x,

asi que fodos los elementos de IF son raices de XP" — X. Se sigue que (X’”d - X) |
(XP" — X), y luego d | n por el lema anterior.

15.1.3. Ejemplo. Se sigue que para obtener todos los polinomios irreducibles de grado d | n
en IF,[X], basta factorizar el polinomio X?" — X en FF,[X]. Por ejemplo, en IF»[X] se tiene

X X =X(X+1)(XP+X+D)(X*+X+1) (X + X+ 1) (XA + X+ X2+ X +1).
y en F3[X]

XX =X(X+1)(X+2) (X2 +1) (X®+ X +2) (X*+2X +2).

15.1.4. Corolario. Se cumple

pn = Zd : Nd~
dln

Demostracién. Basta comparar grados a ambos lados de la identidad X" — X = [Lajn fien
Fy[X]. |
P

Para obtener una férmula para Nj;, se puede usar la férmula de inversién de Mobius,
revisada en el apéndice D.
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15.1.5. Teorema (Gauss). El niimero de polinomios ménicos irreducibles de grado n en Fp[X] es

igual a
1
N5 B () 7
dln

donde y denota la funcion de Mobius;
u(1):=1, wu(n)=0sinno es libre de cuadrados,
y para n libre de cuadrados se pone
ulpr---pr) = (=1,
donde k es el nmiimero de diferentes niimeros primos que aparecen en la factorizacion de n.

Demostracion. Consideremos la funcién f(n) := n N,. Luego,
F(n):=)_f(d) =) dNy=p",
dln dln
usando 15.1.4. La férmula de inversiéon de Mobius nos da

o) =nNy =Y u(5) B@) =Yn(5) r"

dn dn

15.1.6. Ejemplo. Hay

1 1
¢ (1) 2°+p(3) 22+ p(2) -2 +pu(6) - 2) = 2 (64— 4-8+2) =9
polinomios ménicos irreducibles en IF;[X] de grado 6. Factorizando el polinomio X2~ X
en [F,[X], se puede ver que son

X0+ X +1, X+ XM+ X3+ X+1, X0+ X0+ X3+X241,

X0+ X341, X0+ X0 +1, XO+ X+ X+ X +1,

XA X+ X2+ X+1, XO+ X+ X2+ X+1, XO4+ X+ X4 X2 4 1.

He aqui algunos valores de N, para diferentes p y n.

" 1 2 3 4 5 6
p
2 2 1 2 3 6 9
3 3 3 8 18 48 116
5 5 10 40 150 624 2580
7 7 21 112 588 3360 19544
11 11 55 440 3630 32208 295020
13 13 78 728 7098 74256 804076
17 17 136 1632 20808 283968 | 4022064
19 19 171 2280 32490 495216 | 7839780

El ntiimero de los polinomios ménicos irreducibles de grado n en FF,[X]
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A

En particular, la férmula de Gauss implica que para todo n > 1 existe un polinomio
monico irreducible f € IF,[X] de grado n en F,[X]. En efecto,

Nn:%(r’”ZiPd) ZE(P”—(P”‘1+---+p2+p)) >0,

dln n
d#n
dado que
n—1 2 Pn*1 n
Pt = = —-1<p"

15.2 Automorfismos de cuerpos finitos

La construccién de cuerpo finito de p" elementos depende de una eleccién de un
polinomio irreducible de grado n en [F,[X]. Aunque probamos su existencia, no hay un
modo candnico de escogerlo. Sin embargo, sabemos que todos los cuerpos de orden p” son
isomorfos entre si. Esto nos lleva a la siguiente pregunta: ;cudntos automorfismos tiene un
cuerpo finito IFyn?

o

Para un cuerpo K los automorfismos ¢: K — K forman un grupo Aut(K) respecto a la
composicion.

15.2.1. Teorema. Para un cuerpo finito Fpn el grupo de automorfismos Aut(IFyn) es ciclico de
orden n. Especificamente,
Aut(FF,n) = (F) 2 Z/nZ,

donde F denota el automorfismo de Frobenius
F: x> xP.

Demostracion. Notamos primero que F es un automorfismo. Para cualesquiera x,y € Fyn
tenemos obviamente

(xy)P = xF yP.

Para las sumas, notamos que IFyn es un cuerpo de caracteristica p, asi que

e = L (D) ayi=x ey,
i+j=p \!

puesto que p | (’l’ ) parai = 1,...,p — 1. Esto demuestra que F es un homomorfismo
F: Fyn — Fpn. Como todo homomorfismo de cuerpos, F es automaticamente inyectivo.
Puesto que [Fpn es finito, F es sobreyectivo.
. 4. . % L 1. X
El grupo multiplicativo IF ), es ciclico y podemos escoger un generador « € IF,. Todo

elemento x € ]F;,, es de la forma «! parai=0,1,...,p" — 2,y para cualquier automorfismo
o: ]Fpn — ]Fpn se tiene
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Esto demuestra que o estd definido por la imagen de «. Consideremos las potencias del
automorfismo de Frobenius

k
K= Fo...0F: x> xP.
—_——
k

Tenemos F¥ = id si y solo si W = «; es decir, a1 =1en IF;n. Dado que « tiene orden
p" — Len el grupo FF,, lo dltimo sucede si y solosi (p" —1) | (p* —1); es decir, si y solo si
n | k. Podemos concluir que

F'=id, F, F?, ..., F"!

son n diferentes automorfismos de IF,». Para terminar la prueba, hay que ver que Fy» no
tiene otros automorfismos.
Sea f = my, el polinomio minimo de « sobre FFp,. Luego,

Fp[X]/(f) = Fp(a) = Fpn.

En particular,
deg f = [Fp(a) : Fy] = [Fpn : Fp] = n.

Tenemos f(a) = 0, y para cualquier automorfismo o: IF,n — FF,n necesariamente
flo(a)) = o(f(a)) = (0) =0,

asi que o(a) debe ser una raiz de f. Pero f, siendo un polinomio de grado #, tiene a lo
sumo 7 raices, y esto demuestra que | Aut(IF )| < n. |

15.2.2. Corolario. En un cuerpo finito IFyn todo elemento es una p-ésima potencia.

Demostracién. Se sigue de la sobreyectividad del automorfismo de Frobenius F: Fyn —
Fpn. n
P

15.2.3. Teorema. Los subcuerpos de un cuerpo finito Fpn corresponden a los divisores de n: son
precisamente

d
Fi:={x €Fp [ 2V =x}.

Demostracién. Primero, si tenemos un subcuerpo F C ]Fpn, entonces necesariamente IFP CF
y |F| = p* para algtin d. Luego,

n=[Fpn :Fy| = [Fpn : F] - [F:Fp] = [Fpn : F] - d,

demuestra que d | n. Dado que el grupo multiplicativo F* es ciclico de orden p* — 1, los
elementos de F son precisamente las raices del polinomio X' —Xe Fp[X]:

F=TF;:={x€Fpu|x" —x=0} = {x € Fp | F¥(x) = x}.

donde F: x — x” denota el automorfismo de Frobenius. Viceversa, para cualquier d | n el
conjunto Fy« de arriba tiene p? elementos: tenemos (Xpd —X) | (X" — X) y el polinomio
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CAPITULO 15. CUERPOS FINITOS

XP" — X se descompone en factores lineales en IFn[X]. Ademés, para cualquier cuerpo K'y

un endomorfismo o: K = K, el conjunto
K7 :={xeK|o(x) =x}
es un subcuerpo de K: esto se sigue de las identidades

clxt+y)=c(x)+oly), o1)=1 cly)=c@x)oly), o) =0c(x)"

15.2.4. Ejemplo. Consideremos un cuerpo de 2° = 64 elementos
Fey = Fo[X]/ (X0 + X5 + X3+ X2 4+ 1).
Denotemos por « la imagen de X en el cociente. Tenemos

Fey = {asa° +aga* +aza® +apa® +aya+ap | a; =0,1}.

2

Los elementos fijos bajo el automorfismo de Frobenius F: x — x“ corresponden al subcuerpo

F, ={0,1}.
Los elementos fijos por F?: x +— x* corresponden al subcuerpo

Fy={0,1, a* +a®+a, a* +a2+a+1}.

8

Los elementos fijos por F3: x — x® corresponden al subcuerpo

Fg=1{0,1, a> +a, a> +a+1, a* +a, a* +a+1, a* + 42, a* +a®+1}.
A

15.2.5. Comentario. Notamos que Aut(IF,») = (F) es el grupo ciclico de orden n generado
por el automorfismo de Frobenius F: x ~ x. Los subgrupos de Aut(IF,») son precisamente
(F4) para d | n, y entonces hemos obtenido una biyeccién entre los subcuerpos de Fpn y los
subgrupos de Aut(IF,n). Esto no es una coincidencia: es un caso particular de la teoria de
Galois.

15.3 Cuerpos finitos y la reciprocidad cuadratica

Recordemos que para un niimero entero a y un primo p el simbolo de Legendre se
define mediante

+1, sipfay aesun cuadrado médulo p,

(a) =4 —1, siptayanoesun cuadrado médulo p,

P 0, sip]|a.

Tenemos las siguientes propiedades elementales.
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a) El simbolo de Legendre es multiplicativo: se tiene
5)G)=)
P/ \p p

b) Si p es un primo impar, entonces entre los nameros {1,2,...,p — 1} precisamente la
mitad son cuadrados médulo p y la mitad no son cuadrados médulo p; en particular,

(15.1) ) (i)zo.
0<i<p-1 \P

c) El simbolo de Legendre puede ser interpretado mediante el criterio de Euler: si p es
un primo impar, entonces

para cualesquiera a,b € Z.

—1
<a> =aT (méd p).
p

Todas estas propiedades se deducen fécilmente del hecho de que F sea un grupo
ciclico: existe un generador « € [F; tal que todo elemento de [F es de la forma a! para

algtin i € Z. Luego, &' es un cuadrado si y solo si i es par (véase el capitulo 7 para los
detalles).

El objetivo de esta seccién es presentar una aplicacién de cuerpos finitos en una prueba
de la ley de reciprocidad cuadratica de Gauss.

1) Si p y q son diferentes primos impares, entonces

(1)-cvs= (2)-{

2) La primera ley suplementaria: si p es un primo impar, entonces

(—1)_(_1);721_ +1, sip=1 (mod4),
-1, sip=3 (mébd4).

QI Q<

, sip=log=1 (méd4),
, sip=3yg=3 (mod4).

3) La segunda ley suplementaria: si p es un primo impar, entonces

<2> _ (LB {+1, sip=+1 (mod 8),

p ~1, sip=43 (mod8).

15.3.1. Ejemplo. He aqui una pequefia tabla de los valores de ( 5)
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) T3 |5 |7 |11 |13]17]19] 232 |31
-1 =+ | ==+ ]+ |- -]+]-
2 | ==+ |- =]+ -]+]-]+
3o |- =]+ ]|+]|-|-1+]|-1-
5 - o -]+ -]4+]|-]+]+
7 |+ -0l =] -] -]+|-]|+]+
n | - |+ +|0|-|=-|+|-|-]-
B |+ |- -] =-]0|+|-|+|+]-
17 | - |- =-|=-]+l0|+|=-|-]-
19 |+ |+ | - | -] =|+|0] -]+
2B | - |-+ |+ |+ -] F]0]+]| -
29 | - |+ |+ |- |+ -] -]+]0]-
31 |+ |+ | - |+ |- -] -|+]-]0

A

Notamos que la primera ley suplementaria se deduce inmediatamente del criterio de
Euler. Otro modo de verlo: para a € FF se tiene a> = —1 si y solamente si el orden de a es
igual a 4. Entonces, —1 es un cuadrado si y solosi4 | (p —1).

Vamos a probar la segunda ley suplementaria y luego la ley principal. Nuestra exposicion
sigue [IR1990, Chapter 6], pero en lugar de las raices de la unidad {, usamos los cuerpos
finitos, segtin lo indicado en [IR1990, §7.3].

La segunda ley suplementaria

Antes de probar la ley principal, empecemos por la segunda ley suplementaria. Si p es
un primo impar, entonces p?> = 1 (méd 8), puesto que cualquier cuadrado de un ntimero
impar es congruente a 1 médulo 8:

12=1, 32=9, 52=257%=149.

Consideremos el cuerpo finito IF ». El grupo multiplicativo ]F;2 es ciclico de orden p? — 1,y

dado que 8 | (p? — 1), existe un elemento & € F*, de orden 8. Notamos que
p
(=1 (a*+1)=a®-1=0.
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4

Dado que a* # 1, tenemos a* = —1, de donde se siguen las identidades

2 ta?= 0, = —a L
Pongamos
Ti=a+al.
Notamos que T # 0. En efecto, si a 7! = —a, entonces a? = —1 y luego a* = 1, pero no es el
caso.
Tenemos

-1 -1
1 = (TZ)pT = (a? +2+0F2)p7

- (2),
p

donde la tltima igualdad se sigue del criterio de Euler. En consecuencia
- -1 2
ol +a P =(a+a )P =18 = » T.

Dado que « tiene orden 8, la expresion a la izquierda depende solamente del residuo de p
moédulo 8:

1 _ p 2
pop_ Jata =T, p=+1 (méd8)| _ , . 21
i {a3 +a3=—-1, p=43 (moéd8) (=)=

Comparando las ultimas dos identidades, se obtiene

3)-co

15.3.2. Comentario. El mismo argumento funciona para la raiz de la unidad (g en lugar de
oy el anillo Z[(s] en lugar de IF». En este caso hay que considerar identidades en Z[{3]
moédulo p.

La ley principal

Sean p y q dos diferentes primos impares. Podemos escoger un nimeron =1,2,3, ...
tal que
g"=1 (méd p)
(por ejemplo, basta tomar n = p — 1). Consideremos el cuerpo finito Fsu. El grupo multipli-
cativo IFan es ciclico de orden g" — 1. Por nuestra eleccién de n, se tiene p | (4" — 1), asi que
existe un elemento a € ]F;,, de orden p.
Para a € Z pongamos

En particular, definamos

A partir de ahora y hasta el final de esta seccién, todos los sumatorios serdn entre 0 y
p — 1, ast que por brevedad vamos a escribir “} ;" en lugar de “} g<j<, 1"
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CAPITULO 15. CUERPOS FINITOS

15.3.3. Lema. Tenemos
Zaai:{f’/ sipla,
i

0, sipta.

Demostracion. Si p | a, entonces % = 1 para todo 0 < i < p — 1, asf que
Y o =p.
i

Si p ta, entonces a” # 1, y luego

15.3.4. Proposicion (Gauss). En [Fyn se cumplen las identidades

_(a
1) Tqg = (P) T.
2) 2= (-1 p.
Demostracion. Si p | a, entonces

5)-c

Por otro lado, tenemos a* = 1 para todo 0 < i < p — 1, dado que el orden de « es igual a p,

y luego,
i
T, = -1 =0
£(;)

por (15.1). Si p 1 a, entonces calculamos que

(5)e-5()-2() 4

—el simbolo de Legendre (%) y el elemento &/ dependen solo del resto de j médulo p y los

ndmeros ai para 0 <i < p —1 nos dan todos los restos médulo p. Ahora (%) = =*1, asi

p
)
Lw=(—-)T
p
Probemos la segunda identidad. Notamos que si p { 4, entonces la identidad 1) nos da

() ) e ()
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ysip | a, entonces 1, 7, = 0. Luego,

(15.2) ;Ta T, = <_p) (p—1)72

Por otro lado, tenemos ‘ ‘
_ ! ] ) a(i—j)
TaT g = =)=« p
o Z; (P) (P
y sumando estas identidades para 0 < a < p — 1, se obtiene
Y tuta=Y.Y. (1> (]) Zaa(z‘—j)'
a i j \P P/
El célculo del lema 15.3.3 nos dice que
¥ o i) = p, sii=j,
a 0, sii#j.
Entonces,
A\ 2
i
(15.3) ZTaT—u:Z<> p= (P_l) P
- -

Comparando (15.2) y (15.3), tenemos

(5) v-v2=-1p,

T = <_pl) p=(-1)" p.

de donde

Estamos listos para probar la ley de reciprocidad cuadratica. Denotemos

* p1
pro=(=07p.
La segunda identidad de 15.3.4 nos dice que

™ =p* enFgy.

Entonces,

*
<p>—1 = 1eF, CFp <= t1=1.
q

(En efecto, si p* es un cuadrado en FFy, entonces p* = x? para algtin x € IF,. Pero en este
caso T = %, asi que T € IF;. Viceversa, si T € [F;, entonces p* = 72 es un cuadrado en IFy.)
Luego, tenemos en [Fyn

OB ENORS (ARSI HE
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segln la primera identidad 15.3.4. Entonces, la condicién 77 = T equivale a

Hemos probado que

Esto equivale a la identidad

H-(5)-()" O-0#= )

15.3.5. Comentario. Estos cdlculos se pueden hacer con la raiz de la unidad {, en lugar de
«. En este caso la expresion

a
Sai= ). () bogi=8
0<a<p-1 \P

se conoce como la suma cuadratica de Gauss. Muchas pruebas de la reciprocidad cuadratica,
incluso una de las pruebas de Gauss, se basan en la identidad

()

En el tratado de Gauss “Disquisitiones Arithmeticae” aparecen ocho pruebas diferen-
tes de la reciprocidad cuadratica, y hoy en dia se conocen alrededor de 250". Para mas
informacién sobre las leyes de reciprocidad en el contexto histérico, véase el libro [Lem2000].

15.4 Perspectiva: ecuaciones sobre cuerpos finitos

Presently, the topic which amuses me most is
counting points on algebraic curves over finite fields.
It is a kind of applied mathematics: you try to use
any tool in algebraic geometry and number theory
that you know of... and you don’t quite succeed!

Una entrevista a Jean—Pierre Serre, 1985

Consideremos un cuerpo finito IF;. Sus extensiones finitas son de la forma F ; para
k=1,2,3,... Denotemos por
A"(Fy) = IFZk

el espacio afin de dimensi6n 7 sobre IF ¢. Para una coleccion de polinomios fi, f, ..., fs €
F4[X,..., X4, consideremos el conjunto de sus ceros en comtn en ]FZk:

V(Fg) = {x= (x1,...,x0) € A" (Fye) | fix) = falx) = -~ = fs(x) = 0}

“Véase http://wuw.rzuser .uni-heidelberg.de/ hb3/fchrono.html
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Este conjunto es finito, siendo un subconjunto de A" (]Fqk) que tiene ¢ elementos. Entonces,
cabe preguntarse, como el namero de elementos de V(F ;) depende de k. Este problema
fue uno de los mds importantes en las matematicas del siglo XX. A saber, esto se estudia
mediante funcién zeta definida por

tk
Z(V/g,,t) = exp (Z #V (FF ) k> )

k>1

Esta expresion también puede ser considerada como una serie formal en Q[[¢]

En 1960 Bernard Dwork probé que Z(V/,,t) es siempre una funcién racional. En
términos de las series formales, esto significa que Z (V/]Fq, t) = f/g para algunos polinomios
f,g € QJt]. Conociendo esta funcién racional, se puede considerar los coeficientes de la
serie log(f/g) para recuperar los nimeros #V (IF ) para todo k = 1,2,3, ...

La prueba de Dwork esté explicada en el libro [Kob1984] y aqui vamos considerar solo
un par de casos particulares.

Circulo unitario

El circulo unitario viene dado por la ecuacién X? + Y2 = 1. Consideremos entonces el
conjunto
C(Fy) := {(x,y) € A*(Fy) | ¥* +y* = 1}.

Primero, si g = 2%, entonces todo elemento de Fy es un cuadrado: para todo a € F
existe B € Fy tal que & = B2. Ademds, este B es tnico: se tiene

X?—a=(X—a)>
Entonces, cualquier x € [F,: define un punto tinico
(x,V1—x2) € C(Fy).

Se sigue que
#C(FFy) = 2F.

15.4.1. Ejemplo. Sobre IF;, los puntos del circulo C(IF;) son
(1,0), (0,1).
Sobre el cuerpo
Fy:=TF[X]/(X*+X+1)={0,1,a,a+1}
los puntos del circulo C(FF4) son
(0,1), (1,0), (a,a +1), (a+1,a).

En efecto, tenemos
W=a+1, (x+1)7? =0
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Ahora si g es impar, el problema se vuelve més interesante. Analicemos algunos ejemplos.

15.4.2. Ejemplo. Tenemos

En el cuerpo
Fo :=F3[X]/(X*>+1) ={0,1,2, 0,0 + 1, & + 2,20, 20 + 1,20 4+ 2}

Los cuadrados son

Luego,
0? +a? = (20)% + (2a)? = a® + (20)? = 1.

Tenemos

C(F9) = {(0,1), (0,2), (1,0), (2,0), (a,a), (a,2a), (22,), (2a,20x)}.

He aqui una pequerfia tabla que podemos compilar con ayuda de una computadora:

35 7 9 11 13 17 19 23 25 27 29 31 37 41
gméd4: 3 1 3 1 3 1 1 3 3 1 3 1 3 1 1
4 4 8 8 12 12 16 20 24 24 28 28 32 36 40

Se nota que #C(IF;) = q £ 1. Para explicar qué esta pasando, recordemos la parametri-
zacioén del circulo. Seria instructivo hacer un dibujo del circulo real. El punto P = (—1,0)
siempre estd en el circulo. Podemos trazar una recta que pasa por P y tiene otra interseccién
con el circulo. Esta recta necesariamente tendra ecuacién

0:Y =tX+t
para algtn ¢.

393



15.4. PERSPECTIVA: ECUACIONES SOBRE CUERPOS FINITOS
L
Q
P t
/ x

. ., L, . *
La interseccién de esta recta con el circulo viene dada por

1—12 2t
- _ 2., .2 _ (it A
Q=(xy), y=tx+t x"+y —1:>(x,y)—<l+t2,1+t2)-

Viceversa, la recta que pasa por Py Q = (x,y) tiene ecuacion

Y
Y=tX+t t=——.
+ x+1

Ahora si trabajamos sobre un cuerpo IF;, puede pasar que t> = —1. Entonces, lo que
tenemos es una aplicaciéon

¢: {t € Fy | 2 # —1} — C(Fy) \ {(—-1,0)},

o (1= 2 2t
1+82"1+42)°
Esta aplicacion estd bien definida:
1—t2 2t
—_— -1,0
<1+t2 1+t2>7é( )

si g es impar. Notamos que si para (x,y) € C(IF;) tenemos

v \V_
x+1 !

“El lector probablemente reconocerd las identidades trigonométricas

cos?(n/2) —sen?(a/2)  1—tan?(a/2)
cos?(a/2) +sen?(a/2) ~ 1+ tan2(a/2)

cosx =

2 sen(a/2) cos(a/2)  2tan(a/2)

sena = cos?(a/2) +sen?(a/2) 1+ tan?(a/2)

394



CAPITULO 15. CUERPOS FINITOS

entonces
y'=—(x+1)?%

y luego la ecuacién
= —(x—1)2=-2x—-1=1

nos dice que (x,y) = (—1,0). Entonces, tenemos una aplicacion bien definida

p: CEY\{(-1,00} = {t € Fy | £ # 1},

Y
(xy) = x+1

Las aplicaciones ¢ y i son mutualmente inversas:

poo(t) =t ¢op(xy) = (xy)

para cualesquiera t € FF; con t> # 1y (x,y) € C(F,;) con x # —1. Esta biyeccién nos
permite concluir que
#C(Fy) —1=#{t € By | * # —1}.

Ahora si —1 es un cuadrado en [y, la ecuacion t2 = —1 tiene dos soluciones. Tenemos
entonces
+1, si —1noesun cuadrado en k,
#CO(Fy) = {7 .
g—1, si —1esun cuadrado en k.

Falta notar que —1 es un cuadrado en [F si y solamente si g = 1 (méd 4) (véase el
ejercicio 15.9). Resumamos nuestros resultados.

15.4.3. Proposicién. Se tiene

q, si g es par,
#C(F;) = qg+1, sig=3 (méd 4),
g—1, sig=1 (modd 4).

Calculemos la funcién zeta correspondiente

tk
Z(C/p,,t) == exp (Z #C(IF ) k> .
k>1
1) Si q es par, enconces #C(F ) = 7" y tenemos
£k
Z(C/F, t) = exp (2 (qk)> .
k>1

Recordemos la serie para el logaritmo

4k
log(1+t) =Y (1) —=t— -+ - ——+.-.
& k 273 1
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Luego,
—log(l—t) = Z t—+ 5 -5+
k>1k 2 3 4

En nuestro caso, tenemos

1

2) Si g =3 (mod 4), entonces g = (—1)* (méd 4), de donde se obtiene

k . .
#C(]Fqk) _ qk +1, ST k es impar,
g —1, sikespar.
Luego,
1)k+1 t 1+t
2(Crrt) =exp (L 00 - > (= = exp(—log(1—qt) +log(1+1)) = -
k>1 k>1 1—qgt

3) De la misma manera, si § = 1 (méd 4), entonces g* = 1 (m6d 4) para todo k =
1,2,3,...y
#C(Fy) = 4 — 1.
La funcién zeta entonces viene dada por
1—t¢

Z(Cpp, 1) = exp (Z @y tk) — exp(— log(1 - gt) + log(1 - 1)) =
! k>1 k k>1 k 1—gt —qt

Lacurva Y2 = X3 — X
Consideremos el conjunto

Eo(Fg) := {(x,y) € A*(Fy) | y* = 2° —x}.

He aqui la grafica de los puntos reales de la curva y? = x% — x:

y

[N x
N
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De nuevo, nuestro objetivo serfa investigar como la cardinalidad de Ey(IF;) depende de
g. Como en el caso del circulo unitario, si g = 2¥, entonces para todo x € IF; existe un tnico
y tal que y*> = x> — x. Se sigue que

#Eo(F,y) = 2.

En caracteristica diferente de 2, no todo elemento es un cuadrado y el problema es mucho
mas interesante.

15.4.4. Ejemplo.

#Eo(IF3) = {
#EO (]F5) = {(0/ 0)/ (0/ 1)/ (0/4)/ (1/ 2)/ (2/3)/ (3/ 3)/ (2/3)}/
{

Con ayuda de una computadora compilemos una pequeria tabla:

357 9 11 13 17 19 23 25 27 29 31 37
gméd4: 3 1.3 1 3 1 1 3 3 1 3 1 3 1
3 7 7 15 11 7 15 19 23 31 27 39 31 39

Aqui se nota un patrén:
#Eo(F;) =q, sig=3 (modd 4),

y esto es lo que vamos a probar en esta seccion.

Usando el hecho de que el grupo FF; sea ciclico de orden g — 1, se puede ver que
precisamente la mitad de los elementos de F;* son cuadrados y la mitad no son cuadrados,
con la siguiente “tabla de multiplicacién”:

X cuadrado no-cuadrado
cuadrado cuadrado no-cuadrado
no-cuadrado | no-cuadrado cuadrado

Consideremos la funcién
flx) =2 —x.
Primero notamos que la ecuacién f(x) = 0 tiene tres diferentes soluciones x = 0, £1. Esto
nos da tres puntos
(0,0), (1,0), (—1,0) € Eo(FFy).

Asumamos que g = 3 (m6d 4). En este caso —1 no es un cuadrado en F;. Ahora
si x # 0,41, tenemos f(x) # 0. Dado que f(x) = —f(—x) y —1 no es un cuadrado,
precisamente un elemento entre f(x) y f(—x) es un cuadrado. Se sigue que exactamente
para la mitad de los x # 0, 1, el elemento f(x) es un cuadrado. En este caso la ecuacion

y* = f(x)

“Véase el ejercicio 15.8.
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tiene dos soluciones y € IF;*. Luego,

~3
#Eo(IF,) :3+2-”’T:q.

15.4.5. Proposicién. Sigesparoq =3 (mod 4), entonces
#Eo(F;) = q.

Por otro lado, cuando g = 1 (mdéd 4), las cosas se vuelven mucho mads interesantes.
Para formular la respuesta, recordemos que el anillo de los enteros de Gauss Z[v/—1] es un
dominio de factorizaciéon tnica. Recordemos (de los ejercicios del capitulo anterior) que un
primo impar p es primo en Z[/—1] si p =3 (méd 4) ysi p =1 (méd 4), entonces

p=N(n)=n7=a>+ b

para un primo 7 = a + b\/—1 € Z[y/—1]. Notamos que los ntimeros a y b no son nulos
y tienen diferente paridad, asi que hay ocho diferentes opciones para escoger este 7w que
corresponden al cambio del signo de a y de b y el intercambio de a con b. Se puede escoger
uno de estos 7T que es primario en el siguiente sentido.

15.4.6. Definicién. Se dice que un entero de Gauss no invertible « = a + bv/—1 € Z[/—1]
es primario si « =1 (méd 2 + 2v/—1). Esto sucede si y solo si se cumple una de las dos
condiciones:

1) a=1yb=0 (mbd 4);
2) a=3yb=2 (mod 4).
15.4.7. Ejemplo. Si pedimos que N(7r) = 5, entonces hay 8 posibilidades:
T=24++v—-1, —2++v—-1, 1+£2v-1, —1+2V/—-1.
Los elementos primarios son —1 +2/—1. A

15.4.8. Teorema ([IR1990, §18.4, Theorem 5]). Sean p un niimero primo tal que p =1 (mod 4)
y 7T € Z[\/—1] un entero de Gauss tal que N(7) = p y 7t es primario. Entonces,

#Eo(Fp) = p —2Re .

15.4.9. Ejemplo. He aqui una pequefia tabla de los 7t como en el teorema y el nimero de
puntos correspondiente en la curva.

P 5 13 17 29 37
m: —1+£2y/—-1 3+2y/—1 1+4/-1 —5+2/-1 -1+6y-1
#Eo(Fp): 7 7 15 39 39
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Para obtener los ntimeros #E (]Fpk) nos puede ayudar la funcién zeta. Por ciertas razones,
es mds convieniente afiadir a Ey un punto extra, denotado por O, y trabajar con

E:=EyU{O}.
Entonces,
#E(F;) = Eo(FF) + 1.
15.4.10. Teorema. Para q impar se tiene
1 —at + qt?

(1—1)(1—qt)

El lector interesado puede consultar [Sil2009, §V.2] y [Kob1993, §I1.1-2] para més detalles.
En nuestro caso tenemos

Z(E/]qut) = +1, dondea = q+1—#E(F,).

p: 3 5 7 11 13
#E(F,): 4 8 8 12 8
p+1—#E(F,): 0 -2 0 0 6

Las funciones zeta correspondientes son entonces

Z(E g, t) = (1_1;(?2_&)
Z(E g, t) = m
Z(E/g, t) = (1_1J(Zt2_7t)
Z(E/py,,t) = (1—113;_(1%2111%)’
2(E 1) = 1—6t+13t2

1—1)(1—13t)

de donde se calculan las series’

log Z(E /,, t) :4t+12—6t2+23—8t3+6£t4+%t5+...

log Z(E /., t) :8t+32—2t2+%t3+6370t4+325ﬁt5+...

log Z(E k., t) :8t+62—4t2+3§—4t3+%t4+165ﬁt5+~-

log Z(E s, 1) = 12£ + 142174t2+ 13332 P 14;100 o 1615052 o4
log Z(E /g, t) = 8t + ?t% 22316 £+ 28200 t+ 3725488 P

Tenemos entonces

“Un ejemplo de este célculo en PARI/GP:
? log ((1+3*t°2)/((1-t)*(1-3*t)))
% = 4%t + 8xt72 + 28/3%t"3 + 16%t"4 + 244/5%t"5 + ...
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p: 3 5 7 11 13
#E(F,): 4 8 8 12 8
#E(F2): 16 32 64 144 160
#E(F,3): 28 104 344 1332 2216
#E(F,a): 64 640 2304 14400 28800
#E(F,5): 244 3208 16808 161052 372488

El conteo de soluciones de ecuaciones polinomiales es un tema muy profundo. Por
ejemplo, este es el hilo conductor del libro [IR1990].

15.5 Cerradura algebraica de I,

Consideremos un cuerpo finito IF,. Sus extensiones son cuerpos finitos IF. Recordemos
que si m | n, entonces Fym C IFyn; especificamente, un subcuerpo de p" elementos contiene
un subcuerpo dnico de p™ elementos. Respecto a estas inclusiones, podemos tomar

IFPOO = U ]Fpn.
n>1

A saber, los elementos de IFy~ son x € Fym e y € [Fyn, y para calcular xy o x +y, hay que
encajar x e y en IF prcm(mn) Se ve que esto es un cuerpo y es una extensién infinita de IF,.

Todo polinomio f € FFy~[X] tendra sus coeficientes en algtn cuerpo finito IF,» para n
suficientemente grande, y el cuerpo de descomposicién de f, siendo una extension finita de
IF,n, también serd de la forma IF v y sera un subcuerpo de IFp~. Esto demuestra que Fy~ es
un cuerpo algebraicamente cerrado. Siendo la unién de extensiones finitas de IF), es una
extension algebraica de IF,. Entonces, IF,~ es una cerradura algebraica de [F,.

Seria interesante calcular el grupo de automorfismos Aut(IF ). Notamos que para todo
automorfismo ¢: FFye =N [Fy y todo polinomio f € F,[X] se cumple f(o(x)) = o(f(x))
para todo x € IFy~. En particular, ¢ preserva los subcuerpos

Fpn = {x € Fpe | xP" —x =0},

y la restriccion de o a [Fn es algtin automorfismo de IF». Recordemos nuestro célculo de
los automorfismos de FF,» en 15.2.1:
Aut(Fyn) = (F) 2 Z/nZ,
F* s K],
donde F: x — x¥ es el automorfismo de Frobenius. Puesto que [Fj~ es la unién de los FFyn,
el automorfismo ¢ estd definido de modo tnico por sus restricciones a IF,;». Notamos que

si m | n, entonces el automorfismo F¥: Fpn se restringe al automorfismo Ft: Fym — Fpm,
donde k = ¢ (m6d m). Estas consideraciones nos llevan a la siguiente descripcién de grupo
de automorfismos de IFe:

Aut(Fpe) 2 Z := {(xp)n>1 € [12z/nz| xy = xn (méd m) para todo m | n}.

n>1
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CAPITULO 15. CUERPOS FINITOS

Este grupo se llama el grupo de los enteros profinitos y tiene cardinalidad 2™. (Aunque
muy grande, considerado como un grupo topolégico, el grupo Z deja de ser tan asombroso;
de hecho, es un grupo muy natural e importante en aritmética.)
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15.6. EJERCICIOS

15.6 Ejercicios

Ejercicio 15.1.

1) Encuentre polinomios irreducibles de grado 2

fE]Pz[X] y gE]Fg[X].

2) Consideremos los cuerpos finitos
Fy:=F[X]/(f) y TFo:=TF3[X]/(g)
de orden 4 y 9 respectivamente. Escriba las tablas de adicion y multiplicacion para [Fy y Fo.
3) Encuentre el orden de cada elemento del grupo multiplicativo F; y FFy'.

4) Consideremos la ecuacion

v =x —x

Enumere todas sus soluciones (x,y) € R?, donde

R =T, Fs, Fy, Fo, Z/4Z, Z/9Z.

Ejercicio 15.2. Sea q = p* donde p es primo y k = 1,2,3,... Demuestre que para cualquier
n=1,2,3,... existe un polinomio ménico irreducible f € F,[X] de grado n. (Lo probamos en clase
parak =1.)

Ejercicio 15.3. Encuentre isomorfismos explicitos entre los cuerpos
F3[X]/(X*+1), Fa[X]/(X*+X+2), F3[X]/(X*+2X+2).

Ejercicio 15.4. Encuentre los polinomios ménicos irreducibles de grado 3 en F»[X] factorizando
X% —X.

Ejercicio 15.5. Sean p un niimero primoy n =1,2,3,... Para a € Fpn definamos

n—1

N(DC) = aalf D(PZ oo P
1) Demuestre que N(«) € T, para todo a € TFpn.

2) Demuestre que
N(ap) = N(@) N(p), N(aa) =a"N(a)

para cualesquiera a € Fp, a, p € Fpn.

3) Demuestre que el homomorfismo de grupos multiplicativos N : IF;n — [F es sobreyectivo.

n
o -1 . : ’
Indicacion: demuestre que | ker N| = ’;j e use el primer teorema de isomorfia.

Ejercicio 15.6. Sean p un miimero primoy n =1,2,3,... Para el cuerpo finito IF pn Yy un elemento
w € Fpn definamos T(w) := a +aP 4 - - 4 aF

n—1
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CAPITULO 15. CUERPOS FINITOS

1) Demuestre que T(a) € .
2) Demuestre que T: Fyn — ¥ es una aplicacion Fy-lineal.
3) Demuestre que la aplicacion T: Fyn — IF), es sobreyectiva.

Ejercicio 15.7. Sean p y q dos diferentes primos impares. Demuestre que el niimero de polinomios
ménicos irreducibles de grado q en IFp[X] es igual a % (p7—p).

Ejercicio 15.8. Sea k un cuerpo.
1) Demuestre que los cuadrados en el grupo multiplicativo k™ forman un subgrupo

(k) :={a € K | @ = x* para algiin x € k*} C k*.

2) Enumere los cuadrados en el grupo g para el cuerpo Fg construido en el ejercicio anterior.

3) Calcule el grupo cociente k* /(k*)? para k = R y k = Ty, donde q = p* (considere por
separado el caso de p = 2y p impar).

Ejercicio 15.9. Sea q = p* donde p es un primo impar y k = 1,2,3, ...

1) Demuestre que —1 es un cuadrado en I, siy solamente si —1 tiene orden 4 en el grupo ciclico
Fy.
q

2) Concluya que —1 es un cuadrado en IF, si y solamente sig =1 (moéd 4).

3) Exprese —1 como un cuadrado en Fy.

Ejercicio 15.10 (generalizacién de 15.8). Sea q = p* donde p es primoy k = 1,2,3,... Asu-
mamos que g =1 (moéd n).

1) Demuestre que para todo a € I la ecuacion x" = a o no tiene soluciones, o tiene n
soluciones.

2) Demuestre que el subconjunto
{a € FJ' | @ = x" para algiin x € F;' }
es un subgrupo de I de orden %
3) Por ejemplo, encuentre el subgrupo de cubos en IF5.

Ejercicio 15.11. Supongamos que p es un primo tal que p = 3 (mod 4). Demuestre que el anillo
cociente Z[\/—1]/(p) es un cuerpo de p* elementos.

Ejercicio 15.12. Para un entero de Gauss no invertible « = a + b\/—1 € Z[v/—1| demuestre que
a=1 (méd2+2v-1)

si y solo si se cumple una de las dos condiciones:
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15.6. EJERCICIOS

1) a=1yb=0 (mod 4);
2) a=3yb=2 (mdd 4).
Ejercicio 15.13. Usando los resultados que vimos en clase, encuentre la cardinalidad del conjunto
Eo(Fp) == {(x,y) € A*(Fy) | y* = ° —x}
para p = 41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97.

Ejercicio 15.14. Demuestre que si p = 1 (mod 4), entonces el niimero #E(IF,) = #Eo(IFp) + 1
es siempre divisible por 4.

Ejercicio 15.15. Consideremos

1+ 3¢+ 52

20 =a=pa=sp

€ Q(t).
1) Exprese Z(t) como una serie
T4+art4at® +aztd +agt* +--- € Q[t]

:;f

(calcule por lo menos los coeficientes ay y ap).

2) Calcule los coeficientes by y by de la serie

k b b b
log(1+ f) := Z(—l)kﬂf?:b1t+§2t2+§3t3+ft4+---eQ[[t]]
k>1

Ejercicio 15.16. Consideremos el espacio afin de dimension n sobre el cuerpo finito IF

Encuentre la expresion racional para la funcion zeta
£k
Z(AJg, t) = exp (Z #A" (F i) k) :
k>1

Ejercicio 15.17. Para los conjuntos

Vi(Fy) = {(x,y) € A*(Fy) | xy =0},

Va(Eye) = {(x,y) € A(Eye) | 2 — 2 =0},

V3(Fy) = {(x,y,2) € A>(Fy) | 2 =y = 2%}
encuentre la expresion racional para Z(V1 /¥, t), Z(Vask, 1), Z(Va/E,. t)-

Ejercicio 15.18. Demuestre que si F es un cuerpo de caracteristica diferente de 2 (posiblemente
infinito), entonces existe una biyeccion entre los conjuntos

Vi(F) := {(x,y) € A*(F) | xy =0},
Va(F) = {(x,y) € A*(F) | 2* —y* = 0}.
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Apéndice A
Divisibilidad en Z

Todo nimero compuesto es medido por algin
nimero primo.

Todo ntimero o bien es ntimero primo o es medido
por algtin ntimero primo.

Euclides, “Elementos”, Libro VII

Cualquier nimero compuesto puede resolverse en
factores primos de una manera tinica.

Gauss, “Disquisitiones Arithmeticae”, §16

Este apéndice contiene un breve resumen de la teoria de nimeros elemental que necesi-
tamos en el curso, especificamente los resultados bésicos relacionados con la divisibilidad
de niimeros enteros. Algunos otros temas, como la aritmética médulo 7, se mencionan en el
texto principal. El lector interesado puede consultar, por ejemplo, el libro de texto [IR1990].

A.0 Subgrupos de Z

Ya que nuestro curso estd dedicado a la teoria de grupos, algunas demostraciones de
abajo usan la nocién de grupo abeliano. Solamente para facilitar la lectura y no dejar la
impresién de que en nuestra exposiciéon hay argumentos circulares, revisemos toda la teoria
de grupos necesaria.

Recordemos que un subgrupo A C Z es un subconjunto de niimeros enteros que
satisface las siguientes condiciones:

1) 0€ A,
2) para cualesquiera a,b € A tenemos a+b € A,

3) para cualquier a € A tenemos —a € A.
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A.1. DIVISION CON RESTO

A.0.1. Observacién. Si Ay B son dos subgrupos de Z, entonces su interseccion A N B es también
un subgrupo.

Paraay,...,a, € Z el subgrupo generado por ay, ..., a, es el subconjunto (a4, ...,a,) C
Z que satisface una de las siguientes condiciones equivalentes.

1) (ay,...,a,) es el minimo subgrupo de Z que contiene todos los ntmeros 4y, . .., ay,,

2) (ai,...,a,) es el conjunto de las combinaciones Z-lineales de aj, ..., ay:

(ar,...,ay) = {Z”z‘ﬂi

n; EZ}.

Nos van a interesar dos casos particulares: los subgrupos generados por un nimero
deZ:
(d)y ={md |m e Z}

y subgrupos generados por dos ntimeros:

(a,by = {ma+nb|m,neZ}.

A.1 Division con resto

A.1.1. Teorema (Euclides). Sean a,b € Z dos niimeros enteros, con b # 0. Entonces, existen
q,v € Z tales que
a=gqgb+r, 0<r<|b|.

Demostracion. Para el conjunto
{a—xb|xeZ}

sea
r=a—gqb

su minimo elemento tal que r > 0 (este existe, puesto que b # 0). Supongamos que r > |b|.
Sib > 0, tenemos
0<r—b=a—gb—b=a—(g+1)b<r.

De la misma manera, si b < 0, entonces
0<r+b=a—qgb+b=a—-(g—1)b<r.

En ambos casos se produce un elemento a — (g = 1) b, lo que contradice nuestra elecciéon de
r. Podemos concluir que r < |b|. [ |

El resultado que acabamos de describir se llama la divisién con resto de a por b. He
aqui una de sus consecuencias importantes.

A.1.2. Proposicién. Todo subgrupo de Z es de la forma (d) para algiin d € Z. En particular, para
cualesquiera a,b € Z se tiene
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APENDICE A. DIVISIBILIDAD EN Z

1) (a,b) = (d) paraalgiind € Z,
2) (a) N (b) = (d) para algiin d € Z.

Demostracion. Sea A C Z un subgrupo. Si A = 0, entonces A = (0) y enunciado es trivial.
Luego, si A # 0, entonces A contiene ntimeros no nulos. Para cada x € A también —x € A,
asi que A contiene ntimeros positivos. Sea entonces

d:=min{x € A | x> 0}.

Esté claro que (d) C A. Para ver la otra inclusién, consideremos un elemento arbitrario
c € A. La divisién con resto por d nos da

c=qd+r, 0<r<d.

Luego, puesto que c,d € A, tenemos también r = ¢ — gd € A. Por nuestra eleccién de d,
podemos descartar el caso 0 < r < d. Entonces, r =0y ¢ = gd € (d). u

A.2 Divisibilidad y los numeros primos

A.2.1. Definicién. Para dos ntimeros enteros d, n € Z se dice que d divide a n y se escribe
“d | n” si n = mx para algin m € Z. En este caso también se dice que d es un divisor de n
o que n es divisible por d. Cuando d no divide a n, se escribe “d { n”.

Notamos que en términos de subgrupos de Z,
dln < (n) C(d).
El lector puede comprobar las siguientes propiedades de la relacién de divisibilidad.

0) a | 0 para todo a € Z. Esto caracteriza a 0 de modo tnico. Tenemos 0 | a solamente
paraa = 0.

1) a|ay=+1|aparatodoa € Z.

2) Sia|byb]|a, entonces a = £b.

3) Sia|byb]|c, entoncesa | c.

4) Sia | b, entonces a | bc para cualquier ¢ € Z.
5) Sia|bya]|c entoncesa | (b+c).

A.2.2. Definicién. Se dice que un niimero entero positivo p > 0 es primo si p # 1y los
tnicos divisores de p son £1 y +£p.

“Algunas fuentes insisten que 0 1 0, pero la relacién 0 | 0 no tiene nada de malo. De hecho 0 € (d) para
cualquier d € Z, en particular para d = 0.
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A.3. EL MAXIMO COMUN DIVISOR

En otras palabras, p es primo si y solamente si para m,n > 0, si tenemos p = mn,
entonces o bien m = p, n =1 o bien m = 1, n = p. Los primeros nlimeros primos son

2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, ...
Por ejemplo, 57 = 3 - 19 no es primo.

A.2.3. Proposicién. Todo entero no nulo puede ser expresado como

k1 k k

donde p; son primos diferentes.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos considerar el caso de n > 0. Serfa
suficiente ver que 7 es un producto de primos y juntando miltiplos iguales, se obtiene la
expresion de arriba.

Para n = 1 tenemos n = p” para cualquier primo p. Luego, se puede proceder por
induccién. Supongamos que el resultado se cumple para todos los niimeros positivos < 7.
Si n es primo, no hay que demostrar nada. Si # no es primo, entonces n = ab dondea < ny
b < n. Por la hipétesis de induccién, a y b son productos de niimeros primos, y por lo tanto
nlo es. u

En este caso la palabra “primo” es un sinénimo de “primero” y refiere precisamente
al hecho de que todo ntimero entero sea un producto de primos. No se trata de ninguna
relacién de parentesco entre los niimeros.

A.2.4. Teorema (Euclides). Hay un niimero infinito de primos.
Demostracion. Consideremos los primeros #n ntimeros primos
P1 :2/ P2:3/ P3:5/ P4:7/ P5:11/ ceey Pn.

Luego, el ntimero
N:=pip2---pn+1

no es divisible por ningtin primo entre py, ..., p;. Sin embargo, N tiene que ser un producto
de primos, asi que es necesariamente divisible por algtin primo p tal que p, <p < N. R

A.3 El maximo comun divisor

A.3.1. Definicién. Para dos niimeros enteros a,b € Z su maximo comun divisor (mcd) es
un numero d := mcd(a, b) caracterizado por las siguientes propiedades:

1) d|layd]|b,
2) sid’ es otro numero tal que d’ | a y d’ | b, entonces d’ | d.

Las condiciones de arriba pueden ser escritas como
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APENDICE A. DIVISIBILIDAD EN Z

1) (@) € (d) y (b) C {d),
2) si(a) C (d') y (b) C (d’), entonces (d) C (d').

El subgrupo minimo de Z que contiene a (a) y (b) es (a,b). Gracias a A.1.2, sabemos
que (a,b) = (d) para algun d € Z.

d) = (a,b)

<>/ AN

Esto nos lleva al siguiente resultado.

(b)

A.3.2. Proposicién. El mcd siempre existe: tenemos
(a,by = (d) donded = mcd(a,D).
En particular, se cumple
ax + by = mcd(a,b) para algunos x,y € Z

y med(a,b) es el minimo mimero posible que puede ser representado como una combinacion Z-
lineal de a y b.

La tdltima expresién se conoce como la identidad de Bézout. Aqui los coeficientes x e y
no son tinicos. Por ejemplo,

2. (-1)+3-1=2-(—4)+3:3=2-24+3-(-1)=--- =1
He aqui algunas observaciones respecto a med(a, b).

1) La definicién de d := mcd(a, b) caracteriza a d salvo signo. De hecho, si d y d’ satisfacen
las condiciones de mcd(a,b), entonces d | d’ y d’ | d (o la condicién equivalente
(d) = (d')) implica que d’ = +d. Normalmente se escoge d > 0, pero estrictamente
hablando, todas las identidades con med(a, b) pueden ser interpretadas salvo signo.

2) La definicién de mcd(a, b) es visiblemente simétrica en a y b, asi que
mcd(a,b) = med(b, a).
3) Para todo a € Z se tiene
mcd(a,0) = a.

En particular’,
mcd(0,0) = 0.

Esto nada mas significa que cualquier ntimero divide a 0, o de manera equivalente,
que (0) C (a) para todo a € Z, y también para a = 0.

“Algunas fuentes insisten que mcd(0,0) no ests definido, pero como vemos, es l6gico poner med(0,0) = 0.
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A.4. EL MINIMO COMUN MULTIPLO

A.3.3. Definicién. Si med(a,b) =1, se dice que a y b son coprimos.
Siay b son coprimos, entonces (a,b) = (1) = Z, y en particular tenemos
ax+by =1 paraalgunos x,y € Z.
A.3.4. Observacion. Sia | bc donde a y b son coprimos, entonces a | c.

Demostracion. Tenemos
ax+by =1

para algunos x,y € Z. Luego,
axc+byc=c,

y la expresion a la izquierda es divisible por a.
A.3.5. Corolario. Sipesprimoy p | bc, entonces p |bop | c.

Muy a menudo se usa el contrapuesto: si p{ by p { ¢, entonces p 1 bc.

Demostracion. Ya que los tinicos divisores de p son £1 y £p, tenemos dos casos posibles.
En el primer caso, med(p,b) =1y luego p | ¢ por el resultado precedente. En el segundo

caso, med(p, b) = p, lo que significa que p | b.

A.4 El minimo comun multiplo

A.4.1. Definicién. Para dos nimeros enteros 4,b € Z su minimo comin multiplo (mcm)

es un namero m := mem(a, b) caracterizado por las siguientes propiedades:
1) a|myb|m,
2) si m’ es otro namero tal que a | m' y b | m’, entonces m | m’.
Las condiciones de arriba pueden ser escritas como

D) (m) C (a) y (m) € (b),

2) si m’ es otro numero tal que (m’) C (a) y (m") C (b), entonces (m’) C

(m).

El subgrupo maximo de Z que contiene a (a) y (b) es su interseccion (a) N (b). Gracias

a A.1.2 sabemos que es también de la forma (m) para algan m € Z.

(@) (b)

e

(m) = (a) N (D)
A.4.2. Proposicién. El mcm siempre existe: tenemos

(a) N (b) = (m) donde m = mecm(a,b).
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Tenemos las siguientes propiedades.
1) La definicién caracteriza a mem(a, b) de modo tnico salvo signo.
2) Para cualesquiera a,b € Z se tiene
mcm(a,b) = mem(b, a).
3) Para todo a se cumple
mem(a,0) = a.

En particular,
mecm(0,0) = 0.

(De hecho, 0 | m implica que m = 0.)
A.4.3. Proposicién. Para cualesquiera a,b € Z tenemos
mcm(a,b) - med(a, b) = ab.

En particular,
mem(a,b) = ab si y solamente si a y b son coprimos.

Primera demostracion. El caso de a = b = 0 es trivial y podemos descartarlo. Sea d :=
med(a,b) y m := ab/d. Vamos a ver que m = mcm(a, b).
Primero, puesto que d | ay d | b, podemos escribir

a=da’, b=db.
Luego,
m=4da't =ab =bd,

asiquea |myb|m.
Ahora notemos que

d = mcd(a,b) = med(da’,db’) = d - mcd(d’, 1),
asi que
mcd(a’,0') =1

y los numeros a’ y b’ son coprimos.
Sea m’ otro numero tal que a | m’ y b | m’. Queremos ver que m | m’. Escribamos

m' = ax = by.

Luego,
m'b =ab'x =mx, m'a’ =ba'y =my,
lo que nos da m | m'b’ y m | m’a’ y por lo tanto

m | med(m't',m'a") = m’ -med(d’,b') = m'.
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A.5. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA

Sequnda demostracion, usando la teoria de grupos. Consideremos los subgrupos mZ y nZ en
Z. Luego, el segundo teorema de isomorfia nos dice que

aZ/(aZNbZ) = (aZ + bZ)/bZ

(véase el capitulo 7 y los ejercicios). Tenemos aZ N bZ = mZ donde m = mcm(a,b) y
aZ + bZ = dZ donde d = mcd(a, b). Entonces,

aZ./mZ = dZ./bZ.
Lo que nos da la identidad a/m = d/b. | |

Note que la ultima proposicion nos dice basicamente que la existencia de med(a, b) es
equivalente a la existencia de mem(a, b).

También se pueden definir mcd y mem de # ntimeros. El lector puede generalizar
de manera evidente las definiciones A.3.1 y A.4.1 y ver que estas generalizaciones son
equivalentes a

1) (ay,...,an) = (d) parad = mecd(ay,...,an),
2) (a1)N---N{ay) = (m) para m = mem(ay, ..., a,).

Por ejemplo, tenemos la siguiente generalizacién de la identidad de Bézout: existen
X1,...,Xn € Z tales que

x1a1 + -+ + xpa, = med(ay, ..., a,).

Ademads, se puede ver que las operaciones med(—, —) y mem(—, —) son asociativas y
por lo tanto la definicién generalizada se reduce al caso binario:

1) med(med(a,b),c) = med(a, med(b,c¢)) = med(a, b, c),

2) mem(mem(a, b), c) = mem(a, mem(b, ¢)) = mem(a, b, ¢).

A.5 El teorema fundamental de la aritmética

A.5.1. Definicién. Sea p un ntmero primo fijo. Para un nimero entero no nulo n su
valuacién p-adica es el nimero natural maximo k tal que p* divide a n:

vp(n) = max{k | p*|n}.

(Para n = 0 normalmente se pone v,,(0) := +00, pero no vamos a necesitar esta convencion.)
Notamos que vy (1) = 0 si y solamente si p { n. La valuacion p-adica se caracteriza por

n—= pvp(n) Tll,
donde p {1’ (véase A.3.5).
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A.5.2. Lema. Para cualesquiera m,n € Z se cumple
vp(mn) = vy(m) +vp(n).

Demostracion. Tenemos
m= pvp(m) m, n= pvp(n) i,

donde ptm' y ptn'. Luego,
mn — pvp(m)+vp(n) '

donde p { (m'n’), asi que vy(mn) = v,(m) 4+ vy(n). [ ]
A.5.3. Teorema. Todo niimero entero entero no nulo puede ser representado de modo inico como
ki k ko
n—= :l:pllpzz...p/
donde p; son algunos primos diferentes. A saber, tenemos k; = vy, (n).

(La unicidad se entiende salvo permutaciones de los factores pf" )

Demostracion. Ya hemos notado en A.2.3 que todo entero no nulo es un producto de primos;
la parte interesante es la unicidad. Dada una expresion

ki k ko
n—= :l:pll pzz oo pgk,
para todo primo p podemos calcular la valuacién p-adica correspondiente:

vp(n) = 0p (1) +0p(P52) + - - + vp(p}").

i k'/ = Pi,
vp(Pi'(l) = {Ol z 3 zl
’ i

Entonces, k; = vp,(1). [

Aqui

Entonces, podemos escribir

n== H pvﬁ(”)/
p primo
donde el producto es sobre todos los niimeros primos, pero v,(1n) # 0 solamente para un
numero finito de p.

El dltimo resultado se conoce como el teorema fundamental de la aritmética. Su prime-
ra demostracién completa fue publicada por Gauss en el tratado “Disquisitiones Arithmeti-
cae”.

Notamos que

mcd(m, 1’1) — H pmin{vp(m),vp(n)}

p primo

mem(m,n) =[] prdx{op(m)vp(n)}

p primo

Estas férmulas no ayudan mucho para grandes valores de m y n. En practica se usa el
algoritmo de Euclides basado en la divisién con resto repetida (es algo parecido a nuestra
demostracion de A.1.2).
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A.6 Generalizaciones

Las definiciones A.3.1 y A.4.1 de mcd y mcm tienen sentido en cualquier dominio de
integridad R. En este caso mcm(a,b) y med(a, b) estdn definidos salvo un maltiplo u € R*.
Para R = Z tenemos Z* = {£1}. Sin embargo, la existencia de mem(a,b) y med(a, b) no
estd garantizada en general.

Un dominio de integridad donde se puede definir un andlogo de la divisién con resto
se llama un dominio euclidiano; en este caso mcd y mcm siempre existen gracias a los
mismos argumentos que vimos arriba (solo hay que reemplazar los subgrupos A C Z
por ideales I C R). Un ejemplo tipico de dominios euclidianos, excepto Z, es el anillo de
polinomios k[X] sobre un cuerpo k: para f,g € k[X]|, g # 0 existen g,r € k[X] tales que
f =gg+rdonde —co < degr < degg.

Un dominio de integridad donde se cumple un andlogo del teorema fundamental de
la aritmética se llama un dominio factorizacién tnica. Un tipico ejemplo es el anillo de
polinomios k[Xj, ..., X,| en n variables sobre un cuerpo k. Todos los dominios euclidianos
son dominios de factorizacién tnica.

Todo esto se estudia en el capitulo 13.
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Apéndice B
Lema de Zorn

El lema de Zorn es una versién equivalente del axioma de eleccién” que se utiliza muy
a menudo en dlgebra. Aqui vamos a revisar el enunciado y un par de aplicaciones tipicas.

B.1 Lema de Zorn

B.1.1. Definicién. Se dice que un conjunto ? es parcialmente ordenado si sobre los ele-
mentos de P estd definida una relacién < que satisface los siguientes axiomas.

1) Reflexividad: para todo x € P se cumple x =< x.
2) Antisimetria: para cualesquiera x,y € P si x <y ey < x, entonces x = y.
3) Transitividad: para cualesquiera x,y,z € P si x <y ey < z, entonces x =< z.

Se dice que m € P es un elemento maximal si no existe otro elemento x €  tal que
m =X Xx.

Se dice que un subconjunto S C P es una cadena si para cualesquiera s, s’ € S se tiene
s<s'os <s.

Se dice que un subconjunto § C P es acotado si existe t € P (una cota superior) tal que
s X t paratodos € S.

B.1.2. Lema de Zorn. Sea P un conjunto parcialmente ordenado no vacio. Supongamos que toda
cadena en P es acotada. Entonces, P posee un elemento maximal.

B.2 Aplicacion: bases de espacios vectoriales

La primera aplicaciéon del lema de Zorn debe de ser conocida al lector. Recordemos
primero algunas definiciones de algebra lineal. Sea k un cuerpo. Para un espacio vectorial V

“Esto no es un curso de l6gica, asi que no voy a probar la equivalencia; el lector puede consultar otras fuentes,
por ejemplo [Lan2002, Appendix 2].
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B.2. APLICACION: BASES DE ESPACIOS VECTORIALES

sobre k y un subconjunto S C V el subespacio vectorial generado por S es el subconjunto
de las sumas finitas
Z /\l’ 0

1<i<n

donde A; € ky v; € S. Se dice que los elementos de S son linealmente independientes si
para cualesquiera {vy,...,v,} C S, si

Z Aivizo,

1<i<n

entonces A; = --- = A, = 0. Se dice que S es una base de V si (S) = V y los elementos de
S son linealmente independientes.

B.2.1. Teorema. Sea V un espacio vectorial no nulo y sea S C V un subconjunto linealmente
independiente. Entonces, S puede ser completado a una base de V.

Demostracion. Sea P el conjunto de los subconjuntos linealmente independientes T C V
tales que S C T, parcialmente ordenado respecto a la inclusién. En particular, S € P, asi
que P # O.

Sea {T,} una cadena en P; es decir, una coleccién de conjuntos linealmente indepen-
dientes T, C V tales que

1) S C T, para todo «,
2) para cualesquiera a y B se tiene T,, C Tﬂ 0 Tﬁ CT,.

Tomemos la unién T := |J, To. Tenemos S C T, C T para todo a. Ademds para una
coleccién finita de vectores {vy,...,v,} C T tenemos v; € Ty, para algunos &;, y ya que
{Tx} es una cadena, todos estos vectores pertenecen a algtun conjunto T, y por ende son
linealmente independientes. Esto significa que T € 2 y es una cota superior para la cadena.

Ahora el lema de Zorn implica que existe un elemento maximal en 2; es decir, un
conjunto linealmente independiente B tal que S C B y B no estd contenido en ningtn otro
conjunto linealmente independiente. Vamos a probar que los elementos de B generan a V.

Supongamos que (B) C V. En este caso existe un vector v € V, v ¢ (B). Vamos a ver
que esto implica que el conjunto BU {v} es linealmente independiente. Si BU {v} fuera
linealmente dependiente, entonces existiria una combinacién lineal

Av+Aor+- -+ A0, =0

donde A, A; € k son escalares, no todos nulos, y vy, ...,v, € B. Dado que los elementos de
B son linealmente independientes, tenemos necesariamente A # 0. Sin embargo, en este

caso
V= — ﬂv—i— +MU
= 3l 2 o)

lo que implica que v € (B). Entonces, el conjunto BU {v} debe ser linealmente indepen-
diente.

Esto contradice el hecho de que B sea un conjunto linealmente independiente maximal,
y por lo tanto (B) = V. [ |
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APENDICE B. LEMA DE ZORN

B.2.2. Corolario. Todo espacio vectorial no nulo posee una base.

Demostracion. En el resultado anterior, basta tomar S = {v} donde v es cualquier vector no
nuloen V. |

B.2.3. Corolario. Sea V un espacio vectorial no nulo. Para todo subespacio U C V existe otro
espacio W C V tal que V =U D W.

Demostracion. Segun el teorema, podemos escoger una base S de U, y luego completarla a
una base B de V. Sea W el subespacio generado por B\ S. Se puede verificar que V = U+ W
yunw = {0}. |

B.3 Aplicacion: grupos abelianos divisibles (*)

Recordemos que un grupo abeliano D es divisible si para cualesquiera x € Dy n =
1,2,3,... existe y € D tal que ny = x. Hemos encontrado estos grupos en los ejercicios. Por
ejemplo, los grupos Q, R, Q/Z,R/Z son divisibles. He aqui una caracterizacién importante
de grupos divisibles.

B.3.1. Teorema (Reinhold Baer, 1940). Sea D un grupo abeliano. Las siguientes condiciones son
equivalentes.

1) Para todo grupo abeliano A y un subgrupo B C A cualquier homomorfismo f: B — D se
extiende a un homomorfismo f: A — D:

B—— A

7| Laf
D

fl =1

5
2) D es divisible.

Demostracion. La implicacion fdcil es 1) = 2). Paran = 1,2,3,. .. consideremos el subgrupo
nZ C Z. Un elemento x € D corresponde a un homomorfismo

finZ — D, anw— ax.
Luego, si D cumple la propiedad 1), entonces f se extiende a f
nZ. —— Z

fl£ L’/é}

Tenemos



B.3. APLICACION: GRUPOS ABELIANOS DIVISIBLES (*)

Esto demuestra que x es divisible por n.

Para probar 2) = 1), primero notamos que si D es divisible, entonces la propiedad 1) se
cumple para los subgrupos de Z: como arriba, todo homomorfismo f: nZ — D se extiende
a f: Z — D. De hecho, f esté definido por la imagen f (1) = x € D, y por la divisibilidad
existe y € D tal que n -y = x. Podemos definir

f:Z—>D, 1=y

Ahora para todo an € nZ se cumple

flan) =an f(1) = any = ax = a f(n) = f(an).

Procedamos con la prueba. Sean A un grupo abeliano, B C A un subgrupoy f: B — D
un homomorfismo. Sea ? un conjunto de los pares (B’,f') donde B C B’ C A es un
subgrupo que contiene a By f': B — D es un homomorfismo tal que f = f'|z. En
particular, (B, f) € P, asi que P # @. Consideremos la siguiente relacién sobre P:

(B/,f,) j (B//,f”) — B/ g B// y f//|B/ :f/-

B Bl BII

f U f//

D

El conjunto P es parcialmente ordenado respecto a esta relacién. Para una cadena
{(Bw, fa)} podemos considerar la unién J, Bs. Puesto que {(By, fx)} es una cadena, se ve
que U, Bsx es un subgrupo abeliano de A tal que By C |J, B para todo a. Podemos definir
un homomorfismo ¢: |J, By — D de la siguiente manera: para todo x € |J, By tenemos
X € B, para algun «, y pongamos ¢(x) := fy(x). Dado que {(By, fa)} es una cadena en
%, esto nos da un homomorfismo bien definido. Por la definicién, ¢|; = fu para todo a.
Entonces, (U, B, ¢) es una cota superior para la cadena.

El lema de Zorn implica que P posee un elemento maximal (B’, f’). Necesitamos probar
que B’ = A. Supongamos que B’ C A. Entonces, existe algtn elemento x € A\ B, y
podemos considerar el conjunto

C:={acZ|a-xeB} CZ.
Se ve que esto es un subgrupo de Z. Consideremos el homomorfismo de grupos abelianos
¢:C—D, ar f'(a-x).
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Como hemos notado, dado que D es divisible, el homomorfismo g se extiende a un
homomorfismo g: Z — D:

C—Z
Q L

k38
D

Consideremos ahora el subgrupo B” := (B’ U {x}). Sus elementos son sumas y + nx donde
y € B’y n € Z. Por nuestra hipétesis que x ¢ B/, se tiene B’ C B” C A. Consideramos la
aplicacion

f”' B// - A

y+nx = gn)+ f(y).

Se ve que esto es un homomorfismo de grupos abelianos y f”'|z = f’. Entonces, (B/, f') <
(B”, f'"). Pero esto contradice la maximalidad de (B, f'). Podemos concluir que B = A. R

De aqui podemos deducir otra caracterizacién de grupos divisibles.

B.3.2. Corolario. D es un grupo abeliano divisible si y solamente si todo monomorfismo de grupos
abelianos i: D — A admite un homomorfismo r: A — D tal que r oi = idp.

Demostracion. Supongamos que D es divisible. Un monomorfismo i: D — A induce un
. . = = . . . =—1 . - .
isomorfismo i: D — imi. El teorema anterior nos dice que i : imi — D se extiende al
grupo A:
imi —— A
ﬂl e
T
D
-—1 , . -—1 = .

=i ,asiqueroci=1i oi=idp.

Tenemos 7|;, ;

Viceversa, supongamos que todo monomorfismo i: D ~— A admite un homomorfismo
r: A — D tal que roi = idp. Para un elemento x € Dy n = 1,2,3, ... consideremos el
conjunto
C:={(a-x,—an) |a€Z} CD X Z.

Esto es un subgrupo de D x Z: tenemos (0,0) = (0-x, —0-n) € C, y luego para cualesquiera
a,beZ
(a-x,—an) £ (b-x,—bn) = ((a+£b)-x,—(at+b)n).

Podemos pasar al grupo cociente (D x Z)/C y considerar el homomorfismo

i:D— (Dx2Z)/C,
z+— (z,0)+C

(esto es la composicién de la inclusiéon de D como un subgrupo de D x Z con la proyeccién
sobre el grupo cociente). Notamos que

(x,0)—(0,n) =(x,—n)=(1-x,—1-n) € C,
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B.3. APLICACION: GRUPOS ABELIANOS DIVISIBLES (*)

asi que
i(x) =(0,n)+C en(Dx2Z)/C.

Verifiquemos que i es un monomorfismo: si tenemos
(z,0) — (£,0) € C,

entonces
(z—2,0) = (a-x,—an)

para alguin a € Z. Sin embargo, n # 0, asi que esto significa que 2 = 0 y luego z — 2/ =
0-x =0, y por ende z = z'. Entonces, por nuestra hipoétesis, existe un homomorfismo
r: (D x2Z)/C — D tal que r oi = idp. En particular,

x=roi(x) =r((0,n)+C)=n-r((0,1)+C).

Esto establece la divisibilidad de x por . |
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Apéndice C
Algebra lineal

El propésito de este breve apéndice es juntar algunos resultados basicos de élgebra
lineal sobre el polinomio caracteristico.
Aqui K denotard un cuerpo y V un espacio K-vectorial de dimensién finita 7.

C.1 El determinante y traza de un endomorfismo lineal

Escojamos una base ey, ...,e; de V. Para toda aplicaciéon K-lineal ¢: V — V (es decir,
un endomorfismo de V) se tiene

plej) = Y ajje;

1<i<n

para algunos 4;; € K. Los elementos 4;; forman una matriz de n x n

L N b B (& 7]

a1 a2 - Ay
A=

anl a2 - Gnn

Bajo esta convencion, los vectores de V se representan por las matrices columna:
1
c2
v=ocrertcrep+ - +cpey &

Cn

y a ¢(v) corresponde la matriz columna se obtiene multiplicando la matriz de arriba por A
por la izquierda:

ap 4 - A1 C1
a1 4z -+ Ay 2
Ayl an2 - Oun Cn
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Las aplicaciones K-lineales ¢, 1: V — V forman un anillo (no conmutativo) Endg (V)
respecto a la suma punto por punto y la composicién habitual como la multiplicacién

(@ +9)(0) == () +9(v), (po9)(v) :=d((v)).
A cada elemento a € K corresponde el endomorfismo
a:' V=V, vrav.

La aplicacién
K—End(V), ar u,

es un homomorfismo de anillos que define una estructura de K-algebra sobre Endg (V) y
en particular de un espacio K-vectorial. La correspondencia

Endg (V) — M, (K),
¢p— A

define un isomorfismo de K-algebras, y en particular de espacios vectoriales sobre K.

C.1.1. Definicién. El determinante y la traza de un endomorfismo ¢: V — V se definen
como es el determinante y la traza de la matriz correspondiente respecto a alguna base:

detp :=detA, tro:=trA=ay+an+ - +am.

Estas definiciones no dependen de una base particular. En efecto, el determinante es
multiplicativo:

det(AB) = det(A) - det(B) para cualesquiera A, B € M, (K),
mientras que la traza satisface la propiedad
tr(AB) = tr(BA) para cualesquiera A, B € M,(K).

Ahora la matriz de ¢ respecto a otra base ¢}, ..., ¢}, es de la forma B = U AU}, donde
U € GL,(K) es alguna matriz invertible (la matriz de cambio de base), y luego

det(UAU™ ) = det(U) -det(A) -det(U) ! = det(A), tr(UAU ') =tr(AUU) = tr(A).
C.1.2. Observacién. Sean ¢,: V — V aplicaciones K-lineales.

1) El determinante es multiplicativo: det(¢ o ) = det(¢p) - det(y).

2) La traza es K-lineal: tr(ap + bp) = a tr(¢p) + b tr(y) para cualesquiera a,b € K.

Demostracion. Se sigue de las identidades det(AB) = det(A) - det(B) y tr(a A+ bB)
a tr(A) + b tr(B) para las matrices.
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C.2 El polinomio caracteristico

C.2.1. Definicién. Para una matriz

ailr a2 0 Ap
dap1 4z - A2

A= | L . € M, (K)
a1l A2+ Gnn

el polinomio caracteristico correspondiente viene dado por

X—ay —ap - Ay
—ay X —axn - —agy
pai=det(X I, — A):=det| . . , : € K[X].
_al’ll _anz .. X — ai’ll’l

Si V es un espacio vectorial sobre K de dimensién #, entonces para un endomorfismo
¢: V — V el polinomio caracteristico se define como

Py == Pas
donde A es una matriz que representa a ¢ en alguna base.
Notamos que si B = U A U~! para alguna matriz invertible U, entonces pg = p:
pp=det(X - I, —UAU ') =det(U ' (X - I, —~-UAU HU) =det(X- I, — A) = pa.

Esto significa que el polinomio caracteristico estd bien definido para un endomorfismo
p: V=V,

C.2.2. Ejemplo. Para una matriz de 2 x 2

tenemos

X—a -b

pA:det( . X—d) =(X—a)(X—d)—bc=X*—(a+d) X+ (ad — bc).

A

C.2.3. Proposicién. Sea V un espacio vectorial sobre K de dimension finita n. Para un endomor-
fismo ¢: 'V — V el polinomio caracteristico p 4 es un polinomio mdnico de grado n:

pp=X"+a, 1 X"+ +a; X +ag € K[X].

Ademds,
a,_1=—trg, ap=(—1)" deto.
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Demostracion. Sea A una matriz de n X n con coeficientes en K que representa a ¢ en alguna
base. Por la definicion, py := p4 es el determinante de la matriz

X—an —ap - —ay
—ay  X—ap - —ay
Bi—| R 2| e Mu(KIX)).
—an1 —an2 oo X —apy

Tenemos entonces

pa= Y bioa) - buen):

oceSy

El dnico término de la suma que tiene grado n o n — 1 corresponde a ¢ = id, asi que
los coeficientes de X" y X"~! son los mismos que los coeficientes correspondientes en el
polinomio

(X—an)- (X —ap) = X" — (a1 + -+ apn) X4+

El término constante es
pa(0) =det(0-I, — A) = det(—A) = det(—I,) - det(A) = (—1)" det A.
|

Para cualquier polinomio f = ¢y X™ + ¢y 1 X" 1+ -+ + ¢ X + ¢o € K[X] y un endo-
morfismo ¢ pongamos

(@) i=cm¢™ + 1™ 1+ +c1¢+coid € Endg(V),

donde

C.2.4. Proposicién (Teorema de Cayley-Hamilton). Sea ¢: V — V un endomorfismo de
un espacio vectorial sobre K de dimensién finita. Entonces, el polinomio caracteristico satisface

py(¢) = 0.

Demostracion. Fijemos una base de V. Sea A € M, (K) la matriz que representa a ¢ en esta
base. Pongamos B := X - [, — A. Tenemos

pa:=detB=X"+a, 1 X" "+ +a; X +ag
para algunos ag, a1, ...,a,_1 € K. Tenemos que probar que
pa(A)=A"+a, A" 1+ 4 aAtagl, = 0.
La matriz adjunta de B tiene forma
adjB=X""1.B, 1 +X"2.B, 2+ ---+X-B;+ B
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para algunas matrices By, By, ..., B,_1 € M, (K) (note que cada cofactor de B es un polino-
mio de grado < n — 1). Las entradas de adj B son algunos polinomios de grado < n — 1.
Tenemos

detB-I, =B-adjB=(X-I,—A)-adjB = X-adjB— A-adjB,
de donde
X" I+ ap 1 X"V Li4a, o X2 L+ 4 XLy +ag - I
= X" B, 1+ X" 1By, o4 +X* B +X-By— (X" '-AB,_1+---+X-ABy + ABy).
Al igualar los coeficientes de las mismas potencias de X, se obtiene un sistema de ecuaciones

I, = Bi’l*l/
ap-1-In=By2—AB, 1,
ay—p 1y = By_3— AB;_»,

an - In = B1 — ABz,
ap - I, = BO —ABl,
—ABy.

ag - In
Multpliquemos la primera ecuacién por A" por la izquierda, la segunda por A"~!, etcétera:

A" = A"B,_1,
an-—1 An_l = An_l B2 — A" By-1,
Ay A"2 = A"2B, 35— A"'B, ,,

ay A> = A’B; — A3B,,
1y A = ABy — A’B,
agp I, = —AB().

Al sumar todas estas ecuaciones, nos queda
pa(A) =0.
n
C.2.5. Comentario. Se conoce la siguiente prueba cémica del teorema de Cayley—Hamilton:
pa(A) =det(A-I, — A) = det(O) = 0.

Sin embargo, esto no tiene sentido: p 4 (B) es una matriz, mientras que para cualquier matriz
B, el determinante det(B — A) es un elemento de K.
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C.2.6. Comentario. El espacio de matrices M, (K) tiene dimensién n? sobre K: como una
base se pueden tomar las matrices elementales eij donde 1 < i,j < n. De manera equivalente,
el espacio vectorial Endg (V) tiene dimension 1n?, donde n = dimg (V). De aqui esta claro
que todo endomorfismo ¢ € Endg (V) satisface algtin polinomio no nulo de grado < n?:
las potencias ¢° = id, ¢, ¢?, .. .,(/)"2 son necesariamente linealmente dependientes, asi que
existen algunos coeficientes cy,cy,...,c,2 € K, no todos nulos, tales que

an(l)nz+---+C2(P2+C1(P+Coid=0.

El teorema de Cayley-Hamilton es un resultado sorprendende porque este nos dice que tal
polinomio no nulo puede tener grado 7 y lo construye de modo explicito.

C.2.7. Comentario. El determinante, traza y polinomio caracteristico eventualmente estdn
bien definidos para endomorfismos ¢: V — V, lo que sugiere que debe haber definiciones
y pruebas maés elegantes y moralmente correctas que no usan eleccién de base y matrices.
Hemos usado las matrices para ahorrar tiempo y también porque eventualmente nos
interesan ejemplos y cdlculos explicitos.
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Apéndice D
Formula de inversion de Mobius

En este apéndice vamos a probar la férmula de inversién de Mébius que es una
encarnacion del principio de inclusién-exclusion.

D.1 Funcion de Mobius

D.1.1. Definicién. Para un entero positivo # la funcién de Mobius se define por
#(1) :=1, wu(n)=0sinno es libre de cuadrados,
y para n libre de cuadrados se pone
uprpe) = (1),
donde k es el namero de diferentes ntimeros primos que aparecen en la factorizacion de n.

D.1.2. Ejemplo. He aqui los primeros valores de la funcién de Mobius.

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

un): +1 -1 -1 0 -1 41 -1 0 o +1 -1 0 -1
A
D.1.3. Lema. Para todo n > 0 se tiene
Y u(d) =0.
dln
Demostracién. Escribamos n = plfl e p’;s. Tenemos
Youdy= Y}, ppi-pe)
dln (e1,---s85)
donde ¢; = 0 o 1. Luego,
s s
Y u(d)=1-s+ - +o (=1 =(1-1)°*=0.
2 2 3
[n
|
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D.2 Formula de inversion

Para dos funciones f, g: Z>1 — Z definamos su producto de Dirichlet mediante

(fxg)(n):= Y f(dr)g(da).

d1d2:71

Este producto es asociativo:

(fg)xh)(n) = (f+(g*h)(n) =}, f(d)g(dz)h(ds).

d1d2d3:i’l

Definamos las funciones I e I mediante

1, n=1
I(n):=<" ! I(n) :== 1 para todo n > 1.
I NI >

D.2.1. Lema. Setiene I +y=pux1=1.

Demostracion. Si n = 1, entonces

(Ixp)(1) = (uxI)(1) = 1.

Para n > 1, se tiene

(uxD)(n) = (Ixp)(n) =) u(d)

d|n
|

D.2.2. Proposicién (Férmula de inversién de Mobius). Para una funcion f: Z>1 — Z
definamos

F(n) = (f*1I): Zf

Luego,

m=LudF(5)=Tn(3) Fd

dn dfn
Demostracion. Tenemos
Fxp=(fxD)xp=f*Ixp)=f*xI=f.
Entonces,

(Fs)(n) = L u(d) F(5) = f(n).

dn
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D.2.3. Ejemplo. Para la funcién ¢ de Euler se tiene Y 4, ¢(d) = n (por ejemplo, interpre-
tando ¢(n) como el ntimero de los elementos de orden d en el grupo ciclico Z/nZ). Luego,

paran = plfl x p’;s la férmula de inversién de Mobius nos da

o =Lpd) s =n— Y 24 ¥ ..

dn 1<i<s Pi 1<icj<s PiPj
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Apéndice E
Teorema fundamental del algebra

El propésito de este apéndice es demostrar el teorema fundamental del dlgebra.

E.0.1. Teorema. Sea f € C[X]| un polinomio no constante. Entonces, existe z € C tal que

f(z)=0.

Este resultado aparece en el tratado de d’Alembert” “Recherches sur le calcul intégral”
(1748) y fue probado de manera rigurosa en la tesis de doctorado de Gauss, publicada en
1799. El nombre “teorema fundamental del dlgebra” parece un poco ridiculo en un curso
del algebra moderna, pero es histérico y bastante comun. Sin duda, es uno de los resultados
més importantes en las matemaéticas.

Aunque el estudio de raices de polinomios pertenece al terreno del dlgebra, la misma
construccién de los nimeros complejos es analitica y por ende cualquier prueba del teorema
fundamental del algebra debe usar andlisis. Para una prueba estdndar puramente analitica,
refiero a [Vin2003, §3.3]". El argumento de abajo es topoldgico, basado implicitamente en el
grupo fundamental del circulo. Para mas detalles, véase [May1999, Chapter 1].

E.1 Grado de aplicacién S! — S!
Consideremos el circulo unitario en el plano complejo
sl:i={zeC||z| =1}

y la aplicacién

exp: R — Gl x o o2,

“JEaAN LE RoND D’ALEMBERT (1717-1783), matemético, fildsofo y enciclopedista francés, conocido por sus
contribuciones en analisis, particularmente las ecuaciones diferenciales.

“Una buena fuente es [TU1997] donde se encuentran diez diferentes pruebas del teorema. El articulo esta en
ruso, asi que dejo esta referencia mds bien para mi mismo.
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E.1. GRADO DE APLICACION 8! — gl

Esta es una aplicacién continua y es un homomorfismo sobreyectivo de grupos (R, +) y
(S!, x). Su nucleo es precisamente Z C R:

exp(x) =¥ =1 «— x e Z

Para obtener una aplicacién inyectiva, se puede restringir exp al intervalo abierto (— %, —l—%)
Como se sabe del andlisis complejo, esta restriccion tiene una aplicacion inversa

1 1
log: S\ {-1} —» (-2, 4=
que es también continua.

E.1.1. Lema del levantamiento. Para toda aplicacion continua f: [0,1]" — Sl con f(0) =1
existe una aplicacion continua f: [0,1]" — R que satisface

exp(f(x)) = f(x), f(0)=0.

Ademds, estas condiciones definen a f de modo iinico.

R

exp
1

l

R
-
-
-

N\

/]

Demostracién. Primero, probemos la unicidad de f. Supongamos que hay dos aplicaciones

[0,1]" — S

[em)

continuas f1 y f» que cumplen

exp(fi(x)) = exp(f2(x)) = f(x), f1(0) = f2(0) = 0.

La primera ecuacién implica que
fix) - folx) € Z.
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Entonces, la aplicacién f;(x) — f>(x) es continua sobre el conjunto conexo [0,1]" y toma

valores enteros, pero esto significa que es constante. Luego, para cualquier x € [0, 1]"

fi(2) — f2(x) = f1(0) - f2(0) = 0.

Ahora tenemos que establecer la existencia de f. La aplicacion f: [0,1]" — S es continua
y el cubo [0,1]" es compacto, entonces f es uniformemente continua. Gracias a esto, existe
6 > 0 tal que

[x—yll<d=|f(x) - f(y)| <2= f(x) # —f(y)-

Fijemos un ntimero natural N tal que 4 [|x|| < 6 para todo x € [0,1]" (esto es posible
gracias a la compacidad de [0, 1]"). Pongamos

fr):= % log(f(fx))-

0<k<N-1 f (

2

Por nuestra eleccién de N, tenemos

o Ny Gy ) s
exp(F(x)) = J(%)) ; éﬁ“ )) fENNz % f(Ni 3y

y claramente,

E.1.2. Definicién. Un lazo en S! es una aplicacion continua 7: S — S! que satisface
y(1) =1
Una homotopia entre dos lazos g y y; es una aplicacién continua

h:[0,1] x S — 8!

tal que
h(0,2) = 10(2), h(1l,z) =m(z), h(t,1)=1

para cualesquiera t € [0, 1}, z € 8L,

En otras palabras, una homotopia define una familia de lazos v:: z — h(t,z) que
dependen de manera continua del parametro ¢ € [0,1].
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E.1. GRADO DE APLICACION 8! — gl

E.1.3. Definicién. Dado un lazo 7: S' — S!, consideremos la aplicacién
f:0,1] =8,
x = y(exp(x)).

Ahora segun E.1.1, existe una aplicacién continua tnica f: [0,1] — R que satisface

exp(f(x)) = f(x), f(0)=0.

En particular,

exp(f(1)) = f(1) =7(1) =1,

asi que f(1) € Z. El numero f(1) se llama el grado del lazo v y se denota por deg 1.

Intuitivamente, deg v nos dice cudntas vueltas en el sentido antihorario da <y alrededor
del circulo S'.

E.1.4. Ejemplo. El lazo constante
vy:8! — sl, zm1
tiene grado nulo: en efecto, a este lazo corresponde la aplicacién constante
f:0,1] =S, x—1,
que se levanta a la aplicacion constante

f:00,1] = R, x~—0.

A

E.1.5. Ejemplo. Consideremos el lazo

y:8' =58l z 2
A este corresponde la aplicacién
f:10,1] = 8%, x s QFTNX
que se levanta a la aplicacion
f(x) = nx.
En efecto, tenemos
exp(f(x)) = " = f(x), f(0) =0.
Podemos concluir que
degy = f(1) =n.

A
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Es facil convencerse intuitivamente que al deformar un lazo de manera continua, el
ntmero de vueltas que este da alrededor del circulo S! no cambia. Esto se refleja en el
siguiente resultado.

E.1.6. Lema. Si entre dos lazos vy y v1: S' — S! existe una homotopia, entonces

degyo = deg ;1.
Demostracion. Consideremos una homotopia
h:[0,1] xS' — &'

tal que
h(0,2) = 10(2),  h(1,2) = 1(2).

Definamos una aplicacién

f:10,1] x [0,1] — S!,
(t,x) — h(t,exp(x)).

De nuevo, podemos invocar el lema del levantamiento E.1.1 para concluir que existe una
aplicacién continua

00,11 x[0,1] = R

que satisface

exp(f(t,x)) = f(t,x), f(0,0)=0.

En particular, se tiene

exp(f(t,0)) = h(t,1) =1,

lo que implica que f(t,0) € Z. La aplicacién t — f(t,0) es continua, definida sobre el
intervalo conexo [0, 1], y dado que sus valores son enteros, esta debe ser constante. Tenemos

£(0,0) = 0, de donde podemos concluir que

f(t,0) = 0 para todo t € [0,1].

Ademas, N N
exp(f(0,x)) = vo(exp(x)), exp(f(1,x)) = r1(exp(x)).

Esto significa que f(0,x) y f(0,y) son levantamientos de los lazos g y 1 respectivamente,
y luego

degyo = f(0,1), degyi = f(1,1).
Notamos que

exp(F(t,1)) = h(t,exp(1)) = h(t,1) = 1,

asi que f(t,1) € Z. De nuevo, se tiene una aplicacién continua ¢ — f(t,1) definida sobre el
intervalo conexo [0, 1] que toma valores enteros, entonces es constante. En particular,

deg 7o = f(0,1) = f(1,1) = deg 71,
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E.2. PRUEBA DEL TEOREMA

E.1.7. Comentario. De hecho, se puede probar que si degyy = deg 1, entonces entre los
lazos ¢ y 71 hay una homotopia. Sin embargo, no lo vamos a necesitar en la prueba de
abajo.

E.1.8. Comentario. Para una curva 7: §! — C\ {0} se puede definir el grado (también
conocido como el indice o niimero de rotacién) mediante la integral

1 dz
degr =755 f 2

Con esta definicién, para deducir que degy € Z y deg v es invariante respecto a homotopia,
se usa la férmula integral de Cauchy. Véase por ejemplo [Lan1999, Chapter III] para los
detalles.

E.2 Prueba del teorema
Consideremos un polinomio complejo
f=2"4a,12" V' +a, 22" 2+ - +ajz+ap.
Asumamos que f no tiene raices: f(z) # 0 para ningtin z € C. Definamos un lazo

q: 8! — gl
_, ) 1f()]

f@I f)
Para t € [0,1] pongamos

flz/e)e |f(1/1) ¢

l’ll(f,Z) = |f(Z/t)t”| f(l/t)t”' t#0,

t=0.

Notamos que
limhy(t,z) = 2"
tg% 1( /Z) z
y
hi(1,z) = 7(z),

asi que h1: [0,1] — S! es una aplicacién continua que define una homotopia entre el lazo
z — z" y . Entonces,
degy = deg(z — z") = n.

Por otro lado, podemos definir

=
N
PN
:0-

N
S~—

I
-
—~

-

N
N~—
—~

-
-

Tenemos



APENDICE E. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

asi que h, define una homotopia entre el lazo constante z — 1y v, asi que
degy = 0.

Entonces, si n > 0, tendrfamos una contradiccién. Podemos concluir que todo polinomio
complejo no constante debe tener una raiz. |
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invariante, 164
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conmutador, 147

de torsioén, 120
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derivado, 147
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maximo divisible, 145
normal, 133
propio, 45
sucesion exacta, 202
corta, 186
escindida, 190
suma
de ideales, 224

tipo de ciclo, 27
teorema
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de Abel-Ruffini, 150
de Cayley—Hamilton, 424
de Euler, 126
de Lagrange, 125
de las raices racionales, 323
de Mertens, 350
de Mordell-Weil, 198
del elemento primitivo, 366
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fundamental de la aritmética, 413
fundamental del algebra, 431
pequefio de Fermat, 60, 126
primer de isomorfia
para anillos, 230
para grupos, 141
segundo de isomorfia
para anillos, 231
para grupos, 144
tercer de isomorfia
para anillos, 232
para grupos, 144
transformacion de Mobius, 162
transposicién, 24
traza, 351
de endomorfismo, 422

unién disjunta, 11
unidad
en un anillo, 72

valor absoluto p-adico, 93
valuacién p-adica, 92, 300, 412
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