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Prélogo

Al iniciar sus estudios de Geometria con Euclides, uno de sus alumnos,
en cuento aprendid la primera de sus proposiciones, le prequntd. "¢Qué
sacaré con saber esto?". Entonces Euclides llamé a su esclavo y le dijo:
'Dadle tres monedas, pues, segun dice, todo lo que aprende debe
rendir un beneficio." (Estobeo)

La creatividad matematica no es privilegio de ninguna cultura ni civilizacion en
particular y tampoco corresponde a ninguna época. La influencia, importancia y
el papel relevante de la matematica en nuestra sociedad fue en constante
crecimiento en especial por el gran aumento de sus aplicaciones. Podemos decir
que la mateméatica esta presente en casi todas las actividades humanas. Su
presencia en la vida cotidiana de la mayoria de las personas es constante. La
universalidad de la matematica hace que hoy resulte indispensable en las
ciencias de la naturaleza, ciencias sociales y ciencias econdémicas. La
comprension del mundo actual con sus avances tecnolégicos y la gran cantidad
de informacién hace necesario familiarizarse con ciertas nociones matematicas.

La construccion del conocimiento matematico implica flexibilidad y movilidad.
Sabemos que es importante desarrollar una forma de conocimiento a través de la
cual se organice informacion, se resuelvan problemas, se interprete la realidad y
se tomen decisiones. Como docentes debemos ser reflexivos y analiticos en la
seleccion y aplicacién de contenidos y desarrollarlos desde distintos enfoques.
Las historias e ideas del pasado son muy ricas en matematica.

Las nuevas ideas y tendencias en Educacién Matematica estan centradas en
el desarrollo de una disciplina que permita a los alumnos apropiarse del
conocimiento matematico fomentando la autonomia de pensamiento, la
capacidad de aprender matematicamente, de razonar, elaborar conclusiones,
generalizar, demostrar, descartar y elaborar conclusiones.

Decidimos generar esta nueva obra como desprendimiento de nuestro primer
trabajo "Matematica Basica" después de compartir muchos afos de experiencia
aulica. Si bien los escribimos pensando en nuestros estudiantes, alumnos de
Ingenieria Agrondmica de la Facultad de Ciencias Agrarias de la Universidad
Nacional del Litoral, consideramos que resulta un material también interesante
para docentes y estudiantes de los primeros niveles de las carreras de grado y
para docentes del polimodal. Nuestro objetivo no es hacer de ellos expertos en
matematica sino que buscamos hacerlos sentir comodos en un ambiente donde
cada vez se hace mas importante lograr trabajar con la matematica de manera
dinamica y valerse de sus contenidos y técnicas para resolver los problemas que
se presentan en el area de la especialidad. Pretendemos que descubran el
inmenso potencial de la mateméatica teniendo en cuenta sus propios valores y su
caracter instrumental.

Presentamos los contenidos basicos y métodos de la geometria con énfasis
en su aplicacion en la resolucion de problemas del campo de la administracion,
economia, biologia y ciencias sociales. Los temas desarrollados corresponden a
vectores en el plano y el espacio, coordenadas cartesianas y polares, recta en el
plano, conicas, plano y recta en el espacio. Para la realizacién de este trabajo
tuvimos en cuenta que el estudiante no aprende matematica si sélo maneja
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simbolos y técnicas de resolucion. Teniendo en cuenta la valoracion de la
matematica como disciplina para resolver problemas, se torna absolutamente
necesario que maneje con facilidad el lenguaje matematico. Para los futuros
profesionales es fundamental la resolucion de problemas durante su periodo de
formacion y, en especial, durante su educacion matematica a fin de contribuir en
el desarrollo de sus capacidades.

Comprometidas en ayudar a desarrollar un pensamiento matematico, estamos
convencidas de que este libro constituye en aporte para la educacion
matematica de nuestros jovenes. Respeta criterios pedagogicos y didacticos
tendientes a una forma de aprendizaje amena y accesible con abundantes
ejemplos, contempla y busca dar respuestas a la problematica de la motivacion,
intentando vencer el desafio de despertar el entusiasmo para estudiar
matematica en alumnos de carreras no matematicas, la construccion del
conocimiento, integracién de contenidos y aplicaciones y la resolucién de
problemas.

CARACTERISTICAS DE LA OBRA
Alo largo de la misma se tuvieron en cuenta los siguientes aspectos:

e | 0s nuevos conceptos se presentan por medio de ejemplos que generan la
necesidad de desarrollar nuevas técnicas.

e Un enfoque donde se desarrolla el concepto mateméatico para después
reforzarlo con las aplicaciones.

e Un énfasis especial en la comunicacion verbal de los conceptos
matematicos mediante la traduccién del lenguaje coloquial al lenguaje
matematico y viceversa.

e Un cuidado especial en las explicaciones de los conceptos mas dificiles
teniendo en cuenta la necesidad de aplicar distintos caminos segun el grado
de dificultad. Se trata de guiar el proceso de pensamiento del alumno hacia
la meta propuesta, trabajar en forma intuitiva una idea para después
formalizarla tratando de salvar todos los obstaculos.

e Presentacion de la teorfa con rigurosidad y precisidon. En muchos casos, a fin
de ganar en claridad, se presentan discusiones intuitivas informales.

e Motivacion del alumno a través de valorar la necesidad de saber mateméatica
para, mediante la resolucién de problemas, enfrentarse a la futura vida
profesional.

e Una gran cantidad y amplia variedad de aplicaciones y problemas para que
los estudiantes asuman la utilizacion de todos los contenidos matematicos
que estan aprendiendo.

e Utilizacion de representaciones graficas convencidas de que quienes se
enfrentan por primera vez a grandes desafios matematicos tienen
dificultades vy, sin embargo, el uso de los graficos logra un efecto muy
importante en la construccion del conocimiento.

e Uso del lenguaje grafico, numérico y algebraico de manera indistinta.

ORGANIZACION DE LA OBRA

En el desarrollo de los capitulos se incluyen las explicaciones tedricas con
abundantes ejemplos y desarrollo de aplicaciones en el campo de la fisica,
ingenierfa, biologia, economia, ciencias sociales, ecologia, quimica,
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administracion y ciencias naturales. Se presenta una gran cantidad de ejemplos y

problemas resueltos a fin de que el alumno observe distintos detalles que

aparecen en los mismos y que constituyen su quehacer matematico. Estan
considerados de manera gradual, segun las dificultades. En primer lugar
aparecen ejemplos rutinarios para adquirir destrezas, principalmente desde el
punto de vista de la operatoria y, en un paso posterior, los de mayor dificultad.

En los mismos se presentan ademas:

e Ejercicios de aplicacion del nuevo concepto desarrollado. Aparecen todas
las respuestas de manera inmediata a fin de fijar los contenidos y poder
avanzar con el desarrollo del tema.

e Ejercicios integradores de un tema. Estan organizados segun los
diferentes temas que se presentan en cada capitulo. Se incluyen las
respuestas de todos al final del libro.

e Ejercicios de repaso de cada uno de los capitulos. Se incluyen guias que
relinen nuMerosos ejercicios cuyas respuestas figuran al final del libro.

e Problemas de aplicacion. Se incluyen problemas de aplicacién de los
diferentes contenidos. Los mismos estan organizados por temas y por
capitulo. Las respuestas se enuncian al final del libro.

e Pruebas de opcién miiltiple y autoevaluaciones para que, segun los
diferentes temas y capitulos el alumno compruebe cémo avanza en la
adquisicion de los conocimientos. Estan integradas por novedosos
enunciados y las respuestas se encuentran al final del libro.

e Guias de estudio referidas a funciones donde se hace hincapié en las
representaciones graficas y en el uso de la computadora como herramienta
fundamental para la elaboracién de conclusiones.

e Guias de estudio de teoria referidas a los distintos contenidos de Vectores
y Geometria Analitica.

Como reflexion final compartimos un pérrafo que la Dra. Marfa Rosa Farfan
Méarquez escribid en 1997 en su libro Ingenierfa Didactica: Un estudio de la
variacion y el cambio que dice "Como educadores, no podemos enfrentar a los
novicios ante un discurso finamente pulido, impecable, elegante (segun los
canones), producto de la conformacion de la comunidad cientifica, pero que
oculta las ideas germinales, los andamiajes mentales que el sujeto construye para
acceder a las nociones de un concepto; en suma, los procesos y fendmenos
Subyacentes a la construccion del pensamiento matematico, sin el cual no
pueden formarse en el individuo las habilidades mentales que lo posibiliten para
generar un nuevo conocimiento, y no solo el conocimiento matematico" ... "la
tradicién educativa confunde el rigor propio de la matematica, con el rigorismo de
su ensefianza y, en esa medida, no contribuye a la formacion real de los
estudiantes; por el contrario, redunda en el fracaso escolar que hoy padecemos."

LAS AUTORAS
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Geometria Analitica

1. VECTORES EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO

1.1 Vectores geométricos.

1.2 Operaciones entre vectores.

1.3 Descomposicion de vectores.

1.4 Operaciones con vectores en funcion

de sus componentes.

Mientras el algebra y la geometria tomaron caminos distintos,
su avance fue lento y sus aplicaciones limitadas. Pero cuando
las dos ciencias se complementaron, se contagiaron una a la
otra de vitalidad, y de ahi en adelante marcharon con ritmo
rapido hacia la perfeccion.

Joseph-Louis Lagrange



Geometria Analitica

1.1 Vectores geométricos

El estudio de los vectores es uno de los desarrollos de la matematica que
provienen de la fisica. En esta ciencia se distingue entre magnitudes escalares y
magnitudes vectoriales. Se consideran magnitudes vectoriales aquellas en las
que, de alguna manera, influyen la direccion y el sentido en que se aplican.
Cuando se plantea un movimiento no basta decir cuanto se ha desplazado el
moévil, sino que es preciso decir también en qué direccion y sentido ha tenido
lugar el movimiento. Por esto la idea de vector surge de forma natural cuando es
preciso indicar la direccién, el sentido y la intensidad de, por ejemplo, una
fuerza, la velocidad de un movil o del viento. Hacia fines del siglo XVIII,
Lagrange aritmetiza la fisica descomponiendo una fuerza segun otras tres y
Gauss suma geométricamente vectores. Aunque el estudio matematico de los
vectores tardd6 mucho en hacerse formalmente, en la actualidad tiene un gran
interés, sobre todo a partir de los estudios de David Hilbert (1862-1943) y Stefan
Banach (1892-1945), que hicieron uso de la teoria de espacios vectoriales,
aplicandolos a las técnicas del analisis matematico.

La generalizacién del concepto dio origen a nuevas ramas cientificas y nuevas
técnicas. La teoria de vectores resulta hoy indispensable, por ejemplo, en
matematica, fisica y planificaciones econémicas.

Enunciamos a continuacién algunas definiciones importantes para el desarrollo
de este capitulo.

Definicién: En geometria elemental, se define al segmento AB igual al BA y
ademas:

& ! 4 ' !
* T y ¥ T

— - >
AB = AH~BM ful A B H

-

— —
donde AH esla semirrecta de origen en el punto A que contiene a Hy BM la
semirrecta de origen en el punto B que contiene a M.

Definicion: Dados dos puntos A y B, se llama segmento B

_)
orientado AB al segmento que tiene origen en Ay /
extremo en B. iy

%
Definicion: En el espacio geométrico se llama vector al segmento orientado AB,

- -
es decir: v = AB.

El punto A se llama origen del vector mientras
que al punto B se lo conoce como extremo del
mismo.

N
Sostén o direccion del vector v : Es la direccion
de la recta que determinan los extremos.

14



Geometria Analitica

Maoédulo del vector: Es el nUmero real positivo que expresa la distancia entre Ay B.

%

Su notacion es: |AB

Sentido del vector: Es el sentido segun el cual A precede a B. Es el que indica
cual es el origen y el extremo del vector.

Vector nulo: Es todo vector de mddulo cero. Su imagen geométrica es un punto.

N
(El vector nulo no tiene direccion ni sentido). Se indica 0 .

- -
Definicion: Dos vectores u'y v son iguales siy solo sf:

a) ambos tienen médulo cero; o bien,
b) ambos tienen igual direccién, sentido y modulo.

Definicion: Se llama versor a todo vector de médulo uno.

- -
Definicién. Dado un vector u , se llama opuesto de u vy Iy
. _) . .
lo designamos como —u, al vector que tiene igual —

-u
direccion y modulo que u , pero sentido contrario:

EJERCICIO
Observe los vectores definidos graficamente y nombre aquellos que:
a) tienen la misma direccion,

=
b
b) poseen el mismo sentido, 3 ,d_—f"“_a

c) tienen el mismo madulo,

=
d) son iguales. %
— —
c H_E%_‘
S
_:-'—"'_'-'_'-fﬂ

RESPUESTAS
e T S -> o> oS o > oS> o - -
a) a,cyd; byf b) ayd; byf ¢) b,eyf;ayc d)byf

1.2 Operaciones entre vectores
Suma
La suma de dos vectores es otro vector que se obtiene como resultante de la

N
poligonal de dos lados formada por los vectores dados. Se dibuja el vector u y

_)
se traslada la representacion del vector v de manera que su origen coincida
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N
con el extremo de u . El vector suma

W
-> o ) . - —
u + v tiene origen en el origen de u o Iy
 —
- - T+
y extremo en el extremo de v . W

La suma también puede efectuarse a través de la regla del paralelogramo. Se

— -
dibuja un paralelogramo considerando los vectores u y v con un origen comun

- -
y lados del mismo. El vector u + v es el que resulta con origen en el punto

comun y determina la diagonal del paralelogramo.

—
L

<|

Diferencia
La diferencia entre dos vectores es otro vector que se define como

> 5> o -
Uu—-VvV=u+|—-V

La diferencia entre dos vectores
es otro vector que se obtiene
sumando al minuendo el
opuesto del sustraendo.

-

w
—}
[

Producto de un vector por un escalar

- -
El producto de un vector u por un escalar A € R, es otro vector A u que tiene

las siguientes caracteristicas:
N
u

N
a) [hu| =\

o
> - YT
b) Si uz0 y A = 0, los
-

Tl A=l

- . . o, =0
vectores U y A u tienen igual direccion.

N
c) SiA>0 = Au tiene igual

_)
sentido que u .

- -
SiA<0= Au tiene sentido contrario que u .

Observaciones:
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-> o
e SiA=0= Au=0

> -
e Sil=1= Au=u

- -
e SiA=-1= Au=-u

- - -
Ejemplo: Grafique tres vectores cualesquiera a, b y ¢, no paralelosy halle:
- - - - —
a) a+b b)2b- ¢ 4]
—
—
Elijamos los vectores no paralelos: a

- -
a) Para calcular a + b hacemos coincidir el extremo de

- . d )
a con el origen de b, es decir:

El resultado de la suma es un nuevo vector cuyo origen

N
coincide con el origen de a y cuyo extremo con el extremo

%
de b, o sea:

N
b) Para realizar esta operacién debemos hallar primero 2 b .

N
Obtenemos un vector de igual direccion y sentido que b,
pero de modulo doble.

_)
Luego calculamos - c , que es el vector de igual direccion y

a
24

o0
_—

—3
I

El
s

a
a+h

5

- -C
modulo pero de sentido opuestoa ¢ :
i 7 Sy
Para hallar 2b — ¢ le sumamos a 2b el opuesto de
- - - f— _E*
c,o0sea 2b +(-c). Graficamente: 2h
EJERCICIO
Grafique tres vectores cualesquiera, no paralelos, y halle:
-> - - o -
a) a+b b)b-c c) 2a
- 1- -> 11—
d) -3b e)Ec f) a+§c
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Vectores paralelos
Definicién: Dos vectores son paralelos cuando tienen igual direccion.

- -
Propiedad: La condicion necesaria y suficiente para que dos vectores u y v sean

paralelos es que uno de ellos pueda ser expresado como el producto del otro por

- - - -
un ndmero real. u//lve IveR/u=ryv

Versor correspondiente a un vector
Definicién: Se llama versor correspondiente a un vector al vector de igual
direccion y sentido que el dado pero de mddulo 1.

- -
Si v es el vector indicamos con v al versor.

—d -
Segun la propiedad vista para vectores paralelos: 3 h e Rt/ v = hvg .
De aqui, si calculamos el modulo:

— - -
v|=|h]||vo|=h.[vo|=|v|=h
-
heR" Vol="1
- - - = 7 - 7
Reemplazandoen v =hvg resulta: v =|v|vg obien: vy =—
ﬁ
\'

_)
Ejemplo: Dado el vector u de médulo tres, obtenga graficamente su versor.

—
U

_)
El versor, ug , es el vector unitario de igual direccion y sentido T

—
4,

- -
que u . Como u tiene médulo tres, resulta:

EJERCICIOS INTEGRADORES 1.2 OPERACIONES ENTRE VECTORES

-> > o
1) Grafique tres vectores cualesquiera, no paralelos a, by ¢ y halle

18
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> o 1>
3a-c+—=b.
2

- - ->
2) Dados los vectores uy v calcule w si:

—>_—> 1> N NN —>_—> 3
a)w—u+Ev b) w=2v-3u c)w—u+§v
—

_:.,

- — y
U — -
u W

- - -
3) La figura dada es un paralelogramo. Exprese w entérminosde u y v .

4) Grafique un vector cualquiera g y determine una operacion que afecte a
dicho vector de forma tal de obtener:

a) un vector de igual direccion, sentido y modulo la mitad del médulo de
BN
a

b) un vector de igual direccién, sentido contrario y médulo el doble del

_)
modulo de a .

N
¢) igual direccion y el médulo la tercera parte del médulo de a .

1.3 Descomposicion de vectores

Sistema de referencia

Para trabajar en forma analitica con los vectores necesitamos referirlos a un
sistema coordenado. Coordenar significa ordenar respecto de una referencia fija.
a) Sistema coordenado unidimensional o lineal (espacio R1)

Si tenemos una recta y sobre ella fijamos un punto 0 llamado origen, un sentido
positivo y un segmento unidad, formamos un sistema coordenado lineal:

..............
!

0 1 p

Fy
-

La ubicacién de un punto sobre el eje queda determinada por su distancia al
origen. La distancia se toma siempre positiva.
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En un sistema coordenado lineal, a cada punto del eje x le corresponde un
numero real y a su vez, cada nimero real tiene como imagen geométrica un punto
en el eje coordenado. Es decir, existe una correspondencia biunivoca entre los
puntos del eje coordenado lineal y los nimeros reales.

El nimero que da la posicion del punto en el eje numérico se llama abscisa del
punto. Si el punto se encuentra a la derecha del origen, la abscisa es de signo
positivo (+) y si se encuentra a la izquierda, se le asigna el signo negativo (-).

b) Sistema coordenado bidimensional o plano (espacio RZ)

Dos ejes que se cortan determinan un sistema coordenado. Si dichos ejes son
perpendiculares, el sistema se llama ortogonal o rectangular. Si sobre los ejes se
toran iguales segmentos unidad, el sistema se llama ortonormal.

y T Un punto en el plano queda determinado por
F ,
T3 S . 1 (}H- 3'1:' un par ordenado de nimeros reales.
1 El primero, x4, es la abscisa del punto y el
segundo, y1, la ordenada.
. i . Al par ordenado (x4, yq) se lo llama
*y K coordenadas del punto.

Conclusion. Existe una correspondencia biunivoca entre los pares ordenados de
numeros reales y los puntos del plano.

c¢) Sistema coordenado tridimensional 0 espacio (espacio R3)

Si consideramos tres ejes perpendiculares entre si que se cortan en un punto
comun (el origen de coordenadas) y tomamos sobre ellos el mismo segmento
unidad, formamos un sistema coordenado ortonormal. Un punto en el espacio
queda perfectamente determinado por una terna ordenada (x, y, z) de nimeros
reales.

coord. xy 7

iy . z
| plano '
. I .

. coordenado | - oy, 2)
/" plano ¥z : W L \
' coord, : .

! ' abscisa cota
[ b

! plano ¥ ordenada

1

1

1

Versores fundamentales de R® y R®

Veremos las ventajas de algebrizar la geometria y expresaremos los vectores libres
como coordenadas del extremo de un segmento orientado.

Los versores fundamentales son vectores de médulo uno, con origen en el origen
de coordenadas, incluidos en los ejes y cuyo sentido sefala el sentido positivo
sobre los ejes.

20
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EnR®

EnR®

Fs
-
-

Descomposicion canénica de un vector

En R? EnR®
'_lll'n 74
Zql=-
e R Gga) L
AT LA AN
y : — 7
- E Pe v
VA . o iy
NS T} i ¥ T T P ¢
+ KT o
¥
- > > 2 [x - > - - - | X
V=OP1=X1 i+y1 J =|:y1:| V=OP1=X1 i+y1 j+Z1k= Y1
Zq

La descomposicion del vector como suma de dos vectores en la direccion de los
ejes coordenados se llama “descomposicion candnica del vector”.
Debe tenerse en cuenta lo siguiente:

(X1, yq) coordenadas del punto P+ (X1, Y1, z1) coordenadas del punto P+

X1 —> X1 —>
componentes del vector v y1 | componentes del vector v
Y1 24

%
El vector OP; se denomina vector posicion del punto Pq.

EJERCICIOS
1) Represente graficamente los siguientes vectores incluidos en R,

o[ 9L

2) Represente graficamente los siguientes vectores incluidos en RS,

—> i 1—)
b) 2 i €) -3+

21
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2 -2 - - - - -
a)| 1 b)| 0 c)3i-j d)-2j-i+3k
3 2
RESPUESTAS
1)a) b) c) d)
¥y y ¥ Wy
1

.|
|

b)

Componentes de un vector determinado por dos puntos

Sean los puntos P (x4, Y1) Y Po(Xo, Yo).
- > >
Consideramos el punto P(x,, y4).tal que PP, =P,P+PP, .

R Lo R vt
Pero PP =(xp —x1) i y PP, =(y2-v1) i,
luego: ¥y

uego:

ﬁ - - ¥,
P1P2=(X2—X1)i +(y2-v1) _1

] : :
Por lo tanto: |:>—|:>> ={X2 _Xq * T} }%1 }52 I
T2 |y2-yq I

3 - X2 = X4
En R, dados Py(xq, y1,21) Y PoXa, Y2, 20). PP, =| Y2 — Y1
Zo —Z4

22
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EJERCICIOS

%
1) Dados los puntos Ay B, determine las componentes del vector AB.
a) A(-4,-2);B(5, 1) b) A(7,0); B(-5,0)
c) A3, 4,-2);B(5,7,8) d) A(1,-1,2); B(-3,1,1)

2) Halle el valor de a y B para que los puntos A(a, 3) y B(-2, B) determinen el

4 5
vector BA ={ 1]

RESPUESTAS
- [9 - [_12 S |2 .
1)a) AB= b) AB= c) AB=| 3 d) AB=| 2
3 0
10 -1
2)a=3;p=4

Modulo de un vector

El médulo de un vector es el nimero real

¥ positivo que indica la distancia que separa el
| P origen del extremo del mismo.
— H —>
IUI_2> W Sea7:v1_i>+v2 j:|:V1j|.
71 : \
W —* " M . Para calcular su médulo tenemos en cuenta
[ que, en el ftriangulo rectangulo OMP, si

aplicamos el teorema de Pitagoras resulta:

_, 2 2
=+ V1 +V2.

_)
\"

Observacion: el mddulo de un vector vale cero siy sélo si es el vector nulo.

2
EnR :

EnR:

- > 2 - -
V=0 Vvi+v5; =0ovy=0Avy =0 < V=0

—> 2 2 2 - i
V=0 vi+Vv5+v3=0Vvi=0Avy=0Av3=0 < V=0

> o >

N
Ejemplo: Halle el modulo del vector m=3 k-2 j+ i

23
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El mddulo de un vector es la raiz cuadrada positiva de la suma de los cuadrados
de sus componentes, en este caso:

- -
m=y1*+(-2°+3° = |m=+14
3 - - -
Ejemplo: Calcule el médulo y grafique en R”, los vectores a=-i+2k vy
- - - -
b=2j-2k+1i.
-1 1
- -
Las componentes del vector ason| O|ylasde b, | 2], entonces resulta:
2 -2
- 2 2 2
al=y(12+0°+2° =1+ 0+4=45.
- 2 .2 2
bl=y1"+2°+(-2? =\V1+4+4 =0 -3,
Gréaficamente:

- - -
Ejemplo: Sea el vector a =8 i +a j . Determine el valor de o de modo que su

maodulo sea 10. Grafique.

. 2 . ) [2 2
Calculando el médulo de a e igualandolo a 10 resulta: ¥v8 + o =10

Resolviendo: 64 + o® =10° = 0°=100-64 = 0°=36 = o =6, a.=-6
Por lo tanto hay dos posibles vectores que cumplen el requisito solicitado.
- - - -

- -
Ellosson:. b=8i+6j y c=8i-6j.
Gréficamente:

24



Geometria Analitica

v
B oo :
5
8 X
i i
N
EJERCICIOS
1) Determine el médulo de los siguientes vectores:
3
-3 - - -
a){ } b)2i-5] c) -1 d)4k
-2
1
- - — -
2) Calcule el valor de b para que el médulo del vector v =-4i+3 j—-bk sea
seis.
RESPUESTAS

1)2){13  b)v29 )11 d)4 2)b=+11, b=—+11

Modulo de un vector determinado por dos puntos
En Rz, considerando los puntos P4 (x4, Y1) Y Pa(Xo, Yo):

2
P, P, = (xg —x4) 2+ (y2 - y1)

N
Py P, =+\/(X2 —x1f +(yz —y1)?

rs
r

En R, dados los puntos P1(xy, V1, 21) y P2 (Xo, Yo, Zo):
2

_)
=(X2 —X1)2 +(Y2 —Y1)2 +(22 —21)2 =

P, P,

25
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_)

P1 P, =+\/(X2 —x1)? +(y2 —y1)? + (22 - 21 )

N
Ejemplo: Sean los puntos P(1, —1) y Q(-2, 3), obtenga el médulo del vector PQ .

N
En primer lugar hallamos el vector PQ, restando las componentes del punto

, . -2-1 2> -3
extremo con las del punto origen, es decir: PQ = 3 (1) = PQ= 4

El médulo es la raiz cuadrada positiva de las suma de los cuadrados de sus
componentes, o sea:

- —
PQ|=4(-3)%+42 =425 = |PQ|=5

Ejemplo: Sean los puntos P(1, m) y Q(1, 3), determine el valor de m sabiendo

N
que el vector PQ tiene mddulo cinco. Para dicho valor de m grafique el vector.

4 1-1 - 0
Formemos el vector PQ = = PQ= .
3-m 3-m

N
Calculamos el médulo de PQ:

—

PQ|=10° +(3-m) .

Pero dicho médulo debe ser 5, entonces: 402 +(3-m)? =5.

Resolviendo: /0% +(3-m)? =5 = [3-m| =5 = 3-m=5 6 3-m=-5=

m=-2 6 m=38.
Hay dos posibles valores de m,

v+
entonces también hay dos posibles 54
- 0 - 0
vectores: a = y b= : 7
5 -5
Graficamente:
o
-
b
-54
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EJERCICIOS
_)
1) Halle en cada caso el mddulo del vector PQ sabiendo que:
a) P(-2,0,1);Q(8,-1,1) b) P2, 1,-1); Q(-1,2,1)
c) P(-2,0); Q(0, 3) d) P(1, 3) ; Q4, -1)

2) Determine el valor de a para que el médulo del vector de origen M(-4, a) y
extremo N(-3, —1) sea \/ﬁ

RESPUESTAS
1)a)+/26 b) V14 c) V13 d) 5 2)a=2a=-4

Versor correspondiente a un vector

Versor es el vector de mddulo uno de igual direccion y sentido que el vector

- -
dado. Si v es el vector, indicamos con vq al versor.

N -

Segun vimos Vo = v
%
\'%

Trabajando el vector segln sus componentes resulta:

\'

- - 1
1 V1 2 1 3
V. =— nR V. =— \" nR".
\' \'% V3
- - -
Ejemplo: Halle el versor delvector u=1i-2j.

El versor se obtienen dividiendo cada componente del vector por su médulo, es

N
L u
decir: u g e
u
- - - -
En el ejemplo |u :\/12 +(—2)2 =45 . Entonces: u 0 :% i—% j.

Angulos directores y cosenos directores de un vector

Se llaman angulos directores de un vector a los angulos convexos determinados

> o
por dichos vectores y los versores fundamentales (v # 0 ).
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=l

=l

« B e

H kA kA a8 X
o

,,
.
o
=

s
-
-~

—
- L)

- - W - -

Observacion: Conociendo los angulos directores queda determinado el sentido
y la direccién del vector pero no su médulo.

Se llaman cosenos directores de un vector no nulo a los cosenos de sus angulos
directores.

"
1

X

coso =— cosB:y—1

<

rF's
-

Propiedad: La suma de los cuadrados de los cosenos directores de un vector es

igual a uno. En simbolos: cos? o + cos? B=1
2
N
\'%
2 2 2,2
X Yy Xy +Yy
Enefecto:  cos?a+cos?p=— 4+ -1 1 _ =1
2 2 2 2
- - - -
v v v v

EnR% « B, vy son los angulos directores

X z

cos o, = - cosB:y—1 cosy =+
- - -
\" \" \

Entonces: cos? o +cos? B+ cos? y=1

- - -
Ejemplo: Sea el vector m=4 j—3 i . Halle sumoddulo, sus cosenos directores y
sus angulos directores. Grafique.

Sabemos que el moédulo es la raiz cuadrada positiva de la suma de los
cuadrados de sus componentes, entonces:

(ml= (3P +42 Vo116 =+25=5 = |ml=5

El cociente de cada componente por el médulo nos da los cosenos directores, o
sea, los cosenos de los angulos que el vector forma con cada semieje positivo.
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Sea a el angulo que forma con el semieje positivo de abscisas y B, con el
semieje positivo de ordenadas.

_ _ '-III"L
coso=— = o =arccos =3 = 4

5 5 )  EImmmmmmmmmeeeey
o =126° 52’ :

4 4
cosf=—-—= PB=arccos|—| =

5 5 o
_ o ) ” [ E _HH\I ¥
Bp=36" 52 11 3 0 .

EJERCICIOS

1) Determine los angulos y cosenos directores de los siguientes vectores
incluidos en R?:

= -> >

a)3i+2]j b) -2i+j
2) Encuentre los angulos y cosenos directores de los siguientes vectores
incluidos en R®:

-> o> - - -
a) i—-j+k b) -3i+k
- - -
3) Calcule el valor de a'y de b para que el vector v =ai+b j, de mddulo 2,

forme con el eje de las abscisas un angulo de 30°.

RESPUESTAS
1)a) o =33°4124";8=56°18'35";cos a. = i;cosB =

2
V13 V13
b) a =153°26'5"; B =63° 26‘6";005(1:_—2; cosfp=—

V5 V5

—_

2)a)
a=54°44'8"; p=125°15'; y =54°44'8";cos o = i;cosB = _—1;COSy -1

V3 V3 3

b) o =161°33'"; p=90°; y:71°33‘54“;cosoc:_—3; cosfB =0; COSVZL
J10

J10

3)a=+3,b=21

Igualdad entre vectores
Dos vectores dados en funciéon de sus componentes son iguales si 'y solo si son
iguales sus componentes homaologas.
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> —> _u1_ —> V4 —> —>
En R%: Dados y = y v = s Uu=v e

uq Vi
3 - - -> -
EnR” Dados u =|us |y v=|Vol|; u=v <
us V3

Uq =Vy4
Us =V2.
Uq =Vq
Uy =Vo .
Uz =Vg

EJERCICIO

Calcule x para que los vectores dados sean iguales

- [2x+1 - 2> 2
a) u= v=-10j-5i
) {_10} y j
1
> 1> - - 2
b) u:5'+5j y v=| 5
3x -1
RESPUESTA
1
) ) 3

EJERCICIOS INTEGRADORES 1.3 DESCOMPOSICION DE VECTORES

N
1) Determine las componentes del vector v representado graficamente

a) b)

c)
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2) Calcule:
a) el valor de m para que el médulo del vector determinado por P(4, 5, m)

yQ(8, -2, 1) sea V51,

b) el valor de t para que el médulo del vector determinado por los puntos
A5, 6) y B(t, 3) sea 110 .
3) Halle las coordenadas del punto P en el espacio, si su vector posicion forma

con los ejes coordenados angulos iguales y su modulo es tres.

_)
4) Dados los puntos P(-2, 1, 0) y Q(3, -3, 1), obtenga el vectorQPy

represéntelo graficamente.
5) Un vector de mddulo seis forma con el eje x un angulo de 60° y con el eje z un
angulo de 120°. Halle:

a) el angulo que forma con el eje y.

b) sus componentes.

¢) Escriba su expresion candnica.

1.4 Operaciones con vectores en funcién de sus componentes
Suma

5 - - - Uy - - - 2
Dados en R” los vectores y =uq i +Up | = oV =EVeio+Ve o= ,
uz

la suma entre ellos es otro vector de la forma:

-5 o - - - - - 7 Uty
utv=Uqij+Uy | +Vq i +Vo | I(U1+V1)i +(U2+V2)j =
U2+V2
Diferencia
2 - > T g D> vy
Dados en R” los vectores y =uq i +uUy j = ;o V=V +Vy o=
uz V2

- - - -\ - - - - -
R +(-Vj: )y mug T rug | 4 (vq) T (Cvg) ]

Producto de un vector por un escalar

5 = - -
EnR™ u=uqi+uy j; 2eR

- - - - - Auy
Au=MUqj+Uy j|=AUqj +hup j =
XUz
De la misma forma se definen en R°:
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- - - - -
Dados u=uqj+Us j+uzk Yy v

U1+V1 U1—V1 7LU1
- - - - -
u+v=|Ux+Vvy u-—v =|Uy—Vvy Au =|AUg

Uz +Vg Uz —Vg 7\.U3

. > -2 g 3
Ejemplo: Sean los vectores a = y b= AE calcule analiticamente:
- - - -
a) a+3b b) -| b-a
Represente, en cada caso, el vector que obtenga como resultado.

- -
a) Para calcular 3 b se multiplica cada componente de b por 3y resulta:

el

- -
Para hallar la suma a+3 b, se suman las componentes homologas:

R I R R

Gréaficamente:

rF's

o

b) Procediendo de manera similar que en el ejemplo anterior, se obtiene:

oA

Gréaficamente:
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Ejemplo: Dados los vectores =4j-2 halle
analiticamente:
1> - - -
a)—§u+v b) u-3v
-2 0
- -
Escribiendo los vectores como matriz columna obtenemos: u =| 4|y v =|1].
2 1

Planteamos la operacion requerida en cada caso y resolvemos segun las
definiciones.

-2] 1|0 1 |0 1
1—) —> 1
a) ——u+v =——| 4{+[1|=|-2|+|1|=|-1
2 2
2 1 -1 1 0
-2 0 -2| |0 -2
- -
b) u-3v=| 4|-3|1|=| 4|-|3|=| 1
2 1 2| |3 -1
EJERCICIOS
4
- - -> o> - - -
1) Dados los vectores m=3 i+4 j—k, n

-> - -> - - 1 - -
aym+n b)ym-p c) 3m d)En e) 2m-n
> > > o > o5 5 g
2) Dadoslosvectoresa =—4 i+3 j, b=—j+3 i y r =[_7} , calcule
e
el valor de los escalareskymtalesque r =ka+mb
RESPUESTAS
1 -1 9 -1
1)a)|4| b)| 1| c) | 12| d) e)| 8 2)k=-3;m=-2

4 0 -3

N oo

Proyeccion de un vector sobre otro

- -
Llamamaos vector proyeccion de u en la direccién de v y lo indicamos
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 —

d T H
proy_, u, al vector que tiene la misma /
v ; ;
5 i i
direccion que vy se obtiene proyectando : — ¥ T-‘r
perpendicularmente el origen y el extremo P”I'E-’_:-'

- -
de u sobre la direcciéon del vector v .

- -
Se llama proyeccion del vector u sobre el vector v y lo simbolizamos

A

- . . - - -
proy_, u, al numero real que se obtiene con la operacion |u|cos| u, v
v
] - - - -
Propiedades:  proy_,| u+ v |= proy_, u +proy_, v
w W w
- - - -
proy _,| U+ v |= proy_, u +proy_, v
w w w
Angulo entre dos vectores
2 _> _) _.> I.IIII‘L
En R®, dados los vectores y =uq j +uUs j vy y
oY '
- - - 3 —
v =Vq i +Vy j, calcularemos el angulo 6 Y
que ellos forman. T et s e eeeees )
o B L
Hallaremos el coseno de dicho angulo y para
. > 5 > 2T A0, :
ello consideramos y = OP +PQ . 1 = P
0)— W T
N | 1 1
Proyectando estos vectores sobre v, se ik
obtiene:
- - - _ L
proy_,  =proy_, OP + proy_,PQ Yy teniendo en cuenta la definicion de
\" v \"
. - — —
proyeccion: |u|cos6 =|0OP|cos a + [PQ|cosp .
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= \Y \ Uqvq +UsV
ucose:u1—1+u2—2:—11 272
- - -

' Y v

y por lo tanto:

uqvq +UoVo _ Uqvq +UoVo

2 2 [2 2
Uq +Uo.\Vq +Vo

UqVq +UoVy +U3V3 siendo ;’: up |y

us V3

cosO =
N

u

—
|V

uq V4q
3 -
En R”: cos6 = v

=V
- 2
u

N

Nota: La proyeccion de un vector sobre otro se define

N
- |- -> >
proy_, u =(ujcos| u, v
v

A

. = ) UqVq+UyV
Hemos visto que cos| u, v AR AY S

—| [—
uj|v

Reemplazando obtenemos:

A
IO - = 2l UqVq + UV UqVq +UoV
proy_, u =|ul.cos| u, v |= 1 272 _ 171 272
\%

c

—| [— -
uffv \"

= UqV4q +UsV
Por lo tanto, proy , u =—1—1"-272
\"

N
\'

- - - - 3
Ejemplo: Sean los vectores u = j+4 i y v = 4 , calcule:

a) el angulo determinado por los mismos,
- -
b) la proyeccion de u sobre v e interprete graficamente.
- -
v,

a) Para calcular el angulo determinado por los vectores u y se utiliza la

Uqvq4 +UsVo

—| [—
ulf|v

expresion cos 6 =
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4.3 +1.(-4)

_ 8 _ 8
\/42 +12 \/32 +(—4)2 ) ﬁ‘/% ) ﬁ‘/g

El 4ngulo que forman los dos vectores es 6 =67° 9’ 59”

~ 0,38806

cos 0 =

N
b) dado que proy_, u _ UrVq FURV2

\"

, reemplazando segun los datos

proy l—J’ __43+1.(4)_12-4 8 ~ proy Z_g
v J9+16 Y25 5 v 5
EI'I“ b d 8 g
La proy_, u =§ y w es el vector
\
‘ : proyeccion.
X
—
W
[ —
EJERCICIOS
5 -4
- - - -
1) Dados los vectores r =|-2| vy s=| 0| halleproy_, r y proy_, s.
3 1 s r
2) Obtenga el valor de m sabiendo que

- - 'm - > o
mwﬁa=2a=L}yb=-M+4y
b

- - - 2
3) Calcule el angulo que los vectores a y b determinan siendo a = 3 y

- o

N
b=-i+4].

- - -
4) Dado el vector u=3i+4j , halle el angulo que forma con el semigje

positivo de las abscisas.

- -
5) Encuentre el angulo que determinan los vectores s =|-1| y t =| 3]|.

0 1
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RESPUESTAS
1) proy , ¥ =———; proy., s=-1L 2m=-2
s V7 V38 3
3) 0=160°20'46"  4) a.=53"7'48" 5) 0=160° 53’ 36"

Producto escalar de vectores

-> - - -
Dados dos vectores uy v se denomina producto escalar de u y v al nimero

real que se obtiene de la siguiente manera:

- - - -
0 si u=0vv=0
- > A
Uu.v =11
ul{vl.

Trabajando con las componentes:

- -
En R% Sean y :{51} y v :{Vq

2 V2
A
UV =lu 7003(37} T P e Y
= . s = \V|—F——7—=UuUqvVq1 +UyVy
—| |-
ul|v
- >
Porlotanto, u.v =u4qvq+UyVy
U V4
3 - - -
En R™ si u=|up| ¥y v =|Vo|= u.v =UqVq+UgVy +U3V3
us V3
EJERCICIOS
N
1) Determine a. sablendo que:
-3 1 > |4 5|73
a) a y 2 b)a=| 0| v b=| 2
2 -5
-1 5

- = 3 - a - l
2) Sabiendoque a.b =5 a :{ } y b =] 2, calcule el valor de a.
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RESPUESTAS
1)a)-% b) 17 2)a=3

Vectores perpendiculares

- -
Dos vectores u y v son perpendiculares si el angulo que ellos determinan es
- -

%. Lo indicamos u L v .

Propiedad: La condicidon necesaria y suficiente para que dos vectores sean
perpendiculares es que su producto escalar sea nulo.

- >
Demostracion: Sean u y v dos vectores no nulos

A A

- = |o|l> - - - — - >
u-v =|Uul|vll-CoS| u, v =0 & u =0 v Y =0 v cos U,V =0

A

e - o - o
< coslu,v |=0 pues u#0 A v=+0

A A

- > - > T -> -

Pero cos| u,v |=0 < | u,v :Ecuiv

Si los vectores estan dados en funcién de las componentes:

5 = [uq] - [vy e

En R% y = AV = ulv ©u.v=0< uyvy+uyvy =0
V2

3 = | - V1
En R u=[us| A v =|Vy
us | V3
- - - >
ulv © u.v=0< uvyi+usvy +uzvy =0

Ejemplo: Indique si los siguientes pares de vectores son perpendiculares:

- - -5 5 - - -
a) u:§i+k+2j ;v=——_41i+3]
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Recordemos que dos vectores son perpendiculares si su producto escalar es
nulo, entonces:

-> > 3 - -
a) u.v :E'(_4)+2'3+1'0 =-6 + 6 =0. Por lo tanto, los vectores uy v son

perpendiculares.
- -

- =
b) m.p =5(-1)+22+ (-1)1=-5+4-1=-2 Entonces m y p no son
perpendiculares.

- - - - - - -
Ejemplo: Sean los vectores m=3 j—2i+k y p = i+Bk . Halle el valor de

para que resulten perpendiculares. Para el valor de B hallado, grafique ambos
vectores en un mismo sistema.

Dos vectores son perpendiculares si el producto escalar es nulo. Escribiendo los

-2 1
- -
vectores en funcion de sus componentes, resulta m=| 3| y p=|0].
1 p

Planteando el producto escalar y resolviendo:
- - It

m.p=0 = -21+30+1p=0
= = 2+0+B=0 = B=2

Gréaficamente:

Vectores paralelos

- > - o
Yahemosvistoque U // v &3 AeR/u=»xv.

Trabajando ahora los vectores en funcién de sus componentes, resulta:

- - > o
En R% | :[uq y V:[‘\’/;] ul/lv c>u—1=u—2:x; reR.

U4 N V1
u u
En R® u={Us| yv=|Vval; u/lv @—12—2=—3=7\,;7\,ER.
us V3 Vi V2 V3
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La condicién necesaria y suficiente para que dos vectores sean paralelos es que
sus componentes homélogas sean proporcionales.

e Silaconstante A es positiva, los vectores tienen el mismo sentido.
e Sies negativa, tienen sentidos opuestos.

Ejemplo: Determine si los pares de vectores dados son o no paralelos.

- -4 - 2 - - - — > 1> - 8
a)u=| 6 ;V=§i+5k—j b)m——5j+4i+Ek;p:—1O
10 1

Recordemos que dos vectores son paralelos si sus componentes homdlogas son
proporcionales. En los ejemplos resulta:

-4 6 10 - =
a) ¢ - —1 = ?’? como —6 =—6 # 2 los vectores u y v no son paralelos.
3
1
;4 -5 2 1 1 - -
b)i—=——+ ? como —=— , los vectores m son paralelos.
Vg =001 22 y psonp

- -> > - - - - -
Ejemplo: Sean los vectores u=-3 j+i+k y v=—j—k+2i. Halle un

- -
vector paralelo a u+ v , de mddulo dos y de sentido opuesto.

1 2 3

- -
Calculemos u+v=[-3|+|-1|=|-4
1 -1 0

-> -
Un procedimiento para encontrar un vector paralelo a u+ v es calcular el versor

correspondiente.
Para ello se divide cada componente del vector suma por su modulo:

| us vl = 32 +(-4)2 +0%2 =9 +16 \/_ 5.

- - -
Entonces el versorde u+ v es h =

1
5

o N W
|
ocn|4>o1|c.o
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- - =
El vector h es paralelo a u+ v pero tiene médulo 1, entonces multiplicandolo

N
por dos obtenemos el vector del médulo pedido: 2h =2.| -

oulho|w
ouvoou|om

- -
El nuevo vector es paralelo y de mddulo dos pero de igual sentido que u+ v .

Para que resulte de sentido contrario lo multiplicamos por —1.

Por lo tanto el vector buscado es

oullou|o

Se puede observar que si se dividen las componentes homdlogas del vector

hallado y las del vector u+ v , se obtiene A = 5

EJERCICIOS
- -> > -
u v

%
=3i-5] vy i

=10

_)
j+6

1) Determine si los vectores son
perpendiculares. Grafique.

- - = > - - - -
2) Indique si los vectoresu =2 i +5 j+3k y v=-6k-10j+4 i son
paralelos. Grafique.

_)
3) Sean los vectores u , halle o para que

resulten paralelos.

- - - -
4) Encuentre las coordenadas de un vector paraleloa u=2i-3 j++412k de
moddulo dos pero de sentido contrario.

- |la - |-3
5) Dados los vectores u :LJ y v :{ 2} , halle o y B para que sean

paralelos y su producto escalar sea seis.

- - - - - -
6) Sean los vectores u=-2i+5j) y v=ai-2j, determine el valor de a

para que los dos vectores sean perpendiculares. Grafique.

- - - -> o5 o
7) Dados los vectores a=3i+k y b=i-j halle un vector paralelo a

-> -
a-b de moddulo tres.
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- - -
8) Obtenga las componentes de un vector paralelo al vector u =5i+12j de

maodulo tres y de sentido opuesto.

> 5 > -
9) Dado el vector v =3 i +4 j halle un vector paralelo a VvV de igual sentido y

que mida la mitad.

RESPUESTAS
1) No son perpendiculares 2) Los vectores son paralelos
vt 24
10f---------
l =
— : U~
U e |
i s 5y
+ i b IFJ' """""" - _.-_1
3 G L2
f i ¥
-_--5 I -y
4 > o 8 18 12
3)025 4)V:g 6 5)0L:—§; =13
~2{12
6) a=-5 6 -6
)v=—|3|, v=—r|-3
7)v = , V= -
Bl B,
- 15
8) v
13|36
' *> E
7 9 v=|2
2

Producto vectorial de vectores

- - - -
Dados dos vectores u y v, definimos producto vectorial de u y v a un nuevo

o - = . - -
vector que indicamos u x v (0 bien u A v) tal que:
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N
— - = - —> — =
a)|uxv|=|ul{vlsen u,v |. e
3
e 1B
b) el vector resultante es perpendiculara u, av, 1N
y también, al plano que ellos determinan. /
NN \

c) el sentido deu Xxves tal que la terna

- = > > _
u,v,uxv | tiene la misma orientacion que _, /.
TP

- > -
i, j,k | (reglade la mano derecha). ¥

-> - -> -
Nota: el producto vectorial no es conmutativo u xv = —| v x u |.

Observacion: La condicion necesaria y suficiente para que dos vectores no
nulos sean paralelos es que su producto vectorial sea el vector nulo.

A

- > o - - —| |- - -
uxv=0 < |uxv|=0 = |ullv].sen| u,Vv |[=0 <

A A
—| - - - - - - - - -
u=0vi|vij=0vsenluv|=0u=0vv=0 v senfu,v|=0 <
- - - - -> -
u=0 v v=0 v ul/lv

Producto vectorial en funcion de las componentes

- | U - |V

3 .
Dados en R™ los vectores y ={us| y v =|vso |, el producto vectorial entre
us V3
_y _y |U2Vgz-—UgVo
ellos es otro vector de componentes: U X vV =| UgVy—U4yV3
UqVo —UoV4

Observacion: el producto vectorial se puede obtener mediante el desarrollo del
- 2 o

5o |0k
siguiente determinante: u x v =|uy up ug
Vi V2 V3
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Ejemplo: Determine las componentes de un vector perpendicular a los vectores

- > > - > o> >

m=—-j+3k vy p=2i-k+j.

El vector que se obtiene al realizar el producto vectorial entre dos vectores es
perpendicular a cada uno de ellos. Entonces para encontrar el vector pedido se
debe calcular el producto vectorial entre los vectores dados.

> o5 o

. i j Kk

mxp=| 0 -1 3| .Resolviendo por Sarrus resulta:
2 1 -1

- - > o - o e > > >
mxp=|i+6j|-|-2k+3i |=i+6]j+2k-3i=-2i+6]+2k.

- - -
El vector hallado, u , es perpendicular a m y a p pero de un sentido y de un

N
maodulo determinado. También lo sera cualquier vector paralelo a u . Por ello el

N
vector buscado es de la forma f u , siendo B un nlimero real.
Es decir, el vector buscado es , B € R.

N
Ejemplo: Sean los vectores r = -k , halle las componentes
de un vector perpendiculara r ya a de médulo seis.

El vector que buscamos es :

- > -
i j kK
- - - - - - - -
rxa=| 1 -1 2 =[|+k]—(2|—]}=—|+]+k
o 1 -1
- - o> -
Al vector obtenido llamémoslo p = — i+ j+ k. Sumaddulo es NEY

Para obtener un vector de modulo seis, debemos hallar su versor y luego

o
o
Slo

Slosle

multiplicarlo por 6:

ol
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-
osuopuesto—u = |-

N
Los vectores buscados pueden ser u =

®$||®$||®

Sl

N
Verifiquemos que son perpendiculares a r y a a realizando los corres-
pondientes productos escalares:

Y. 84,6 4,8, 6 6 12 4
| f V3 V3 3 V3 V3

- - 6 6

u.a = =0.

6 12

FUETE R
BT e ey
)

3 io[%]1[% 5.8 o

7

N
Il
(2}

w
w

Calculemos los moédulos:

L ERCECIREER

Como los médulos de vectores opuestos son iguales concluimos que

‘—>

-

—ul=6.

Interpretacion geométrica del producto vectorial
El médulo del producto vectorial de dos vectores coincide con el éarea del
paralelogramo que tiene por lados dichos vectores.

C Area del paralelogramo ABCD = b.h,

pero h=|vy|sen6. Luego, el area del
- |-
Ei paralelogramo ABCD = |y||v|sen6
) , - >
Es decir, el area del paralelogramo ABCD = |y X v

11 -
~luXv

Area triangulo ABD = >
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Ejemplo: Calcule el area del paralelogramo determinado por los vectores

w

- -

u=|-2|yvs=
5

O A

> o >
i

- —> J k - - - - - - -
uxv=l1-2 5=k+15j |-|-6k+5i |=-5i+15 j+7k.
3 10

Calculando el médulo del vector obtenido:

- -
| Uuxvl=(-5)2 +152 +72 =25+ 225 + 49 = /299 .

Por lo tanto el &rea del paralelogramo es /299 .

EJERCICIOS
2 3
- -
1) Calcule el producto vectorial entre los vectores u={—-1| vy v =| 2].
1 -1
3
- - - - -
2) Sean los vectores u=2i- j+2k y w=|-1| halle un vector perpendicular
1
- o

a—-uy w perode médulo dos.
3) Determine el area del paralelogramo determinado por los vectores:

2 4
b g
3 9
2
RESPUESTAS
+
g g i
1) —i+5j+7k 2)| = 3) 378

I+

=N =2]0=]N
|| Oooff ©o

4
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Producto mixto

- = >
Dados tres vectores y,v,w (en ese orden), se denomina producto mixto de

- = -
los vectores u,v,w al ndmero real que resulta de efectuar la operacion:

>(> -
U, vXw|.

Producto mixto en funcion de las componentes

uq V4 W4
- - - .
Sean los vectores y =|us |, v =|Vao |, w=| Wy |, el producto mixto resulta:
us V3 W3

U, VvVXW | =|Uo |.| V3W1—-V{W3 =U1(V2W3—V3W2)+U2(V3W1—V1W3)+

_>{_, _j Uy | |VaW3 —V3Wp
us V{Wo —VoW4

+U3(V1W2 —V2W1) .
(= -
U, VXW /| = U{VoW3 —Uq{V3Wo +UoV3W{ —UoV{W3 +U3V{Wo —U3VoW4.

El producto mixto también puede obtenerse desarrollando el determinante:

>(> - Uy Uz U3
Ul VvVXW|=[V4 Vo Vg

Wy Wo Wg

Condiciéon de coplanaridad de tres vectores

Tres vectores son coplanares si estan incluidos en el
mismo plano.

- - -
Los vectores no nulos u, v y w son coplanares si

y sélo si su producto mixto es nulo.

En simbolos:
- - - (> - -> 2> > - - -
u, vy w soncoplanares< u/vxw|=0donde u#0, v0 y w=0
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Condicion de coplanaridad de cuatro puntos

Dados los puntos A, B, C, D, los vectores

> o5 >
AB, AC, AD son coplanares si y sbélo si

> (> >
AB| ACxAD |=0.

BN
Ejemplo: Determine si los vectores a=3i

- - - -
c =2k+2i-j soncoplanares.

Planteamos el producto mixto de los tres vectores:
3 -1 1
> (> -
a{bxc}=—1 0 11=0+1-2)-(0-3+2)=(-1)-(-1)=0
2 -1 2
Como el producto mixto es nulo, concluimos que los tres vectores son
coplanares.

- e -> - - > o o
Ejemplo: Sean los vectores u =2 j— i+5k, V=a j—- Kk y w=4k—- j—i

halle el valor de o de modo que los vectores resulten coplanares.

-1 2 5
El producto mixto debe ser cero y por lo tanto planteamos: | 0 o -1{=0
-1 -1 4
Para resolverlo, aplicamos la regla de Sarrus y obtenemos:
-1 2 5
0 a -1|=(40 +0+2)-(-50 - 1+ 0)=-4a+2+50+1=0+3=0
-1 -1 4

= a =-3. Por lo tanto, para que los vectores sean coplanares, o debe valer —-3.

Interpretacion geométrica del producto mixto
Si tres vectores no son coplanares podemos pensar que estan soportados por
las aristas de un paralelepipedo:
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- >
Volumen = Superficie base . altura = |v xw|.h
>(> -
u.| v Xw
_)
Como h=|proy,_y _\u S , entonces:
X
VAW VXW‘
->(> >
u{vXw
Vol - - >(> -
olumen =|y X w| = v Xw
> - u
v Xw

El valor absoluto del producto mixto es igual al volumen del paralelepipedo
construido sobre los tres vectores.

Ejemplo: Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores
- - - > -5 - - - -

a=j-3k, b—k—J+6I y c=4i+j.

IR 0 1 -3
Planteamos el productomixto a|bxc =6 -1 1
4 1 0

Resolvemos el determinante aplicando la regla de Sarrus y resulta:
0o 1 -3
6 -1 11=0-18+4)-(12+0+0)=-14-12=-26.
4 1 0

En consecuencia el volumen es | —26] = 26.
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- 3 - -
Ejemplo: Sean los vectores a =|-1|, b=3j-21i y
4

valor de B para que el volumen del paralelepipedo que ellos determinan sea 35.

_)
-k . Halle el

Planteamos el producto mixto y resolvemos por Sarrus:

BV 3 -1 4
albxc|=|-2 3 0|=(-9-16+0)-(12B+0-2)= —25—- 128 + 2
B2 -1

>(> -
a/bxc |=-23-12p.

El valor absoluto de este producto mixto es el volumen del paralelepipedo
determinado por los vectores. Por lo tanto:

~23-123-35=-12p =58 = Bz_%
|-23- 12| =35 =

-23-12=-35=-123=-12 = =1

Existen dos valores de B que cumplen el requisito pedido: B = —% , Bp=1.
EJERCICIOS
1) Calcule el producto mixto entre los siguientes vectores:
1 -2
- - - -> - -
a=|-2 b=| 4 c=—-k+ j+2i
-3 -1
6
- - - - - -
2) Determine si los vectores u=| 1;v=-2j-4i+3k yw=|3]| son
-6 5
coplanares.
O S e e
3) Sean los  vectores u=i+2j+xk v=i+Kk y

> o> >
w=- i+ j+3 Kk |, halle x sabiendo que son coplanares y grafique.

4) Calcule el volumen del paralelepipedo tal que cuatro de sus vértices son los
puntos Pq(-1,1,2); P, (0,2, 3); P3(1,1,1); P4 (-1, 3, 3).
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RESPUESTAS

(> -
1)a.[bch:35 2) Si 3)x=9 4) 4

Combinacion lineal

- > - -
Dados tres vectores a,byc, decimos que a puede escribirse como

- -
combinacion lineal de by ¢ si existen dos nlUmeros reales o y B tales que

- - -
a=ab+pc.

- - - - 3
Ejemplo: Escriba el vector r =7 i —8 j como combinacioén lineal de a = 5
_)
yb=4j-1i.

- - -
Debemos encontrar dos nimeros oy 3 de modo que r =a a+p b . Planteando

7 3 -1
en funcién de las componentes resulta: [ 8} = a[ 2} + ﬁ{ 4} 1.

Resolviendo el miembro derecho queda planteada la igualdad:

7| | 3a-B
{—8} - {—2(”43} '
Dos vectores son iguales si las componentes homologas lo son, es decir:
3o—-p=7
{— 20.+4p=-8
Resolviendo el sistema por el método de sustitucion, se despeja 8 de la primera
ecuacioén y se la reemplaza en la segunda:
3a-B=7 = B=3a-7
—20 +4Ba-7)=-8 = 20+ 120-28=-8 = 10a0=20 = a=2
Sustituyendo el valorde oo en =30 — 7 obtenemos: f=32-7 = f=-1

. - - -
Por lo tanto escribimos r =2a-b .

Para verificar si los valores hallados son correctos reemplazamos en (1) y resulta:

et = L = L
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- - - - = - - > - - -
Ejemplo. Sean los vectores u =5k+2 j—-11i, a=-2i+3k+j, b=3i-k
- — - - - = -

y ¢ =2 j—2k . Escriba al vector u como combinacion linealde a, b y c.

Debemos encontrar tres nimeros «, By & que satisfagan la siguiente igualdad:

-2 3 0 -1
— - - =
oa+pPb+dc =u,esdecir af 1(+B| 0|+ 2|=| 2].
3 -1 -2 5
-2a+3p=-11
Operando resulta el sistema de ecuaciones: a+28=2 normal, no
3a-p-286=5

homogéneo, que lo resolvemos aplicando el teorema de Rouché-Frobenious.

1 0 2 | 2
-2 3 0 i -11 F2 g F2 + 2F1
3 -1 2 i 5 |F3o>F3-3F,
1 0 2 2
0 3 4 -7 |F2—> % Fs
0 1 -8 | -
1 0 2 2
4 7
0 1 3 |73
0 1 -8 | -1 |F3o>F3+F,
1 0 2 | 2
4 | 7
0 1 3 3
20 10
0 0 3 3

El rango de la matriz de los coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada,
por lo tanto, el sistema es compatible. Y ademas dicho rango coincide con el
numero de incégnitas, entonces es determinado.
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o+28=2
El nuevo sistema, equivalente al original, es: {p + i& = —%
20 10
_els5 =X
3 3

. o , , 1
Realizando sustitucion hacia atras resultaque oo =1, =-3y d= 2

Verificamos que dichos ndmeros son los buscados:

-2 3 0 -1 -2 |-9 0 -11
1] 1]+-3. 0+% 2|=| 2|=| 1]+ o]+ 1]=| 2| =
3 -1 -2 5 3 3| |-1 5
-1 -11
2= 2|V
5 5
EJERCICIOS
11
N L
1) Escriba el vector r = 221 como combinacion lineal de los vectores
2

-> -2 = 3
R
> > -

N
2) Exprese el vector a = i+26 j—5 k como combinacion lineal de b =

> o> >

C—2I—k+j yd 2I—14J+2k

RESPUESTAS
- - - - > o> >
1) r=—2u+§v 2) a=3b+c-2d

Segun lo desarrollado, concluimos que los vectores constituyen una herramienta
muy interesante que ademas tiene su definicion algebraica. Es importante
destacar cémo el Algebra colabora con la Geometria, pero es preciso revalorizar
los conceptos geométricos con el objeto de que ésta no sea absorbida por el
Algebra. Ante cada situacién planteada, debemos usar lo que nos resulte méas
conveniente.
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EJERCICIOS INTEGRADORES 1.4 OPERACIONES CON VECTORES EN
FUNCION DE SUS COMPONENTES

- e > 5 - = 2

1) Sean los vectores a=3i+2j;b=-i+2j; c=2i-jen R ylos
-> > o - - - - 3
vectores d 2i+ j+3k ye=5i+4k+2j ,enR ,calcule:

- - - - - -
a) a-2b b) 2c-a c) el versor de (b-c)

- - - — -> - -> -

d) el &ngulo entre dy e e)d+2e f)dxe y exd

- - - - - - - -
2) Dados los vectores a=-5j+3i+4k y b=9i+x j—-4k, encuentre el
valor de x de modo que sean perpendiculares. Para dicho valor de x represente
los vectores.

N

- -
3) Dados los vectores a=|{1|y b = , halle el valor de z de manera tal que

NOopo A

w

sean paralelos. Para dicho valor de z, represente los vectores.
4) Sea el vector determinado por los puntos P(1, 2, -2) y A(4, 1, -2) y el vector

> o >

b—l+]—2k

N
a) Obtenga el vector a de origen P y extremo A.

- -
b) Obtenga las componentes de un vector perpendiculara a ya b, de

médulo 3.
- o -
c) ¢Qué posicidn tiene el vector v =i+3 j+2 k con respecto al hallado
en el item b)?
5) Encuentre un vector de mdédulo 6 que tenga la misma direccién y sentido
- - - -

contrario al vector a = i—-2k+2 j .
6) Halle el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son los vectores
- - - - - -> > - - -

a=i-3j+2k; b=-2k+j;c=2i-].

- - - -
7)a) ¢ Son coplanares los vectores u - j+2 v ==-3i +5 j yw=j-3k?
5 3 .
b) Sean los vectores u =0 |; -2 yw= , determine el valor de x

1
de modo que sean coplanares. Para dicho valor de X, represente los vectores.
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- -
8) Sean P(2, 3); Q(5, 7); R(2, -3) y S(1, 2). Calcule: proy _, RS y proy _, PQ.
PQ RS
- - - - - -
9) Sean los vectores u=3i+4j y v=i+a j, determine el valor de a para

que el &ngulo que forman sea de 45°.

e e T e e e S
10) Dados los vectores a =3 i+k ,b=i-j y c=3i-k+2j halleun
- -
vector perpendicular a b y a [a— c}
e T
11) Dados los vectores b =3 i+ Kk p=i-j , encuentre un versor

- >
paraleloa | b+ p |.

- |[=-2 g B
12) Dados los vectores a = y b= {3} , halle el valor de a y B sabiendo

- - -
que a.b =2 y|a|=+20.
- [a - > -
13) Dados los vectores u {J y v=—j+2 i calcule el valor de a si
%
proy _, v =0,4.

u

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE VECTORES

- -
1) Si a un vector no nulo v se lo multiplica por un escalar A, el vector A v tiene

ﬁ
sentido contrarioal de v si:
a)r=0 b)L <0
c)r>0 d) Ninguna de las anteriores

%
2) Dados los puntos B(6, 5) y A(=2, 3), el médulo del vector AB se obtiene

resolviendo

a) (6 5+3) b) (6 + 2% + (5 3)°
c) \/ 5 3) d) Ninguna de las anteriores
- - -

3) El versor correspondiente al vector u=—4 i+3 j es:
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- 11-4 4
e[ o
- —4 -> 1=
C) ug =- d) ug =—
) uog { 3} ) ug 5{ 3}
- 3 - - -
4) Sean los vectores a ={ 5 y b=3j+2i,lasumadeambos es:

|
ST

- - - -
5) Dados los vectores u = -3 j y v=-4i+6 j, ladiferencia v -u es:

DI M

- > - - = - - - - -
6)Sia=i+k-3j yb=3k-2j-3i,elproductoescalarde ayb es:
a) 10 b) 6 c)?2 d) -6

- ) - - -
7) Sean los vectores a :{ J y b=4j+xi, el valor de x para que los

vectores sean perpendiculares es:
a) -8 b) -2 c)8 d) 2

- - - - X
8) Para que los vectores a=-2j+3i y b = [6} sean paralelos, x debe ser:

a)4 b) 9 c) -9 d) -4
- > - - - =
9)Sia=2i-3j yb=j+3k,entonces axb es:
- - - - - -
a) -9i-6j+2k b) -9i+6 j+2k
- - - - - -
c) -9i+6 j+5k d)9i-6j+8k
- = -
10) El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores a = i- j,
- - - - - -
b=2k-3i y c=-7j+3k es:
a)0 b) 15 c)3 d) 5

GUIA DE ESTUDIO DE TEORIA N° 1: VECTORES EN EL PLANO Y EN EL
ESPACIO

1) Defina:
a) segmento orientado,
b) vector,
c) direccién de un vector,
d) moédulo de un vector,
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e) sentido de un vector.
2) (A qué se llama vector nulo?
3) Defina:
a) vector opuesto,
b) versor,
€) vectores paralelos.
4) ({Cuando dos vectores son iguales?
5) Defina:
a) suma de vectores,
b) diferencia entre dos vectores,
¢) producto de un vector por un escalar.
6) Enuncie y exprese simbolicamente las propiedades que cumple la operacion
suma entre vectores.
7) Enuncie y exprese simbdlicamente la condicidon necesaria y suficiente para
que dos vectores sean paralelos.
8) Defina versor correspondiente a un vector.
9) Deduzca una férmula para calcular el versor correspondiente a un vector.
10) Defina sistema coordenado:
a) unidimensional,
b) bidimensional,
¢) tridimensional.
11) Defina versores fundamentales en R? y RS,
12) (Como se obtienen las componentes de un vector determinado por dos
puntos? Justifique la respuesta.
13) Defina angulos directores de un vector.
14) Defina cosenos directores de un vector.
15) Enuncie y demuestre la relacion entre los cosenos directores de un vector.
16) {Como se calcula el modulo de un vector conocidas sus componentes?
17) Defina igualdad entre vectores dados por sus componentes.
18) Defina:
a) suma,
b) diferencia de dos vectores dados por sus componentes.
19) Defina producto de un escalar por un vector dado por sus componentes.
20) Defina vector proyeccién y proyeccion.
21) Deduzca una férmula para obtener el angulo entre dos vectores.
22) Defina producto escalar de vectores.
23) {Como se realiza el producto escalar entre dos vectores dados por sus
componentes? Justifique la respuesta.
24) (Cuando dos vectores son perpendiculares?
25) Enuncie y demuestre la condicion necesaria y suficiente para que dos
vectores sean perpendiculares.
26) Si los vectores estan en funcion de sus componentes, enuncie y escriba
simbdlicamente la condicion necesaria y suficiente para que sean:
a) paralelos,
b) perpendiculares.
27) Defina producto vectorial entre vectores.
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28) Defina producto vectorial entre vectores dados en funcién de sus
componentes.

29) Enuncie y demuestre la condicién necesaria y suficiente para que dos
vectores sean paralelos (teniendo en cuenta el producto vectorial).

30) ¢Qué representa geométricamente el producto vectorial?

31) Defina producto mixto.

32) Deduzca la expresion del producto mixto mediante sus componentes.

33) Enuncie la condicién necesaria y suficiente de coplanaridad entre cuatro
puntos.

34) Enuncie la condicién necesaria y suficiente de coplanaridad de tres vectores.
35) ¢Cémo se interpreta geométricamente el producto mixto? Justifique la
respuesta.

APLICACIONES DE LOS VECTORES

1) Un nadador quiere atravesar un rio cuya corriente se desplaza en direccion

. km . .
este a una velocidad de 4T' Comienza a nadar en forma perpendicular a la

. . . km .
orilla sur del mismo a una velocidad de GT' La velocidad real del nadador es

la que se obtiene al componer ambas velocidades.
a) Represente mediante vectores las velocidades.
b) Halle el vector velocidad real e indique el médulo y los angulos que
forma con los ejes coordenados.
2) En un sistema de fuerzas, la resultante es la suma de las fuerzas que
intervienen en el mismo.
- -
Halle el médulo de la resultante de dos fuerzas F1y F2 de igual intensidad
aplicadas en un mismo punto cuando tienen:
a) igual direccion e igual sentido,
b) igual direccién y sentido opuesto,
c¢) forman un angulo recto.
3) La equilibrante de un sistema de fuerzas, es aquella fuerza capaz de
contrarrestar la accion de todas. Es la fuerza opuesta a la resultante, de igual
direccion y médulo. Sea el sistema de fuerzas:

vt
.................. 31
Fy ] S .
’ F2 i
1 :
. LR
-2 -1 1 2 3 X
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a) Indique las componentes de cada una.

b) Halle la resultante y la equilibrante analitica y graficamente.

c) Calcule los angulos que forman cada fuerza con la resultante y la
equilibrante.
4) Un sistema de fuerzas esta en equilibrio si su resultante es nula.

Sean las fuerzas:
Wk N

Fy [=v8; a=45°

Fy |=+2; A =135

r's

X Fy [=+2; 5=225°

-

a) Exprese cada fuerza segun sus componentes.
b) Indique si el sistema esta en equilibrio.

— 5 — 1
5) Sean las fuerzas: Fj = | Y Fo = 5

a) Determine el angulo que ellas forman.
b) Obtenga grafica y analiticamente la resultante.
6) Dado el sistema de fuerzas:

Y4
11
Fl F1 b b
-1 1 2 3 4 X
-1
-2 FE
—31 r

Halle:
a) las componentes de cada fuerza.

_)
b) las componentes de una fuerza F3 de modo que el sistema formado

-> o> o
por Fq, Fy y F3 resulte en equilibrio.

- -
7) En la siguiente figura, los vectores u y v representan dos fuerzas que actlian

en distinta direccién y tienen la misma intensidad. ¢De qué manera deben actuar
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estas dos fuerzas para obtener como resultado las fuerzas representadas

] - > -
graficamente por a,by c?

E ) =dl ]

AUTOEVALUACION N2 1: VECTORES EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO

- - - - - -

1) Lasfuerzas Fy=2i-3j y F, =4 j—2 i actlan sobre el punto P. Encuentre
la resultante y la equilibrante. Grafique todas las fuerzas en un mismo sistema
cartesiano y verifique graficamente.

- - - - 4
2) Sean los vectores u=2i+3j y v-= , halle el valor de a para que los
a

vectores sean perpendiculares.

- 4
3) Escriba el vector v :{ J como combinacion lineal de los vectores

- -
u=2j+i

- -> o o
j y w=i-j.

N
4) Encuentre un vector unitario en la direccién de PQ siP(3,—1,2)y Q(-4, 1, 7)
5) Halle el volumen del paralelepipedo determinado por los puntos P(2, 1, —1),
Q(-1,0,2),R(-3, 1, 4) y M(=3, -1, 5).
6) Sean los puntos P (1, =3, 2) y Q (5, -2, z), calcule el o los valores de z para
que el vector que determinan tenga modulo J18 .

- -1 -
7) Dados los vectores u =| al, v =
-1

el o los valores de a para que resulten coplanares.

R

- - -
ai-3jy w=5j-3i-k, determine

60



Geometria Analitica

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO

- > -
1) Grafique tres vectores a , b y ¢ cualesquiera y halle:
- 1~ - -
a)3c b)§ a c)a+b
- - - - 1- -
d) b+2c e) 2b-c f)50+3b
3 -1 1
- - - -
2) Dados los vectores a=| 1|, b=| 0|, c=| 1| yd=|-1| calcule:
-1 -1 2 1
- > -
a) los vectores opuestos de cadauno b) a+b +c¢
- - -> 11— -
c) 2| b-5d d)—b—Ed—Za
- - - -
e) elversorde | b—d f) elanguloentre dyc

-> > o
g) los cosenos directores y los médulos de a,byc .

N

3) Dados los puntos A(3, —2) y B(6, y), determine el vector AB tal que su mddulo
sea cinco e interprete graficamente.

4) El mddulo de un vector es tres y su origen es el punto P(3, 2, 1) y el extremo el
punto Q(5, 3, z). Halle z.

- - 1 - -3
5) Dados los vectores a = e b= 5 yc = N encuentre los nUmeros x

- - -
eytalesque x.a-yb=-c.
6) Un vector de mddulo 4 forma un angulo de 60° con el eje x y un angulo de 45°
conelejey.
a) Halle el valor del angulo y que forma con el eje z.
b) Determine las componentes del vector.

- 5 - -1 - 0
7) Dados los vectores u =|3|, v=|-2|y w=| 3| calcule:
2 5 -2
- -
a) proy_, v y proy_,w,
u u

- -
b) un vector de médulo 2 paraleloa | u+ v |,
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- -
€) un vector paralelo a[v— W] pero de sentido opuesto.

N
u=

— a — 4
8) Dados u :{ 3 } y V= {3} , halle el valor de a para que proy _, 1.
— a v

- |3 - -5
9) Dados los vectores v :{ } y u :{ 0} calcule los valores de x e y de
-y

N
modo que el médulo de v sea \/ﬁ y su producto escalar sea —15.

_)
10) Dado un vector a (en el espacio) de modulo 4 que forma con el eje x un

angulo de 30° y con el eje y un angulo de 60°, determine las componentes de
otro vector de médulo 9 paralelo al vector pero de sentido opuesto.

- - o - - - - - > -
11) Dados los vectores v=2i-3 j,w=4 j+5kyu=3i- j+2k obtenga:
- -
a) las componentes de un vector perpendiculara v ya w,
- -

b) las componentes del versor perpendiculara v y a u,

- -
¢) las componentes de un vector de mddulo tres perpendiculara v ya-—u ,

- -
d) el area del paralelogramo que forman v y w,
- -

e) el area del paralelogramo que forman w y u .
12) Indique si los siguientes vectores son paralelos o perpendiculares. En caso
contrario, calcule el angulo que forman.

3 -9 4 3 2 4
- - - - - -
a) a=|-2|yb=| 6|b)c=|-1lyd=| 5|¢c)e=(-3|yf=|2
1 -3 2 -4 -2 1
2 1
- -
13) Dados los vectores a =| 4|y b =| 2| halle el valor de x tal que:
-2 X
-> - - - -
a)allb b)alb c) proy_, a=2
b
4 3 2
- - -
14) Siendo a=|-2|,b=| -1 yc =|-1]| calcule:
3 -5 5
- - - - > (> -
a) a.b b) axb c) a/bxc

62



Geometria Analitica

> S\ - - -
d) |axc|b e) elmédulodeaxb

15) Determine si los puntos dados en cada caso son coplanares:

a)A(1,1,6) B(2 3,5) C@,4,6) D(2,1,3)

b) A(1,1,2) B(-7,4,-3) C(7,3,5) D(5 8,3)

- - -> > -
16) Dados los vectores a=i+xj—-kyb = 2 j+ | halle el valor de x para que
el area del paralelogramo determinado por ellos sea tres.
- - o> -

17) Calcule el valor de w de manera que los vectores a=2i- j+k,

1
- > > 5> >

b= 2|]yc=wj+3i+5k seancoplanares.
-3

18) Obtenga el area del triangulo determinado por los vectores
- - - - - - -

Vi=—j+i+2k yvyo=3i-4j.
19) Determine el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores

[2] 1 1
- - -
a=|3|,b=|4|yc=|2].
11 5] 3
20) El volumen de un paralelepipedo es 18. Si sus lados son los vectores
1] (2] X
- - -
u=|2|, v=|3|y w=|1]| halle el valor de x.
13 1] 2

21) Calcule el volumen del paralelepipedo sabiendo que cuatro de sus vértices
son los puntos P1(=1, 1, 2); P5(0, 2, 3); P3(1, 1, 1); P4(-1, 3, 3).

- -
22) Exprese los vectores ¢ y d como combinacion lineal de a y b

7 ‘\
LA

=)

7|
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> o> o
23) Escriba los vectores a,b,c,dye como combinacién lineal de los versores
fundamentales:
Vi
—_ [
2
b
M
'\\‘
d T
— — X
! C
e
> (3|2 [-2 - [2]
24) Sean los vectores a = 4 b = 1 y c= 6l Escriba:

a) cada uno de los vectores como combinacion lineal de los versores
fundamentales.

b) el vector a como combinacion linealde b y ¢ .

> |5 > -1 - |0
25) Escriba el vector a ={2} como combinacion lineal de b =[ J y c ={ }
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2. ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANALITICA

2.1 Objeto de la geometria analitica.
2.2 Coordenadas cartesianas.
2.3 Lugares geométricos.

2.4 Coordenadas polares.

Asi, bajo el esquema Descartes-Fermat, los puntos se
convirtieron en parejas de numeros y las curvas en
colecciones de parejas de numeros restringidas a una
ecuacion. Las propiedades de las curvas pudieron deducirse
mediante procesos algebraicos aplicados a las ecuaciones.
Con este desarrollo, la relacion entre nimero y geometria
llegd a ser plena. Los griegos clasicos sepultaron el algebra
en la geometria, pero ahora la geometria quedd eclipsada por
el algebra. Tal y como los matematicos lo expresan, la
geometria fue aritmetizada.

Morris Kline
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2.1 Objeto de la geometria analitica

Los primeros métodos de la geometria analitica se deben a Menecmo
(380 — 320 A.C.), quien llega a plantearse problemas de interseccion de
superficies, aplicando técnicas que, si bien no incluyen todavia las coordenadas,
las llevan ocultas en su tratamiento conceptual.

Algo parecido ocurre con Apolonio de Perga (262 — 190 A.C.), quien demostrd
diversos resultados relacionados con rectas y circunferencias empleando
técnicas similares a las de Menecmo.

El mateméatico parisino Nicole Oresme (1321-1382), obispo de Lisieux, hizo
algunos trabajos haciendo uso de la longitud y la latitud, equivalentes a las
actuales abscisa y ordenada.

La geometria analitica propiamente dicha comienza con los matematicos René
Descartes (1596-1650) y Pierre de Fermat (1601-1665), quienes en sus trabajos
llegan a considerar sistemas de coordenadas, aunque solo admitian
coordenadas positivas. El principal logro de la misma es la transformacion mutua
entre enunciados de tipo geométrico y enunciados de tipo algebraico.

Fermat, en su Introduction to Loci, estudia ya algunas ecuaciones de primer y
segundo grado, con lo que consigue clasificar las rectas y algunas de las coénicas,
siempre con la limitacién que le imponia el no admitir coordenadas negativas.

A principios del siglo XIX, con la construccion de la geometria proyectiva, se dio
un fuerte avance a la geometria analitica.

La geometria analitica estudia la relacién entre los elementos geométricos y los
elementos algebraicos. Propone el estudio de las propiedades de las figuras y la
resolucion de problemas geométricos mediante la aplicacion del algebra y del
analisis matematico. En la resolucién de un problema geométrico podemos
distinguir los siguientes pasos:

a) transformaciéon de un problema geométrico en un problema analftico,

b) resolucion del problema con la ayuda del algebra y el andlisis,

c) interpretacion geométrica de los resultados.

La geometria analitica trata dos problemas fundamentales:

e Dada una ecuacion algebraica interpretarla geométricamente, es decir,
determinar propiedades que permitan construir la figura geométrica que ella
representa.

¢ Dada una figura geométrica o también un conjunto de puntos del plano o el
espacio que gocen de una cierta propiedad, encontrar la ecuacion algebraica
que la represente.

Para la resolucién de los problemas mediante la aplicacion de la Geometria
Analitica debemos referirnos a un sistema coordenado:
e Sistema Coordenado Unidimensional (espacio R, recta)

e Sistema Coordenado bidimensional (espacio RZ, plano)

e Sistema Coordenado Tridimensional (espacio RS, espacio)
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2.2 Coordenadas cartesianas

Distancia entre dos puntos

1) En R": La distancia entre dos puntos en un sistema coordenado lineal se
calcula como el valor absoluto de la diferencia de abscisas.

Datos: P1(x1), Po(x2)
Incégnita: d = distancia entre Py y Po

d =[x1 —xz|=|x2 —xq| P, Py

2) En R%:
Datos: P1(x1, Y1), P2(x2, y2)
Incégnita: d = distancia entre Py y Po

Aplicando el teorema de Pitagoras:
d= +\/(X2 —x1 P +(y2 -y1 )

3) En RS:
Datos: P1(x1, y1, z1), Pa(x2, y2, z2)
Incégnita: d = distancia entre Py y P2

d=+\/(X2 —x1)F +(y2 —yq )P +(za -2

Ejemplo: Determine la distancia entre los puntos P1 (3, -2,4) y Pa (-1,-2, 1).

Empleando la férmula vista con x1 =3,y1 =-2,z1=4,x0=-1,y0=-2, 20 =1

resulta: d = \/(—1—3)2 +(=2-(=2))%2 +(1-4)% =16 +0+9 =25 =5.

La distancia buscada es 5.

Ejemplo: Halle él o los valores de a para que el punto (a, 3) esté a cinco
unidades del punto (-2, —1). Con el valor de a hallado grafique la situacién.

La distancia entre dos puntos P(x4, y1) y Q(xo, y2) se expresa como

2 2
Vxz =x P +(v2 - yi
En nuestro ejemplo la distancia entre P(a, 3) y Q(-2, -1) es 5, es decir:

JE2-aR +(-1-32 =5,
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Resolviendo la ecuacion planteada resulta: 4 + 4a + a® + (-4) 252

a°+4a+4+16-25=0 =  a’+4a-5=0.

Resolviendo la ecuacion obtenemos:

o ~4+4% -41.(-5) —4+36 -4+6

12- 2.1 T2 2

-4+6 -4-6

=1, a =
2

Es decir, que existen dos puntos del plano de ordenada 3 cuya distancia a

(=2, =1) es 5. Dichos puntos son P(1, 3) y R(-5, 3).

Gréficamente:

Los valores posibles de a son a; =

rFs

i

Coordenadas del punto medio de un segmento
Datos: P1(x1, y1, z1), Palxo, Y2, 20) Rt ¥3.23)

Incognita: M(Xm, Yms Zm)

. M Gt ¥ Zy )

Si M es punto medio, entonces: ' T
- - - -

- - Py (g, 49, 2
PM=MP, = PM =5 PP, 104,41, 29

Por lo tanto se debe cumplir:

1 X1 + X
Xm =Xt = (X =X1) | Xm = =52

Xm — X1 X9 — X1 2 2
_ 1 _Y1tYo
Ym=Y1|=5|V2-v1|= ym—y1—5(yz—y1):> Ym ==
Zm —Z4 Zp —Z4 1 zZ4+2z
Zm_z1:E(22_Z1) Zm = 12 2

Ejemplo. Dados los puntos P1(-4, 8, 5) y Ps(2, 1, 3), halle las coordenadas de
Su punto medio.
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Reemplazando en la formula dada considerando xq = -4, y4 =8, 21 =5, xo = 2,

yo=1,2,=3 resulta:

“ _ A4+2 _ _8+1_9 5 _5+3_4
m 2 ) Ym 2 2 m 2 '
Las coordenadas del punto medio son (— 1, g 4) .

EJERCICIOS

1) Calcule la distancia entre los puntos P(-7, 4) y Q(5, —1).

2) Determine las coordenadas del punto medio del segmento que determinan los
puntos Py Q del ejercicio 1.

3) Dados los puntos de coordenadas A(-3, 5) y B(x, —1), halle el valor de x

sabiendo que la longitud del segmento que determinan es \/ﬁ .

4) El extremo de un segmento es el punto P(3, —4). Si su punto medio es M(-1,
1), encuentre las coordenadas del otro extremo.

5) Dados los puntos M(2, —1) y S(5, y), calcule el valor de y de manera tal que la
longitud del segmento que ellos determinan sea 5.

6) Halle el valor de b de maneratal que la distancia que separa los puntos P(b,
7)y Q(-4, 2) sea 13. Para dicho valor de b, encuentre las coordenadas del
punto medio M.

RESPUESTAS

1) 13 2) (—1, %j 3)x=2, x=-8 4) (-5, 6)
9 9

5)y=3, y=-5 6) b=-16, b=8; M(—10, E)‘ M(Z, Ej

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.2 COORDENADAS CARTESIANAS

1) Demuestre que los puntos A2, —2), B(-8, 4), C(5, 3) son vértices de un
triangulo rectangulo. Represente graficamente.

2) Calcule el valor de x e y sabiendo que P(4, y) es el punto medio del segmento
que determinan M(3, —=7) y N(x, 6).

3) La abscisa de un punto es -3 y su distancia al punto P(1, -2) es «/5
Encuentre la ordenada del punto.

4) La distancia del punto P(2, x) a R(5, —1) es la mitad de la distancia a S(-6, 9).
Calcule el valor de la ordenada del punto P.

5) Obtenga el valor de la ordenada de M(1, y) sabiendo que su distancia al
punto A(-1, —3) es el doble que su distancia al origen de coordenadas.
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2.3 Lugares geométricos

Definicién: Se llama asi al conjunto de puntos en R® o R® que cumplen con
ciertas condiciones comunes.

Ejemplo: La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de un punto fijo llamado centro.

Ecuacion del lugar geométrico

Es una ecuaciéon del tipo f(x, y) = 0 (6 f(x, y, 2 = 0) que representa las
condiciones algebraicas que deben cumplir las coordenadas (x, y) (0 (x, y, z)) de
los puntos del lugar geométrico.

De aqui podemos decir:

e todo par (%, y) que satisface f(x, y) = 0, pertenece al lugar geométrico.

e siun punto (x, y) pertenece al lugar geométrico, satisface f(x, y) = 0.

Ejemplo: ¥
2

2 2
rF=x"+y /ﬁ Piy)
Ll .
Foi
x* +y? —r*=0 ecuacion de una ) » }{
circunferencia

Grafica de un lugar geométrico

Estd formada por el conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen la
ecuacion del lugar geométrico.

Para el trazado de la grafica puede tomarse una cantidad de puntos suficientes
tal que las coordenadas de los mismos satisfagan la ecuacion del lugar
geométrico, pero, para facilitarlo, se realiza un estudio previo que permite tener
una idea de la forma de la gréfica, reduciéndose de esta manera la cantidad de
puntos que se necesitan encontrar para trazarla.

Ejemplo. Halle la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de los puntos P (-1, 2) y Q (3, 4). Identifique el lugar geométrico y
grafique.

Debemos encontrar todos los puntos del plano R(x, y) cuya distancia a P sea
igual a su distancia a Q, es decir, que equidisten de P y Q. Entonces planteamos
d(R, P)=d(R, Q).

Calculamos las distancias: dR, P) = \/(— 1-x)? +(2-y)?

(R, Q) = JB-x)2 +(4—y)?
Igualando dichas distancias y resolviendo resulta:
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\/(— 1-x)? +(2-y)P = \/(3 ~x? +(4-y)? , elevando ambos miembros al

cuadrado: (\/(— 1-x)? +(2-y)? )2 = (\/(3 —x)? +(4-y) j

1 +2x+x2+4—4y+y2:9—6x+x2+16—8y+y2
2Xx—4y + 5=-6x-8y + 25
8 +4y-20=0 = 2X+y-5=0

2

El lugar geométrico de los puntos del ¥t
plano que verifican la condicién dada
eslarecta y=-2x + 5.
Graficamente:

\ *
Ejemplo: Encuentre la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano

cuya distancia al punto Q(3, 0) es el doble de la distancia al punto R(-3, 0).

Para hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya distancia a
Q es el doble de la distancia a R, se plantea: d (Q, P) =2.d(R, P).

Jx=3)2 +(y =0 =2/(x—(-3)P + (y -0

2
x2—6x+9+y2: (2. (x+3)2+y2j

X2 —6x + 9 +y2=4(x2 +6x+9 +y2)

X —Bx + 9+ y2—4x2—24><—36—4y2:O

—3x% —3y? —30x—27=0

Dividiendo ambos miembros por (—3) obtenemos X2 + y2 +10x +9 =0, que es
la ecuacion del lugar geométrico buscado.

EJERCICIOS

1) Obtenga la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de los puntos P(3, -1) y Q(2, -5).

2) Halle la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano tales que su
distancia a larecta x =2 es el triple de la distancia al punto P(-1, 1).

3) Determine la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano tales que
su distancia al punto R(2, —2) es la mitad de la distancia al eje de las ordenadas.
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4) Halle la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano tales que la
diferencia de sus distancias a los puntos R(0, 3) y Q(0, —3) se mantiene constante
eiguala4.

5) Obtenga la ecuacion del lugar geométrico de todos los puntos del plano que
equidistan del punto R(1, -2) yde larecta y—-2=0.

RESPUESTAS
1) -2x-8y-19=0 2) 8% + 9y° + 22x— 18y + 14=0

S

3)3° + 4y —16x + 16y + 32=0  4) 4y2—x2:5 5)x>—2x + 1+ 8y=0

Discusion de la ecuacion del lugar geométrico (en R?)
Analizamos los siguientes pasos:

1) Interseccion con los ejes coordenados
a) Interseccion con el eje de abscisas (x)
Hacemos y = 0, reemplazamos en la ecuacién y calculamos él o los valores de x.
b) Interseccion con el gje de ordenadas (y)
Hacemos x = 0, reemplazamos en la ecuacion y calculamos él o los valores de y.
2) Simetrias
a) Con respecto al eje de abscisas
Dos puntos son simétricos con respecto al eje x si el segmento que los une es
perpendicular a dicho eje y ademas éste lo corta en el punto medio.

Pm Xm, Ym) €s el punto medio entonces:
X1+ X2 y1+Y2 T
X =, = —
m 2 ym 2
Pero x4 =Xo =Xq, .
Comoy,, esta sobre el eje x debe ser
Ym=0.

_Y1t¥2
2

P by, )

.

Pl

rs

Ym =0=y1=-y2

R,
Conclusién: la gréfica de un lugar geométrico es simétrica respecto al eje x si al
reemplazar en su ecuacion y por —y, ésta no varia.

b) Con respecto al gje de ordenadas

Dos puntos son simétricos con respecto al eje y si la recta que los une intercepta
al eje en su punto medio y es normal al mismo.
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X X1+ X2 0=x X d

T2 1 =Xy

m 2 P»]':}{»].'!-"»]:' PE(}{E-'E"E}

—y—a
B, ¥ )
+ L]

Ym=% dondeyq=Yys =yn " >

+ X

Conclusion: Si la ecuacion de un lugar geométrico no se altera cuando se
sustituye x por —x, su grafica es simétrica respecto al eje y.

¢) Con respecto al origen de coordenadas
Dos puntos son simétricos respecto al origen de coordenadas, si dicho origen es
el punto medio del segmento que ellos determinan.

'!Ifn.
X4+ X
X == 2 2=0=x1 =% Jo T
+ y =
m:%ZOSWZ—yz Pr B Yim) ¥

Conclusion: Si al sustituir x por —x e y por —y la ecuacién no cambia, su grafica es
simétrica con respecto al origen de coordenadas.

3) Extension de la curva: se determinan intervalos de variacién para los cuales x e
y son valores reales.

a) Extension con respecto al eje de abscisas: dada la ecuacion f(x, y) =0,
se despeja y = f(x) y luego se determina el intervalo real de x para los cuales y es
real.

b) Extension respecto al eje de ordenadas: se expresa f(x,y) =0 como
x =f(y) y se determina el intervalo real de y para los cuales x es real.

4) Trazado de la grafica: en la ecuacion y = f(x) damos valores a X, teniendo en
cuenta la extension y la simetria, y calculamos los valores de y correspondientes.
Los pares hallados, se representan en un sistema coordenado.

Ejemplo: Realice la discusion del lugar geométrico de ecuacion: 4y2 —4x+2=0

Llamemos G a la gréfica de la ecuacion dada.
Interseccién con los ejes

a)Gneex=>y=0, -4x+2=0=x=

A2

N| =
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b) Gneey=x=0, 4y2+2=0:4y2=—2:>y=iwf—% ¢ R, por lo

tanto, no existe intersecciéon con el eje y

Simetrias
a) Respecto al eje x (se realiza la sustitucion y — —y)

4(—y)2 —-4x + 2= 4y2 — 4x +2. Se obtiene la misma ecuacion y por lo tanto la
grafica es simétrica con respecto al eje x.

b) Respecto al gje y (se realiza la sustitucidon x — —x)
4y2 —4(—x) + 2 =% 4y2 — 4x + 2. Al no obtenerse la misma ecuacién, puede
decirse que la grafica no es simétrica con respecto al eje .

¢) Respecto al origen de coordenadas (se realizan las sustituciones x — —x
ey—>-y
4(—y)2 —4(—x) +2= 4y2 — 4x + 2. No se obtiene la misma ecuacion. Por lo tanto,
la grafica no es simétrica con respecto al origen de coordenadas.

Extension
a) Con respecto al gje x: b) Con respecto al eje y:
Escribimos y = f(x) Escribimos x = f(y)
4y2—4><+2=0 4y2—4><+2=0
4y2:4x—2 —4x:—4y2—2

2 1 1 _y2 1
y 2:> y ‘/ 5 )

Para que y tome valores reales, el
radicando deber ser mayor o igual que
cero. Por lo tanto: real, resulta:

1 —0 <Yy < 400

x—120:>x2—
2

Como x existe para todo valor de real de y

Trazado de la grafica
X y L

1 0
2

Fs

NI

| w
I
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EJERCICIOS
1) Dada la curva de ecuacion 2x2 +%y2 =12, determine la extension con

respecto a los ejes coordenados.

2) Dada la curva de ecuacion y2 = 4x + 2 encuentre las intersecciones con los
ejes y simetrias.

3) Dada la curva de ecuacion 2° - y2 — 4 =0 estudie la extension con respecto a

los ejes x e vy, las intersecciones con los ejes coordenados y las simetrias.
Grafique.

RESPUESTAS

1) —@sxs@;—\/gsys\/g "
2) P(—%, oj,@(o, V2)R0, -+2).

Simétrica con respecto al eje x

3) Extension: x < —4/2 0 x> x/E,ye
R. -2 )1 o142 %

F's
-

Interseccion con el eje x: P(ﬁ, 0) vy

Q(=+2,0).
No presenta interseccion con el eje y.
Tiene simetria total. +

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.3 LUGARES GEOMETRICOS

1) En cada inciso halle la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano
que cumplen las condiciones dadas:
a) la distancia al punto P(2, 3) es igual a 5.
b) equidistan de A(1, -2) y B(5, 4).
€) se conservan siempre a dos unidades a la izquierda del eje y.
d) estan siempre a igual distancia de los ejes x e .
e) equidistan de los puntos A(3, 0) y B(0, 3).
f) la diferencia de las distancias a los puntos P(5, 0) y Q(-5, 0) es 8.
2) Realice la discusion de los siguientes lugares geométricos:

a) y*-2x=0 b) x° +y?=9

2.4 Coordenadas polares

Dados en un plano un punto O llamado polo y una semirrecta de origen O
llamada eje polar, elegido un sentido positivo para los angulos vy fijado el
segmento y el angulo unidad, se denomina coordenadas polares de un punto P
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de ese plano a los nimeros reales que simbolizamos py 0y que representan
respectivamente:;
N

p: distancia que separa el punto O del punto P, es decir p= |op

0: angulo cuyos lados son el eje polar y la semirrecta determinada por el punto P
y el polo.

Con la definicion anterior se establece un sistema de
referencia para los puntos del plano.

p: radio vector de P o 3
0: argumento o angulo polar
—0<p< -t —0 <0< +oo Q=7 8
El argumento o angulo polar puede ser positivo o
eje polar

negativo al igual que en trigonometria.
El radio vector es positivo si P se halla sobre el lado terminal de 6 y negativo si
esta sobre el extremo opuesto. Si p es positivo y 0 el angulo positivo menor que
360°, el par de nimeros que determinan la ubicacion del punto en el plano, se
llama par principal de coordenadas.

Secuencia para el trazado de un punto

1) Se traza el angulo polar, teniendo como lado inicial el eje polar positivo. Si- 0
es mayor que cero, el angulo se genera en sentido contrario a las agujas del reloj
y si 6 es menor que cero, en el mismo sentido de giro que las agujas del relo.

2) Si p es mayor que cero, se lo toma a partir del polo sobre el lado terminal del
angulo polar, si p es menor que cero, se lo toma a partir del polo sobre la
prolongacién del lado terminal del angulo polar.

Ejemplo:
PG, 457)

eje polar

o

45 .
0 eje polar Qi-3,30)

Nota: En coordenadas cartesianas, cada punto (x, y) tiene una representacion
Unica. Esto no sucede, en cambio, en coordenadas polares. Por ejemplo, las

coordenadas (p, 0) y (p, 6 + 2m) representan el mismo punto. Otra manera de
obtener distintas representaciones de un punto es usar valores negativos de p.

Asi, las coordenadas (p, 0) y (—p, & + TT) representan el mismo punto.

76



Geometria Analitica

Ejemplo: Dibuje el punto (2,—%7:) y encuentre tres representaciones mas en

coordenadas polares de ese punto considerando —2T < 6 < 2Tt.

A partir de (2,—§nj obtenemos una representacion equivalente si sumamos 2T,

es decir un giro completo, al angulo:

s

Oftras representaciones las obtenemos cambiando p por —p y sumando o
restando & al angulo:

(a-dona31
(ot

Para obtener una mejor visualizacion del punto, al + g
realizar su representacion grafica superponemos el .
sistema de coordenadas polares con el sistema de
coordenadas cartesianas de manera tal que el polo
coincida con el origen (0, 0) y el eje polar con el
semieje positivo de las abscisas.

Fe

N

2
(2-27) |

Transformacion de coordenadas cartesianas a polares

Un mismo punto puede estar referido a distintos sistemas coordenados. Dadas
las coordenadas cartesianas de un punto P nos proponemos determinar las
coordenadas polares del mismo.

S Datos: P(x, y)

¥ L
Incognitas: p, 6/ P(p, 6)
Trabajamos con sistemas superpuestos, es
T . decir, hacemos coincidir el polo con el origen
: de coordenadas y el eje polar con el eje
g x. En la figura queda formado un triangulo
. > - rectangulo.
Podemos definir: cosd = = seno =Y
- p p
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Elevando al cuadrado y sumando miembro a miembro resulta:

2 2 2,2
cosz(9+sen2(9:x—2+y—2 :>1=% = p2 =x? +y2
pm P p
A partir de las igualdades dadas, podemos escribir y=psen 6, x=p cos 6.
Dividiendo miembro a miembro obtenemos:

Yy _ send
X cosf

y

" .

:l:tgezezarctg
X

Resumen: Dado P(x, y) = P(p, 0) es tal que:
o FElradio vector se calcula de laforma p = iwlxz + y2 .
Yy

e Elargumento o angulo polar se calcula teniendo en cuenta que 0 = arctg~ .
X

Ejemplo: Exprese en coordenadas polares el punto A(1, 1) obteniendo dos
representaciones diferentes, 0° < 6 < 360°.

Eneste casox = 1 ey = 1. Por lo tanto el radio vector p es:

p=tyx2+y? =

El angulo 6 = arctg (Xj = arctg Gj =arctg 1.
X

Existen infinitos valores de 6 cuyo arcotangente es uno, pero el enunciado nos
pide 0° <6 < 360°.

Para el par principal de coordenadas elegimos p positivo y 6 T A
debe ser positivo y menor de 360°. N
Como vemos en la figura el punto A es del primer cuadrante

o ' i
por lo tanto el valor de 6 es 45™. 1

El par principal de coordenadas es A (ﬁ , 459).

A,

g
4 ] ¢+ Otra representacion del mismo punto es
-
7 A (=42, 45° + 180°) es decir A (-2, 2259).

-
-

e

Ejemplo: Exprese en coordenadas polares el punto B(5, —5) obteniendo dos
representaciones diferentes, 0° <6 < 360°.
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Obtenemos p y 6 usando las formulas correspondientes: *
p=+452 +(-5)% = +/50 =452 y
-5 + e’/ﬁ\‘ »
0 = arctg [?j = arctg (-1) '
El punto es del cuarto cuadrante, por lo tanto el par -
principal de coordenadas es B (5+/2, 315 °). ¥
) he“% ) Considerando 0° < 0 < 3600, otra representacion es:

B(-5+2,315°-180°) = B(-5+/2 , 135°).

Ejemplo: Escriba las siguientes ecuaciones en coordenadas polares:
2 2
a)x +y —-2x+9=0
b)y+2x-7=0

Hemos visto que:

p2:x2+y2, cosezi = X =p C0sb, senezl = y=psend
p p
Sustituyendo resulta:
a)X2+y2—2X+9=0 = p2—2pCOSO +9=0
b)y+2x-7=0 = psenf+2pcosb-7=0
que son las ecuaciones en coordenadas polares buscadas.

Transformacion de coordenadas polares a cartesianas
Datos: P(p, 0)

¥ Incégnitas: x, y / P(x, y)
VS SR Teniendo en cuenta las mismas
: consideraciones que en el caso anterior
resulta:
t = ; » X
¥ x cosf=— = X=pcoso
p
M senod = y = =
== y =p send
p
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Resumen: Dado P(p, 8) - P(x, y) es tal que:
e Lacoordenada x se calcula resolviendo p cos 0.
e Lacoordenaday del punto se obtiene del producto p sen 6.

Ejemplo: Exprese en coordenadas cartesianas P(—2, 60°) y Q(3, 270°).

La abscisa se obtiene multiplicando el modulo del radio vector por el coseno del
angulo 0 (x = p cos0) y la ordenada, multiplicando el médulo del radio vector por
el seno del mismo angulo (y = p sen 0).

Para P (2, 60°), obtenemos:
x=-2.00s60°=-2.05=-1; y=-2.sen 60° = —2. g -3
-1, -

Entonces, las coordenadas cartesianas de P son (
Para el punto Q(3, 270°) resulta:

x=3.c0s 270°=3.0=0; y = 3.sen 270° = 3.(-1) = -3
Entonces, las coordenadas cartesianas de Q son (0, —3).

Ejemplo: Exprese en coordenadas cartesianas las siguientes ecuaciones:
a)pcosO-2psen-10=0
b) p° - 2pcos @ —8=0

Hemos visto que:

p = x2+y2 = p2:X2+y2;X:pCOSG; y=pseno

Reemplazando, resulta:
a) x—-2y-10=0
b) x° + y? - 2x - 8=0
que son las ecuaciones en coordenadas cartesianas buscadas.

Ejemplo: Dada la ecuaciéon p(sen 6 + cos 0) = 1 expresada en coordenadas
polares, escribala en coordenadas cartesianas. Determine qué tipo de curva
representa y grafique.

Aplicamos propiedad distributiva en la ecuacion dada y reemplazamos:

psen@+pcosf=1= y+x=1= ¥+
y=1-x
El lugar geométrico que describe esta
ecuacion es una recta. ;
Graficamente: \
— ' i y ’
Y=1-x
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EJERCICIOS

1) Represente graficamente los siguientes puntos expresados en coordenadas
polares:

a) P(-3, 45°) b) Q(2, 120°) c) R(-1, 300°)
2) Indique dos representaciones distintas del punto P(-1, 1) en coordenadas
polares considerando 0°< 6 < 360°.

3) Escriba en coordenadas polares P(— %g} considerando 0° < 6 < 360°.
4) Halle las coordenadas polares del punto P(3, - \/§) (0°<6 < 360°).
5) Escriba en coordenadas polares las siguientes ecuaciones:

a)x2+y2=9 b)x2+y2—2x=0
6) Exprese en coordenadas cartesianas:

a) 2p (sen 6 + cos ) = p2 sen’ 0 b) p2(4 sen 0 — 9 cos? 0) = 36
RESPUESTAS
1)a) b) c)

. Qqz,120%) R(-1,300%)
) 4, 120° 300°
B ‘ »
+ J'D r T

Pi-3457 | '

2) P(V2,135°), P[- 2,315

3) P(1, 135%), P(-1, 315%)

a) P,(112,330°), P, (12, 150°)

5)a) p°=9 b) p=2cos 0
6)a) 2y + 2x = y° b) 4y° — 9x° =36

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.4 COORDENADAS POLARES

1) Escriba dos representaciones distintas en coordenadas polares considerando
0° <6 < 360° de los siguientes puntos dados en coordenadas cartesianas:
a) P1(-22 b) P> (4,0) c) P3(0,-4)

2) Halle las coordenadas cartesianas de los siguientes puntos dados en
coordenadas polares:

a) P, (2, 60°) b) P, (-2, 120°) 0) P3(1, %j
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3) Exprese las siguientes ecuaciones en coordenadas polares:
a)x2+y2:2x b)y:><2

4) Exprese las siguientes ecuaciones en coordenadas cartesianas:
a)5-psen6=0 b) p.(2cos 6 — sen0) =0

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE ELEMENTOS DE GEOMETRIA
ANALITICA

1) El segmento determinado por los puntos P(-1, k) y Q(8, —2) tiene longitud 5 si

k esigual a:

a) -5 b) 1 c)-561 d)506-1
2) Las coordenadas del punto medio M del segmento determinado por P(-1, 2) y
Q(5, -4) son:

a) M3, -1) b) M(2, -1) c) M(2, -3) d) M(-2, 1)

3) Uno de los extremos de un segmento es P4(3, —7) y su punto medio es M(—
7, 3). Las coordenadas del otro extremo son:

a) P> (5, 5) b) P, (-2,-2) ¢€)P>(17,-13) d)P5(-17,13)
4) Un punto P del eje de las abscisas que equidista de R(1, 3) y S(8, 4) es:

a) P(5, 0) b) P(0, 5) c) P(-5,0) d) P(0, -5)
5) Un punto T sobre el eje de las ordenadas que equidista de P(-2, 0) y R(4, 6)
es: a) S(4,0) b) S(0, 4) c) S(-4, 0) d) S(0, -4)
6) Considerando angulos polares menores que un giro, las coordenadas polares
de P(-1, 1) son:

a) Py (-v2,45°), P, [V2, 225°) b) P, (V2,45°), P, [-v2,225°)
c) P, (—JE,135°), P, (JE 315°) d) P, (JE,135°), P, (—\/5, 315°)
7) Las coordenadas cartesianas del punto R(4, 150°) son:

a)R2v3,2)  b)R2V3,2) ¢ Rl-2v3,-2) d) (243, - 2]

8) Dada la ecuacion X2 + y2 =4, su expresion en coordenadas polares es:

a) p2 =4 b)p=4 c) p=4cos6 d) p=4send
9) Dada la ecuacion p = 4senf, su expresion en coordenadas cartesianas es:
ayx+y=4 b)x2+y2=4 c)x2+y2=4y d)x2+y2=4x

GUIA DE ESTUDIO DE TEORIA N° 2: COORDENADAS CARTESIANAS Y
POLARES

1) (Qué estudia la geometria analitica”?
2) (Cudles son los problemas fundamentales de la geometria analitica?
3) Deduzca la féormula para calcular la distancia entre dos puntos en:

a) R b) R c) R®
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4) (Cuéles son las coordenadas del punto medio entre dos puntos? ¢Como se
obtienen?

5) ¢Qué entiende por lugar geomeétrico?

6) Defina ecuacion de un lugar geométrico.

7) Defina gréafica de un lugar geométrico.

8) ¢Cuales son los pasos a seguir para realizar la discusion de la ecuacion de un
lugar geométrico? Explique cada uno de ellos.

9) Defina sistema de coordenadas polares.

10) {Como se representa graficamente un punto dado en coordenadas polares?
11) Exprese las relaciones existentes entre las coordenadas cartesianas y las
polares. Deduzca la férmula para pasar de un sistema a otro.

AUTOEVALUACION N2 2. ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANALITICA

1) Deduzca la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan del punto (-1, 5) ydelarecta y—-1=0.
2) Analice la extension y la simetria de la curva 452 — 9y2 = 36.
3) Exprese en coordenadas polares las siguientes ecuaciones:

a)x2—8y:0 b) 5x +y=0 c)2x2+y2—4=0
4) Analice las simetrias, la extension y la interseccion con los ejes coordenados
del lugar geomeétrico cuya ecuacion es X2 + 4y2 —16 =0. Grafique.
5) Halle las coordenadas polares de los siguientes puntos dados en
coordenadas cartesianas:

a) Py (-3, 3) b) P> (2, -6) ¢) P53 (=2, 0)

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPIiTULO

1) Uno de los extremos de un segmento rectilineo de longitud 5 es el punto
P(3, —2). Si la abscisa del otro extremo es 6, calcule su ordenada.
2) Determine sobre los ejes los puntos que equidistan de P(=3, 2) y Q(3, 4).
3) Los vértices de un triangulo rectangulo son los puntos A(1, —2), B(4, —2) y C(4,
2). Halle la longitud de los catetos, de la hipotenusa, el area del triangulo y los
puntos medios de cada uno de sus lados.
4) Dos de los vértices de un triangulo equilatero son los puntos P(-1, 1) y
Q(3, 1). Calcule las coordenadas del tercer vértice y represente graficamente.
5) Uno de los extremos de un segmento es el punto A(7, 8) y su punto medio es
M(4, 3). Encuentre las coordenadas del otro extremo.
6) Determine la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano:

a) que equidistan de los puntos A(-3, 5) y B(7, -9),

b) cuya distancia al punto P(4, 0) es igual a la distancia al eje de las
ordenadas,

¢) cuya distancia al eje de ordenadas disminuida en 3 unidades es igual
al doble de la distancia al eje de las abscisas,
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d) tales que la suma de las distancias a dos puntos fijos P(0, 4) y Q(0, —4)
es 10,

e) tales que su distancia al punto (1, —3) es el doble de su distancia a la
rectay =3,

f) cuya distancia a la recta x = -3 es igual a la distancia al punto P(-1, 2).
7) Realice la discusion de las ecuaciones de los lugares geométricos siguientes:

a) 9 + 4y° =36 b) -4x% + 4y —2=0
8) Halle las coordenadas polares de los siguientes puntos dados en
coordenadas cartesianas, considerando 0° < 6 < 360°:

a) Py (-1, -9) b) P, (3,-+3) ¢) P5(3.2)

d) P4 (0, 1) e) Ps(-1,0)
9) Encuentre las coordenadas cartesianas de los siguientes puntos expresados
en coordenadas polares:

a) P, (4, 30%) b) P, (3, gj &) P (6. 300%

d)P, (2,-%] e) P (5,195° 30

10) Dadas las siguientes ecuaciones en coordenadas cartesianas expréselas en
coordenadas polares:
a)5x—4y +3=0 b)y’=4x ¢)x°+ y° -2y=0 d)xy=2
11) Dadas las siguientes ecuaciones en coordenadas polares expréselas en
coordenadas cartesianas:
a)psenf=-2 b) p=4cos6
C)p(cosO—-senB) =2 d) p—-pcosb=4
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3. RECTA EN EL PLANO

3.1 Ecuacion de la recta.
3.2 Posiciones relativas de dos rectas.

3.3 Familia de rectas.

El gran libro de la Naturaleza se encuentra abierto ante
nuestros ojos y la verdadera filosoffa esta escrita en él... Pero
no podemos leerlo a no ser que primero aprendamos el
lenguaje y los caracteres con los cuales esté escrito... Esta
escrito en lenguaje matematico y los caracteres son
triangulos, circulos y otras figuras geométricas.

Galileo
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3.1 Ecuacion de la recta
Determinacion de la ecuacion de una recta dado un punto que
le pertenece y un vector paralelo a la misma

Sea P un punto cualquiera que pertenece a

T la recta r, Py un punto determinado de la
P -
recta y u un vector paralelo a la misma
%
A (u /).

Para determinar la ecuacion de r es necesario expresar qué condiciones deben
cumplir los puntos P que pertenecen a la recta. Entre Py y P determinamos el

N
vector PyP. Por condiciones de paralelismo entre vectores deducimos que P e r

—> - —> d
< PgP//u < PpP=tu,teR.

> o
La expresion PgP =t u,t R recibe el nombre de ecuacion absoluta de la recta.

Se denomina absoluta pues no esta referida a ningun sistema coordenado.

Si suponemos ahora la recta referida a un sistema cartesiano ortogonal, las
conclusiones son similares.

Datos: Py(xg,yo)

O T | [ﬂ//r

P u=ugi+uzj=
IE'IID """""""""" : i us
: P(x, y) punto genérico de la recta

(representa uno cualquiera de los
puntos der).

'!I|'.iL

Incognita: ecuacion de la recta r tal

r s
=
[0 WA AR ER
=
=
=

%
que Pgery u //r.

Usando las condiciones vectoriales podemos escribir:
- - —> —> - - -
P(x,y) er < OP =0OPy+PyP pero PP // u = PyP=tu,teR
- - - ,
Luego: Per«< OP =0Py+t u,teR. Esta se conoce como ecuacion vectorial

_)
de la recta que contiene al punto P, y es paralela al vector u .
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A partir de la ecuacioén vectorial se puede determinar otra forma de expresar la
ecuacion de la misma recta. Escribiendo los vectores en funcién de sus
componentes resulta:

- - - X0 — - - X
OPO=x0i+ij:{ ]OP:xi+yj:{}
Yo y

- - u [tu
F>0F>=t.u:t{1 = 1}teR
LI2 _tU2

Reemplazando en la ecuacion vectorial se obtiene:

tuq | [ t
{x}:{xo}{m _[*o+ u1}teR.
y] Yol [tua]| [Yo+tup

Teniendo en cuenta la igualdad entre vectores podemos escribir la ecuacion

%
paramétrica de la recta que contiene al punto Py y es paralela al vector u de la

X =Xg +tuy

, teR.
y=Yo +tup

forma {

Si las componentes del vector son no nulas es decir u; # 0y u, # 0, despejando t

t= X—=Xp
o u ) X=X -
podemos escribir 1 e igualando obtenemos XX _¥~Yo que es
=Y Yo Uy uz
uz

la ecuacion cartesiana simétrica o canénica de la recta que contiene al punto Py

_)
y es paralela al vector u .

Los valores uq y Up, que son las componentes del vector direccion, se llaman
también numeros directores.

A partir de la ecuacion simétrica, eliminando los denominadores y operando
algebraicamente, se obtiene: Us(X =Xg) =Ui(Y —Yg) =
UpX — UpXg = Uqy —U1ypg = UpX —Uqy +(=UpXg + UgYg) =0
Si llamamos a = uy, b = —u4, ¢ = Uyyg—UsXg ¥ reemplazamos en la ecuacion

anterior resulta la expresion ax + by + ¢ = 0 que se conoce como ecuacion
cartesiana implicita. A ésta se la llama también ecuacién general de la recta.

Observaciones:

a) La ecuacion cartesiana implicita ax + by + ¢ =0 es una expresion algebraica
racional entera de primer grado con dos variables. Toda expresion de este tipo
representa geométricamente una recta en el plano. Sus soluciones son infinitos
pares de valores.

Cada par corresponde a las coordenadas de un punto que pertenece a la recta.

(x,y) essoluciéonde ax + by + c=0 < P(x,y) €.
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Para obtener las coordenadas de puntos que pertenecen a la recta, le asignamos
valores a x obteniendo asi los correspondientes valores de y.
b) Dos puntos determinan una sola recta a la cual pertenecen.

Ejemplo: Determine la ecuacion de la recta teniendo en cuenta que Pgp(-1, 1) es
- - -
un punto que le pertenece y u=-2i+3j el vector paralelo a la misma.

Grafique.

Hallamos en primer término la ecuacién vectorial de la recta. Si P(x, y) e r, el

vl

- - - -
vector PyP es paraleloa u entonces: PgP =tu , t e R.

Esdam:H}>={x_04q={x+q :>{X+q:4{_2}
y—1 y—1 y-1 3
Por igualdad de vectores
X+1=-2t ;
y—-1=3t

e R , que es la ecuacion

paramétrica de la recta r.
Graficamente:

podemos escribir: {

Fe

De la ecuacién paramétrica obtenida podemos obtener la ecuacién simétrica
despejando de ambas ecuaciones el parametro t y luego igualando:

x+1_t
x+1=-2t _2 x+1 y-1 L, . o
= = ——==——  ecuacion cartesiana simétrica
y—1=3t y=1_, -2 3
3

(o candnica) de larectar.

Nota: teniendo en cuenta los datos, las ecuaciones paramétricas y la forma
simétrica se pueden hallar directamente con la féormula, sin necesidad de pasar
de una a otra.
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EJERCICIOS
1) Determine las componentes de un vector paralelo y las coordenadas de un
. . x=-3-2t . s
punto perteneciente a la recta de ecuacién { T Escriba la ecuacion
y=<c+

simétrica correspondiente a dicha recta.
2) Halle:
a) la ecuacion paramétrica de la recta que es paralela al vector

-
u= ’ y pasa por el punto T(-3, 2).

b) la interseccién de la recta hallada en a) con larecta 3x +y -7 =0.
3) Obtenga:

a) la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por el punto Pg(1, 2) y es

- - -
paralelaa u=—-i+3j.

b) teniendo en cuenta lo obtenido en a), las coordenadas de un punto P
parat=-2.

¢) de acuerdo a la ecuacién a), el valor de t para el punto (-3, 14).

RESPUESTAS
i —
1)u={ }P(3,2>,”3=—y42
2a) *= " tcR pyp[L 11
y=2+t 22
x=1-t
3)a teR b) Py (3, -4 c) t=4
)){y:2+3t e P13, 4) o

Ecuacion de la recta determinada por dos puntos

1 Datos: Po(xo, Yo), P1(x1, y1)
P(x, y) punto genérico de la recta.

|/} CERERRRECIEIERELELD M
o '

: B Incégnita: la ecuacién de la recta r
KN : ":1 talque Pgera Py er.
Yoo et ------ -------- IP = = -

: PNy P(x,y) er < OP = OPg + PyP, pero

‘ I 5 , & >

o }{D }{1 X i POP=tPOP1, teR.

— — -
Se obtiene la expresién OP =OPy+tPyP;, t e R que es la ecuacién vectorial.
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Escribiendo los vectores en funcién de sus componentes:

el =[x > [xq—X
OP = X} , OPy :{ o} , PoP4 :{ ! O} y reemplazando en la forma vectorial
LY Yo Y1=Yo

de la ecuacion resulta:

% X4 — X X X, +1ixq —x
{X}: 0}+t{1 O};teR: =0 §1 0;. lgualando vectores
vl Lyol lyi-vo yl [Yo*+tl1-Yo
x=x0+t(x1—x0)

y=yo +t(y1-vo)

paramétrica de la recta que contiene a los puntos Pq (xg, Yo) Y P1 (X4, y4).

se obtiene: { teR. Esta expresion es la ecuacion

Despejando t de la ecuacion paramétrica e igualando (si xg =Xy Y Yo # Y1):

t= X—XO
X4 —X X=X - . 9 .
1770 - 0o _ ¥Y~Y¥o se obtiene la ecuacién cartesiana
t=Y Yo X1=Xo Y1-Yo
Y1—Yo

canodnica o simétrica de la recta que contiene a Py (Xg, Yo) Y P+ (X1, Y4)-

Nota: Tener en cuenta que deben ser xq #Xg € Y1 # Y.

A partir de la expresion anterior, trabajando algebraicamente resulta:

Y-Yo = M(X -Xg) = (X=X0).(y1—Yo) = (Y = Yo)-(1 = %) =
X4 —Xq
(X =X0)-(Y1=Yo) = (Y = Yo)-(x1 =X) = 0.
Esta expresion también podria obtenerse mediante el desarrollo de cualquiera de
los siguientes determinantes:

x y 1
X —X -
o Y7Yo|_g 0 Xo Yo 1/=0
X1—-Xo ¥Y1—Yo X1 yr 1

Ejemplo. Determine la ecuacion paramétrica, simétrica e implicita de la recta que
pasa por los puntos Q(2, 3) y R(-1, 4).

Para hallar la ecuacién paramétrica tenemos en cuenta la expresion:
{x=xo +1(xq =)

, teR dondexp=2,y5=38,xy=-1,y; =4.
y=Yo +ty1-Yo) 0 0 1 1

. L X
Reemplazando, se obtiene la ecuacion { ,teR.
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X-Xo _ ¥Y~Yo

Para la ecuacion simétrica, reemplazamos en y se obtiene
X4=Xo Y1—Yo
X-2 y-3
-3 1
- >
Observamos que el vector u =-3 i + j es paralelo a la recta hallada.

. . o L, x-2 y-3 L,
Haciendo pasajes de términos en la ecuacion —3 "1 resulta la ecuacion

general implicita: x = 2=-3(y—-3) >x-2=-3y + 9 = x+ 3y—-11=0.

Interpretacion geométrica de los coeficientes de la

ecuacion cartesiana implicita

Dada la ecuacion general o implicita de la recta ax + by + ¢ =0 los valoresay b
se llaman coeficientes y ¢ es el término independiente.

- - - a
Supongamos que el vector n =ai+b j= b es perpendicular a la recta.

- u
Sabemos que si u = { 1} es paralelo a la misma, las componentes del vector
uz

resultan: a=uUs y b =—uj.

- = [a]uy - - - -
n.u=| || "|=auj+bupy =upus+(-uq)up =0 = n.u=0 = nlu
b Us

Conclusién: los coeficientes de la ecuaciéon ax + by + ¢ = 0 son las

- - - -
componentes de un vector n perpendiculara u,ycomo u//r = n Lr.

Ejemplo: Encuentre las componentes de un vector paralelo y de uno
X+3 y-2

perpendicular a la recta de ecuacion 1 2

- -
El vector u= { 2} es paralelo a la recta dada y el vector n= {J es

- -
perpendicular a la misma. En efecto, si resolvemos n . u =
por lo tanto, los vectores son perpendiculares.

-1).2+2.1=0y,

Ejemplo: Halle las componentes de un vector paralelo y de un vector
perpendicular a la recta de ecuacion x + 3y —-2=0.
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1

N
El vector n :{
3

} es perpendicular a la rectay a partir de él podemos asegurar

- -3
que el vector u = { J es paralelo a la misma.

EJERCICIOS

1) Halle la ecuacién explicita de la recta que pasa por P(-1, —=5) y el punto de

. iy x =3t
intersecciéondery:x—y—-1=0 y ry: .
y=-1-2t
2) Obtenga las ecuaciones implicitas de las rectas definidas graficamente:
a) b)
Ve
3..
r ol

3) Escriba la ecuacion simétrica de la recta que pasa por los puntos (2, -5) y
(3, -2).
4) Determine la ecuacion general de la recta que cumple con las siguientes
condiciones:

a) contiene a los puntos (0, =2) y (5, 0).

b) pasa por los puntos [—% 1} y (-1, -1).

RESPUESTAS

1) y=4x-1

2)a)ri:2x+y+2=0; b)ry:4x-3y +5=0

3) x—2=Y*0 o x_3_¥Y*2
3 3

4) a) 2x — 5y —10=0; b) 4x-y +3=0

92



Geometria Analitica

Determinacion de la ecuacion de una recta dado un vector normal
a la misma y un punto que le pertenece
i Datos:

Po(Xo.yo)e r

4 aJ_
n—b r

P(x, y) punto genérico
Incégnita: ecuacion de la recta r si el

_)
punto Pgery el vector n es

-

&
x

0 Xn X X

perpendicular ar.

-

- - - - -
Determinamos el vector PyP y decimos que Per< PpPLn < PyP.n=0.

Esta es la ecuacion vectorial de la recta que contiene al punto Pg(Xg, Yo) ¥ €S

N
perpendicular al vector n .

Si escribimos los vectores en funciébn de las componentes se obtiene:

- X —Xp - |a . .

PoP = oy ; n= b y reemplazando en la ecuacion vectorial resulta lo
—Yo

siguiente:

- X — X a

POP.n=O:{ 0}.{}=0 = X=Xg)a+ (y—ygb=0 =
Y-Yo/ [b

ax—axg + by-byg=0 = ax + by + (-axg—Dbyg) =0.

Si llamamos con ¢ = —axy — byy obtenemos la ecuacion cartesiana o general

implicita de larecta ax + by + c=0.

Definicion: Se llama angulo de inclinacion de una recta al angulo que ella forma
con el semieje positivo de las abscisas.

Definicién: |la pendiente de una recta es el valor de la tangente trigonométrica del
angulo de inclinacion.

Segln estas definiciones, si o es el vy
angulo de inclinacion, entonces la

tangente de dicho é&ngulo es la T
pendiente. En simbolos: m = tgo. Dfw=m
Graficamente:
—
u
" o

rFs
-
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A partir de estos nuevos parametros podemos encontrar otras formas de
ecuaciones de recta.

Ecuacion de una recta conocida su pendiente
y un punto que le pertenece

Partimos de la ecuacion y —yo = 21—Y0 (x —xg ) ; %1 % Xg
X4 —Xp
Pero M=tgoc=meR; oxZ
X1 —=Xp 2

Reemplazando:

Yy —Yo=mX-Xy) eslaecuacion de
la recta que contiene el punto Py 'y
tiene pendiente m.

Observamos que si 'y — yg = mx — mxg
= y=mx + (yg— MXg).

Si designamos con h a la

expresion (yg — mxg), se obtiene y =
mx + h que es la ecuacion explicita
de la recta.

Observacion: El punto P(0, h) pertenece a la recta r. El valor de h representa la
ordenada del punto donde la recta corta al eje de las ordenadas. En la ecuacion
explicita y =mx + h, mesla pendientey h, la ordenada al origen.

Si la recta esté dada en la forma general ax + by + ¢ =0 despejamos la variable

y para llevarla a su forma explicita y=- %x - % ; b=0.
a c
Enestecaso m=- —yh=—- —.
b b
Nota: las rectas paralelas al eje de ordenadas no se pueden expresar en forma

explicita pues o debe ser distinto de g

EJERCICIOS

d —
1) Encuentre la ecuacion general de la recta sabiendo que el vector n :[ 2} es

normal a la mismay el punto (3, —2) le pertenece.
2) Dada larectar : =3x + 5y — 3 = 0, determine las componentes de un vector
perpendicular a la misma y las coordenadas de un punto que le pertenezca.

94



Geometria Analitica

3) Obtenga la ecuacion general de la recta que cumple con las siguientes
condiciones:
1

E ’

b) pasa por la interseccién de las rectas y =2x -3 ey =-x+ 6 y su
pendiente es 1.
4) Halle la ecuacion implicita de la recta de pendiente —4 que pase por el punto
de interseccién de lasrectas 2x +y—-8=0 y 3x -2y + 9=0.
5) Escriba las ecuaciones explicita y paramétrica de la recta que pasa por el

a) contiene al punto (-3, 2) y su pendiente es

punto R(— 2, —%) y forma un angulo de 302 con el eje positivo de las abscisas.

6) Halle la ecuacion explicita de la recta a la que pertenecen el punto P(-1, -5) y

. . x =3t
el punto de interseccién de las rectasr{: x—-y—-1=0 y ro: { 1ot
y - _-1-
7) Encuentre la ecuacién implicita de la ¥t
recta definida graficamente: i .
2
1__
45"
-1 EI/ I
— M
RESPUESTAS
- |-3
1) x+2y+7=0 2)n={ 5}
3a)x-2y+7=0, b)x—y=0 4)4x+y-10=0
\/5 4\/5 -3 x=3t-2
L VT 1 =4x - X—-y—-1=
5)y 3x+ 5 y=\/§t—56)y 4x-17)rp:x-y-1=0

Ecuacion segmentaria de la recta

LI Datos:

e L k: abscisa del punto donde la recta r
corta al eje x. El punto (k, 0) e r.

h: ordenada del punto donde la
rectar corta al eje y.

El punto (0, h) er.
Py (k0 Incognita:
A Fe— FE—— N . X 1/Pok,0)ery P1(0,h) er
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De la ecuacion ——20_ - Y =Y¥0 g0 |2 expresiony - Yo = M(x -Xg)
X1—=Xg Y1-Yo X1 —Xg

Si reemplazamos los puntos que tenemos como datos, obtenemos:

y—Ozg_i(x—k):>y:J%(x—k):>—ky:hx—hk

Como h =0, k=0, por lo tanto h.k = 0. Dividiendo por h.k, resulta:

—_— —+ ==

h k k
Nota: la ecuacion obtenida es valida para rectas que no pasan por el origen.

que es la ecuacion segmentaria de la recta.

Observacion: Si la recta es ax + by + ¢c =0 = ax + by=-¢c =

LLIL AP SR
-¢c -¢ -c =¢
a b

Ejemplo: Determine la ecuacion explicita, segmentaria y cartesiana implicita de la
recta a la que pertenecen los puntos (-4, =3) y (2, 6). Grafique.

La pendiente de la recta conocidos Pq(xq, y1) ¥ Pa(Xo, Yo) que le pertenecen es
_ Y2V

m
X2 —Xq
En nuestro caso P¢(-4, -3), P5(2, 6) y por lo tanto:
6-(3)_9 _3
2-(-4) 6 2

La ecuacion de la recta punto-pendiente es y — y4 = m.(x — X4) donde m es la
pendiente y (X4, Y1) son las coordenadas de un punto que pertenece a la recta.

En consecuencia, considerando el punto P4(—4, -3), la ecuacion buscada es:
3 3
y-(=3)= §(X—(—4)) = y+3= E(X +4)

Aplicando propiedad distributiva y realizando pasaje de términos obtenemos la
ecuacion explicita:

y+3= %x +6 = y= %x + 3, donde % es la pendiente y 3 es la ordenada

al origen.
Para hallar la ecuacion segmentaria agrupamos las variables en el primer

miembro — %x + y = 3. Dividiendo ambos miembros por 3 resulta L2+% =1.

Podemos asegurar que 2 es la longitud del segmento determinado por el origen
de coordenadas y el punto de interseccion de la recta con el semieje negativo de
abscisas y 3 es la longitud del segmento determinado por el origen de
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coordenadas y el punto de interseccion de la recta con el semieje positivo de
ordenadas.

Para obtener la ecuacién cartesiana implicita pasamos todos los términos al
primer miembro: —%x+y—3:0 = -3x +2y-6=0.

La representacion grafica de la recta es:

Fy

EJERCICIOS

1) Halle la ecuacion general de la recta que determina sobre el semieje positivo
de las abscisas un segmento de longitud 3 y sobre el semieje negativo de las
ordenadas un segmento de longitud 2. Grafique.

2) Obtenga la ecuacion general de la recta si las longitudes de los segmentos
que determina sobre el semieje positivo de las abscisas y el semieje negativo de
las ordenadas son 4 y 1, respectivamente. Grafique.

RESPUESTAS
1)2x-3y-6=0 2)x—4y-4=0
1 vt

-
o=

] '

-

Discusion de la ecuacion general de la recta

La ecuacién general permite expresar cualquier recta, cualquiera sea su posicion.
Esto la diferencia de las otras ecuaciones cartesianas que tienen limitacién en su
aplicacion, segun lo siguiente:

L, - X—X -
Ecuacién canénica: =20 - Y~Y0 4onge ug #0, up 20
uq Us
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Ecuacion segmentaria: %+%=1 donde h=0, k=0

9 . u
Ecuacion explicita: y =mx + h = ~2x+h donde ug =0
U1

—Xo _Y—Yo
X1—=Xg Y1—Yo

Ecuacion simétrica: donde X4 # Xg, Y1 # Yo

Estudiaremos las distintas formas en que se presenta la ecuacién general, segun
sea el valor de sus coeficientes y término independiente.

Dada la recta de ecuacion ax + by + ¢ = 0 analizamos la misma segun los
valores de los coeficientes y el término independiente.

Primer Caso:a#0,b#0yc#0; by=—ax—- c= y:—gx—%

- a c
Comparando con la forma explicita es: m= r h=——

b
Segundo Caso:a=0,b=20yc=0 = ax+by=0 = y:—%x recta que pasa

por el origen.
Tercer Caso:a#0,b=c=0 = ax=0= x=0 ecuacion del eje de ordenadas.
Cuarto Caso.a=c=0,b#0 = by=0=y=0 ecuacién del eje de abscisas.

Quinto Caso:a#0,b=0yc#0 = ax+c=0= XZ_% recta paralela al eje

de ordenadas.

Sexto Caso:a=0, bx0yc#0 = by+c=0 = y:—S recta paralela al eje

de abscisas.

Séptimo Caso: a=b =c =0 no existe ecuacion.

EJERCICIOS INTEGRADORES 3.1 ECUACION DE LA RECTA

1) Halle la ecuacién general de la recta que cumple con las siguientes
condiciones y grafiquela:
a) pasa por el origen y el punto (-3, -1),

b) pasa por el punto A(-1, —2) y tiene pendiente %
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¢) pasa por el punto (3, —2) y tiene un angulo de inclinacion a = 135°,
d) pasa por el punto (3, 0) y por el punto de interseccién de las rectas

n:—x+y=-4y r2:y—%x+1=0,

e) pasa por el (-1, =2) y es perpendicular a larectay — 3x =9.
2) Determine:

a) silos puntos (-3, 1)y (- % 3) pertenecen a larecta —2x + y =4,

b) dos puntos de la recta de ecuacion 3x — 2y - 3=0
3) Determine:

a) si los puntos A(6, 3), B(-3,-3) y C(0, —1) estan alineados,

b) el valor de k para que los puntos A(3, -3); B(0, 4) y C(k, —10) estén

alineados.

4) Dadas lasrectasr{: 7x -3y + 2=0;ro:x + 2y =4 =0;r3:x=5

a) represéntelas en un mismo sistema de coordenadas cartesianas
ortogonales expresando cada una en forma explicita,

b) determine las intersecciones con los ejes coordenados,

N
€) encuentre para cada recta un vector normal ny un vector

_)
paralelo u ,

d) demuestre que el punto A(1, 3) pertenece ary y no pertenece aro.
5) Obtenga la ecuacion de la recta a la que pertenecen los puntos dados y
exprésela en forma paramétrica, simétrica, explicita, general y segmentaria.

a) P4(5, -1); Po(2, -2) b) A2, 1); B(-3, 2) c) C(@, -1); D(1, 2)
6) Dadas las ecuacionesax + 2-b)y-23=0y (@a—-1)x + by + 15=0, halle
los valores de a y b para que representen rectas que se intersequen en el punto
2, -3).
7) Determine la ecuacion de la recta que forma sobre el eje x un segmento de
longitud 7 y pasa por el punto de abscisa 4 de larecta 5x + 2y = 30.
8) Las siguientes graficas representan ecuaciones de la formar : ax + by + ¢ =0,
en cada una determine los signos de a, by c.

a) b) c)
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d) e)

g

3.2 Posiciones relativas de dos rectas

Angulo determinado por dos rectas

Dos rectas distintas en un plano que se cortan, determinan dos pares de
angulos opuestos. Un par son angulos agudos y el otro, obtusos. El menor de
estos angulos se denomina angulo entre dos rectas. Para calcularlo utilizamos
conceptos relacionados con los vectores o bien a través de las pendientes.

a) Trabajando con los vectores paralelos a cada una de las rectas.

Dado que los mismos son paralelos a cada una de las rectas calculando el
angulo que determinan estos dos vectores estamos determinando el angulo
entre las rectas.

A - >

%

uq //r N us.u

T = o =uqgup =6 =  cosf=—1"2
|-

U2//I'2 Uq||Us

b) Trabajando con los vectores perpendiculares a cada una de las rectas.

Dado que los mismos son perpendiculares a cada una de las rectas calculando
el angulo que determinan estos dos vectores estamos determinando el angulo
entre las rectas.
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A

r;I)J—H A - =
N = o =Ny No =0
No J_r2

Si escribimos las ecuaciones generales o implicitas de las dos rectas:

i a1
ri:aix+byy+ci=0 = ny= b 1y
1

- a2
ro:asXx+boy+co=0 = ny = b Lro

2
- -
nq.n aias +b4b
Resulta cos8=—1""2 — 192 2 =
- 2 2 2 2
ny| o \/a1 +b1 \/a2+b2
a{ao +b1b2

©=arc cos

2 w2 .2, K2
\/a1 +b1 \/az +b2

¢) Trabajando con las pendientes de cada una de las rectas.
'!Il'a
Datos:

ri:y=mqx+hy;mq=tg o4
ro:y=moX+ho;mo=tg oo

AN
Incégnita: riro =6

A 0
CA CN

-

=

En ABC: a1 +0+B=nt A B+oo=711 = 0=o0ap— aq

tgap —tgay Mo —my =  p-arctg mo —Mmjy

tg 6 =tg (a2 —a1)= =
1+th(,2thL1 1+m2m1 1+m2m1

Nota: De los dos angulos que forman las rectas, salvo que sean
perpendiculares, elegimos el angulo menor, que es un agudo. Como la tangente
de un angulo agudo es positiva, a la expresion dada para el célculo de 6, la
consideramos en valor absoluto para que el resultado sea el angulo menor.

mo —My

Por lo tanto, ¢ =arc tg
1+ momjy
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Casos particulares

1) Rectas paralelas
Las rectas estan dadas en su forma general o implicita

r1 r1:a1X+b1y+C1=O
_\ '\ f2 ro:asX + boy +Cco=0
i s
2
g a1 - a2
nq = J_r1;n2= J_rz
by by
> > - -

ri//ro & nqllny, < ny=kny;keR <

a, =ka
{1 2 KeR o 21_P1_ . keR
b1=kb2 32 b2

Wi e 2P er
az by

Las rectas estan dadas en su forma explicita

r:y=myx+hy ; my=tg oy

it
loly=mMoX + hy ; Mo=tg ay
ri//rosa=ay<tgo=tgan
. A r1//r2©m1=m2

2) Rectas perpendiculares
Las rectas estan dadas en su forma general o implicita.
a1:|

_)
rn:ayx+byy+cy=0; n1:{b

1

e d az
ro.8X +boy+0Co=0; ny = b
2

- - - -
r1J_r2 = n1J_n2 < Nnq.No =0 &

< aqas +b1b2 =0

e Las rectas estan dadas en su forma explicita
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yT ry:y = myx + hy roly=mox +ho
t t
1 2
T T . . T
ri Lro < 0=—; tg— no existe y existe cotg—
e 12 5 95 y 95
1T+mom
oL coth: ! AL 1:O<:>1+m2m1:0
4 1 2 T mo —My
2 tg—
+ } 2
- —1

rq J_I'2 = m1m2=—1 < My :m—2

3) Rectas coincidentes
Si dos rectas son paralelas y tienen un punto en comun, son coincidentes.
Seanlasrectas ri:a{x+byy+c1=0y ro:asx+boy+co=0
Sir/irp =221 _ v R ()

ax by

Sirq y rotienen un punto en comun Pg(xg, Yo) € r1 Yy P1(x1,y1) ero
ri{:ayxg+biyg+ci=0 (2

ro:asxq +boyqs+co=0 (3)

Reemplazando (1) en (2): kaoxg + kboyg +c1 =0

Multiplicando (3) por k:  kap Xg + kboyg + kco =0

Restando miembro a miembro: ¢4 —kco=0

c1:k02:kzc_1, keR

C2
L a4 b1 C1

r{y rs coincidentes & —=—=—=k, keR
ag by cp

EJERCICIOS
x=2-t

1) Determine el angulo entre las rectas x—y+4=0y .
y=5+3t

2) Seanlasrectasri :x+y=0 vy rp:ax+y+5=0 , calcule el valor de a

sabiendo que se cortan formando un angulo de 45°.
3) Dadas las rectas -2x + 1 + ay=0 e y =-4x + b, halle los valores de ay b
para que sean:

a) paralelas b) perpendiculares c) coincidentes
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4) Encuentre el valor de k para que las rectas ry :y:Lx+2E y

1-k k-1
r2:y:kT+1x+3 sean perpendiculares. Para dicho valor de k, escriba las

ecuaciones de las rectas.

5) Halle la ecuacion explicita de la recta que pasa por la interseccion de las
rectasx + y—1=0 y 3x—y=11yes perpendicular a larectay = x.

6) Obtenga la ecuacion general de la recta paralelaa y —x =0 que pasa por €l

9
punto Q(G , Z) .

RESPUESTAS
1) 0 =63°26"6" 2) a=0
3)a)a:—%,Vb b)a=8, vb c) a:—%,b:2

4) k=3, k=2, parak=3,ri:y= —%x+5,r2:y= §x+3;

parak=2,ry: y=-2x + 8, r2:y:%x+3
5)y=-x+1 6) 4x— 4y —15=0

Distancia de un punto a una recta

) Datos:
V rrax+by+c=0
i > [a |
n= b perpendicular a la
i
R recta
Py (X4, y1) €1 Polxo, Yo) € 1
X Incdgnita: d = distancia(P4, )
¢
-> -
d = | |PoPi.n | |(x1=x0)a+(ys-yo)b]
=|proy _, PoP4| = =
n n va? +b?
4 | axq —axq + by, —byg| _ | axq +byy +(—axg —byg)|

\/32+b2 \/a2+b2
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Pero como Py(Xg, Yg) € T = axg + byg + c=0 = c=-axy—byy
|axq +byq +c|

\/a2 +b?

Por lo tanto la distancia se calcula: d=

Nota: SiPy er= d(P4,n =0
Ejemplo: Dada larectary:y=2x + 1y el punto P(-3, 4) calcule la distancia entre
el punto y la recta.

La ecuacion general de la recta es 2x —y + 1 =0y reemplazando en la formula

vista obtenemos: d(P, ry) = R3)-4+1 = [F6-4+1 = -9l 9 %5

Fe? | B BB

La distancia del punto a la recta es de %\/E unidades.

Ejemplo: Sea larecta 4x -3y —1=0 vy el punto (-1, k). Determine el valor de k
de modo que la distancia del punto a la recta sea 2. Para dicho valor de k
grafique la situacion.

Dada la ecuacion general de unarecta ax + by + ¢ =0 y el punto P(x4, yq) que
no le pertenece, la distancia del punto P a la recta se determina mediante la
lax4 + by +c

x/a2 +b?

En el ejemplo, dicha distancia es 2 y por lo tanto:

férmula:

[4.(-1)-3k-1_,
V42 +(-3)?

53k
Resolviendo:%:Z —=|-5-3 =10=>-5-3k=10 0 -5-3k=-10 =

-3k=150 -3k=-5 = k=-5 0 k= g

Existen dos puntos de abscisa —1 cuya
distancia a la recta dada es 2. Ellos

sonP (-1,-5) y Q(—l %)

dx-Iy-1=10
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Distancia entre rectas paralelas

Para hallar la distancia entre dos rectas
paralelas, se determina un punto que
pertenece a una de las rectas y se calcula la
distancia desde dicho punto a la otra recta.

d(H, r2) = d(P1, rz) = d(P2, |'1) donde P1 €y,
P2 € Io.

Ejemplo. Dadas lasrectasry: x+y +3=0y rn:2x+ 2y -5=0, halle la
distancia entre ellas.

Observamos que las dos rectas son paralelas ya que sus pendientes son iguales

mq = my = —1. Para calcular la distancia entre dos rectas paralelas tomamos un
punto cualquiera de una de ellas y luego calculamos la distancia de ese punto a
la otra recta.

Sea, por ejemplo, x = -1 en rq entonces resulta que y = -2. El punto P(-1, -2)

pertenece a rqy. Hallamos la distancia de P ar, y obtenemos:

3P, 1) = 2(-N+2(-2)-5 [-11 11 _ 11 M5

V22 422 Jo B 242 4

Probemos que se obtiene lo mismo si tomamos un punto de r, y luego

calculamos la distancia de ese punto a ry. Sea x = 0, por ejemplo; reemplazando

en rp se obtiene y = g El punto Q(O, g] pertenece a r, y hallando la distancia

de dicho punto a rq resulta:
5.4 [

05543 11 11 14
d(Q, ry) = =—42

ez 2 222 4

Se puede observar que en ambos casos se obtiene la misma distancia.

EJERCICIOS
1) Halle la distancia entre:

a) larectay=2x + 4y el punto (2, 3),
b) larecta 4y — 3x =0y el punto (-1, 3),
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Xx=1+t

y=-2+5t

2) Calcule el valor de k para que la distancia del origen de coordenadas a la
rectadx + ky—-5=0sea 1.

c) lasrectas S5x—-y=1 vy {

RESPUESTAS
5 6 326
1)a)d=-——~=+4/5 b)d=3 ¢)d=—— ="  2)k=3 k=-3
J5 J26 13

EJERCICIOS INTEGRADORES
3.2 POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS

1) Calcule el &ngulo que forman los siguientes pares de rectas, en el orden dado:
a)3x-y+2=0 b)y=2x+5 C)y=-X
2X+y=2 y=2x-1 x-y=0
2) Determine si los siguientes pares de rectas son paralelas, coincidentes,
perpendiculares o concurrentes:

1
3x+4y-7=0 2x+3y =4 - x_
a) X+4ay b) X+ oy C) y_2x 2
9x+12y-8=0 x-y-3=0 6y —3x+12=0
{x:—2+t
d) X+2y+5=0 e) y=1+2t f) y=2x-3
4x-2y-7=0 1 1=4x-2y
y:§x+2

3) Halle el valor de k para que la recta kx + (k — 1)y — 18 = 0 sea paralela a la
recta 4x + 3y =—7.
4) Calcule hy k de manera que las rectas de ecuaciones 3x + hy + 4=0 vy
2x — 4y + k=0 sean:
a) paralelas b) perpendiculares ¢) coincidentes
5) Una recta pasa por la interseccién de las rectas:
X +2y +8=0 y 2x-9y —5=0. Obtenga su ecuacion sabiendo que es
paralela a larecta 6x — 2y + 11 =0.
6) Halle la ecuacion general de la recta que pasa por el punto de
interseccion de las rectasy=—x + 1 e y=x + 3, ademas es perpendicular a la
rectax + 2y + 4=0.
7) Encuentre la ecuacion general de la recta paralela a 3y — x = 3 que pasa por el
punto de interseccion de lasrectas r{:x +y=2 y rp:y=x
8) Calcule la distancia de la recta:
a) 12x + 5y — 26 = 0 al origen de coordenadas,
by X=2_y+1
3 -2
c)y=-2x + 4 al punto (3, 2),

al origen de coordenadas,
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d)2x +6y—-5=0alarecta2x + 6y + 15 =0,

e) alarecta .
y=3-t y=-2-t

3.3 Familia de rectas

Una recta queda determinada por dos condiciones. Si sélo se establece una
condicion existen infinitas rectas que cumplen con la misma y a esas infinitas
rectas se las llama "“familia de rectas que cumplen con una determinada
condicion". Estudiaremos distintos tipos de familias de rectas.

a) Paralelas a una recta dada

La ecuacion de la familia de rectas que cumplen con esta condicion se escribe
y=mx + h donde h e R, —0 < h < +o0. Para cada valor que le asignemos al
parametro h, obtenemos una recta de la familia, todas las rectas asi obtenidas
son paralelas dado que tienen la misma pendiente m, variando solamente la
ordenada al origen.

e Y ME+3
W= my—1

=y -2

YT+

b) Que pasan por un punto

Sea Py(Xg, Yo) €l punto de paso, la
familia de rectas que pasa por ese
punto se escribe y —yg = m.(X = Xg)
donde —oo<m < +oo.
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c) Que pasan por la interseccion de dos rectas dadas

T z Sean las rectas
\ ri:ayx+byy+cy=0y
rr:asX + boy + ¢y =0 que se cortan
M en el punto Py, Py ery yPyers.

Planteamos una combinacién lineal de
ambas:

Ki(@ix +byy +¢q) + Ko(apx +boy +C5) =0.SiPyery yPgers resulta:
Ky(a1Xg + byyg + ¢4) + ko(@oXg + boyg + Co) =k1. 0 + ko. 0=0

Esto nos muestra que sin importar los valores que se les asignen a kqy y ko las
rectas de la familia de ecuacion ky (@1 x + byy + ¢1) + Ko (@ox + boy + ¢5) =0
pasan siempre por Pyg. Tomamos k; # 0 y dividimos ambos miembros de la
ecuacion kq (@yx + byy + ¢cq) + ko (@sx + boy + ¢5) =0 por ky.

k
Resulta: (a;x + byy + ¢q) + k—z(aZX + bpy + ¢5) =0.
1

k
Llamando k = k—2 obtenemos:
1

(@1x + by + ¢cq) + k(asx + boy + c5) =0 que es la ecuacion de la familia de

rectas que pasa por Pg.
Para cada valor real que se le asigna al parametro k se obtiene una de las
infinitas rectas de la familia, a excepcion de ro.

El concepto de familia de rectas es Util en la determinacion de la ecuacion de una
recta particular.

El procedimiento consiste en dos pasos:

a) se escribe la ecuacion de la familia de rectas que satisfaga la condicién dada,
b) se determina el valor del parametro desconocido aplicando otra condicion
establecida.

EJERCICIOS

1) Escriba la ecuacion de la familia de rectas que son paralelas a la recta
—X + 3y + 2 = 0. Dibuje tres elementos de la familia indicando el valor del
parametro.
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2) Encuentre la ecuacion de la familia de rectas que son perpendiculares a la recta
3x + 2y — 7 = 0. Dibuje tres elementos de la familia indicando el valor del
parametro.

3) Determine la propiedad en comun que cumplen todas las rectas de cada una
de las siguientes familias:

a)-3x+3y+k=0 b)y + 2=Kk(x-2)
X |y
c)v=kx—8 d —+Z=1 k=0
)y ) 5"
RESPUESTAS
1) x + 3y + k=0 2)3y-2x+k=0
N Wt )
k=-6 =2
k=0
2 k=0

/jm;; //j/g’ﬁ/}{

3)a) La pendiente es 1. b) Pasan por el punto (2, -2)
¢) La ordenada al origen es —8. d) La abscisa al origen es -2.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE RECTA EN EL PLANO

1) La ordenada al origen h y la abscisa al origen k de la recta 4x + 5y = 20,
respectivamente son:

a)h=5k=4 b)h=4;k=5 c)h=4,k=-5 d)h=-4;k=5
2) La ecuacion simétrica de la recta a la que pertenecen los puntos P(4, —2) y
Q(6, —-4) es:

a) y+2:x+4 b) y—2:x—4
-2 2 2 2
¢) y+2:ﬁ d) y+2:x—4

2 2 -2 2

3) Un vector paralelo a la recta de ecuacion —2x + 3y —6 =0 es:
- -3 - -8
a) u= b) u =
-2 2
- 3
Cc) u= d) Ninguno de los anteriores

4) Un vector normal a la recta de ecuacion —=3x + 2y =9 es:
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- -3 - |3
a) u =[ } b) u =[ }
-2 2
- |-3
c)u :{ 2} d) Ninguno de los anteriores
=2-3t
5) Las rectas rq : X y rp:3x—2y—-4=0son:
y=-1+2t
a) paralelas b) perpendiculares
¢) coincidentes d) Ninguna de las anteriores
6) Lasrectasry: —4x + 6y =2 yry: 6x— 9y =3 son:
a) paralelas b) perpendiculares
€) coincidentes d) Ninguna de las anteriores
=-3+t
7) Lasrectas ri:y +x+1=0vy r2:X " son:
y=2-t
a) paralelas b) perpendiculares
¢) coincidentes d) Ninguna de las anteriores
X =2-4t
8) Lasrectasry:3x + By=-12 y ry: son:
y=3-2t
a) paralelas b) perpendiculares
€) coincidentes d) Ninguna de las anteriores
9) La distancia del punto P(1, =3) alarecta 4y + 3x =1 es:
4 8
a) — b) = c)2 d) 1
5 5

Xx=3+t

10) El angulo determinado por lasrectasr{:y—-2x +4=0y ry: es:
y=2+2t

a) 0° b) 90° c) 45° d) 60°
11) Para que la distancia del punto P(1, 1) a la rectarq: —=8x + 6y = k sea % el

valor de k debe ser:
a)—7 b) 3 c)-703 d)70-3

GUIA DE ESTUDIO DE TEORIA N° 3: RECTA EN EL PLANO

1) Deduzca la ecuacion vectorial de la recta determinada por un punto y una
direccion.
2) A partir de la ecuacion obtenida en (1) deduzca la ecuacion:

a) paramétrica,

b) candnica,

¢) implicita de la recta en R? dado un punto que le pertenece y una
direccion.
3) Deduzca la ecuacion vectorial de la recta determinada por dos puntos.
4) A partir de la ecuacion vectorial obtenida en (3) deduzca la ecuacion:
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a) paramétrica,

b) candnica,

c) implicita de la recta en R? determinada por dos puntos.
5) {Qué representan geométricamente los coeficientes de la ecuacion general o
implicita de la recta?, épor quée?
6) Deduzca la ecuacion vectorial de la recta dado un vector normal a la misma y
un punto que le pertenece.
7) A partir de la ecuacion obtenida en (6), deduzca la ecuacion general.
8) Defina:

a) angulo de inclinacion de una recta,

b) pendiente de una recta.
9) Deduzca la ecuacion de una recta conocida su pendiente y un punto que le
pertenece.
10) Deduzca la ecuacién explicita de la recta.
11) ¢Existe alguna restriccion que impide que algunas rectas se escriban en
forma explicita?, écudl es?, épor qué?
12) Deduzca la ecuacién segmentaria de la recta.
13) ¢(Existe alguna restriccidon que impida expresar una recta a través de la
ecuacion segmentaria?, écual es? Justifique la respuesta.
14) Dada la ecuacién general de la recta ax + by + ¢ = 0 obtenga a partir de ella
la ecuacion:

a) explicita,

b) segmentaria.
Justifique todos los pasos.
15) Realice la discusion de la ecuacion general de la recta.
16) ¢COmo se calcula el angulo entre dos rectas:

a) dadas en forma explicita?,

b) conocidas las pendientes?
17) (Cudl es la condicién necesaria y suficiente para que dos rectas dadas a
través de la ecuacion implicita sean:

a) paralelas?,

b) perpendiculares?
Justifique la respuesta.
18) (Cuadl es la condicion necesaria y suficiente para que dos rectas dadas a
través de la ecuacion explicita sean:

a) paralelas?,

b) perpendiculares?
Justifique la respuesta.
19) (Cuando dos rectas son coincidentes?
20) (Cuadl es la condicion necesaria y suficiente para que dos rectas del plano
sean coincidentes? Justifique la respuesta.
21) Deduzca la férmula para la obtencidon de la distancia de un punto a una
recta.
22) (Cémo se calcula la distancia entre dos rectas paralelas?
23) (Qué entiende por familia o haz de rectas?
24) (Qué tipo de familias de rectas conoce?
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AUTOEVALUACION Ne 3: RECTA EN EL PLANO

1)a) Determine la ecuacion paramétrica de la recta que es paralela al vector
2
{ 3} y pasa por el punto (1, 2). Grafique.

b) Halle la ecuacion cartesiana simétrica y general de la recta hallada en (a).

2) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por los puntos (-1, 2) y
(=3, 6). éLe pertenece el punto (2, —4)?LY el punto (1, 3)?. En caso afirmativo,
indique el valor correspondiente del parametro.

X =—-4 -4t

y=t |

a) Determine el valor de b para que resulten perpendiculares.

b) Para ese valor de b grafique ambas rectas en un mismo sistema.

4) Sea la recta de ecuacion 3x + 4y = 6 y el punto (k, —5), halle el valor de k
sabiendo que la distancia entre el punto y la recta es 4.

5)a) Escriba la ecuaciéon de la familia de rectas paralelas a 2x — 3y + 5 = 0.
Dibuje dos elementos de la familia de rectas indicando el parametro.

b) Escriba la ecuacién de la familia de rectas que son perpendiculares a la recta

2x — 3y + 5 = 0. Dibuje dos elementos de la familia de rectas indicando el
parametro.

3) Sean las rectas de ecuacionry : 2x + by —6=0y ry: {

x=3-t

6) Calcule el angulo que forman lasrectasry : 2x—=5=y y 1y : { oat’
y=-2+

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO

1) Halle la ecuacion general y grafique la recta que:
a) pasa por los puntos P(-1, 3) y Q(0, -2),
-> - -
b) es paralela al vector u = j—3 i vy le pertenece el punto (1, 2),
-> - -5
¢) es perpendicular al vector r = i — j y pasa por el punto (-2, 3),
d) determina sobre el semieje positivo de abscisas un segmento de
longitud 2 y sobre el semieje negativo de ordenadas un segmento de longitud 3,
e) es paralela a la recta de ecuacion 2x + y + 5 =0y pasa por el origen
de coordenadas.
2) Determine:
a) la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por el punto (-2, 1) y es
- -5 -
paralela al vector u=i-3j,
b) qué punto se obtiene sit=0,t=1y t=-2,
¢) para qué valor de t se obtiene el punto (2, —11) y para qué valor el punto

=H
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3) Encuentre la ecuacion de la mediatriz del segmento determinado por los
puntos A(-1, -2) y B(3, 6).
Nota: La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular al mismo en su
punto medio.
4) Los puntos A(-2, 2), B(3, 0) y C(-3, —2) determinan un triangulo, halle:

a) la longitud de sus lados,

b) las ecuaciones de las rectas que contienen a los lados,

c) las longitudes de las medianas.
Nota: la mediana correspondiente a cada lado es el segmento que une el punto
medio del lado con el vértice opuesto.
5) Sea el triangulo cuyos vértices son P(-5, —2), Q(3, 6) y R(7, —2), obtenga:

a) las ecuaciones de las rectas que incluyen a sus lados,

b) las ecuaciones de las rectas que incluyen a sus alturas.
Nota: la altura correspondiente a un lado es el segmento perpendicular a dicho
lado que lo une al vértice opuesto.

¢) el punto donde las rectas obtenidas en (b) se cortan. Dicho punto se
llama ortocentro.
6) Determine la ecuacion simétrica de la recta que es paralela al vector
- - -

v =2 j— i ypasa por el punto de interseccion de las rectasr{ : x + 2y -=3=0y
oy + 2x—6=0. Grafique.
7) Encuentre la ecuacién segmentaria de la recta que es perpendicular al vector

- - -
n =5 i+ jypasaporel punto de interseccion de lasrectasr{: x +y—-2=0 vy

ro: 3x +y=0. Grafique.
8) Complete la siguiente tabla teniendo en cuenta el gréfico:

Recta | Ecuacion | Ecuacion Ecuacion

paramétrica | general | segmentaria

Py | e | e [

o | e | e

tg | e | [
Mg ¥ 1

s
\
I
=
=
o
=

9) Halle el angulo que forman las rectasr{: 3x—y=0y rp:x +y + 2=0.
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10) Seanlasrectasry{:3x + 5=0 y ry: ax + 2y — 1 = 0. Determine el valor de a
de modo que formen un angulo de 45°. Para dicho valor de a grafique las rectas.
11) Sea la recta de ecuacion 2y + x =5 =0y el punto P(k + 1, 2). Determine el

valor de k de modo que la distancia entre el punto y la recta sea 4 . Grafique.

NG

12) Sea la recta de ecuacion 3x — 4y + ¢ =0y el punto P(1, —2). Calcule el valor
de ¢ de modo que la distancia entre el punto y la recta sea 3. Grafique.
13) Analice la posicion de los siguientes pares de rectas segun el valor del
parametro k:

a)ri: (1+kx +2y=3 y rp:x-y =1.

b) ri:3x—ky=2 y ry: kx -3y =4.
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4. SECCIONES CONICAS

4.1 Circunferencia.
4.2 Parabola.

4.3 Elipse.

4.4 Hipérbola.

El enfoque métrico de Apolonio en las secciones conicas -
elipse, hipérbola y pardbola - fue uno de los grandes logros
matematicos de la antigledad. La importancia de las
secciones conicas para las matematicas puras y aplicadas
(por ejemplo, las orbitas de los planetas y de los electrones
en el atomo de hidrdgeno son secciones cénicas) dificiimente
pueden ser sobrestimadas.

Richard Courant y Herbert Robbins
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La palabra cénica deriva de cono que es una superficie
que se obtiene manteniendo fija la recta a, haciendo girar
la recta g alrededor de a, manteniendo siempre el punto
comun V y el angulo entre a 'y g. Al conjunto de puntos
generados por la recta g se llama cono circular recto. La
recta fija a es llamada eje del cono; el punto V es su
vértice y las rectas que pasan por V y forman el mismo
angulo que el que determinan a y g reciben el nombre de
generatrices del cono. El cono consta de dos partes u
hojas que se intersecan en el vértice.

Las curvas que se obtienen al intersecar un cono con un
plano se llaman cénicas o secciones conicas.

Las que estudiaremos son las que se obtienen cuando el
plano no contiene al vértice y son: la circunferencia, la
elipse, la parabola y la hipérbola.

El matematico griego Menecmo descubrié estas curvas y fue el matematico
griego Apolonio de Perga el primero en estudiarlas detalladamente y encontrar la
propiedad plana que las definia. El estudio de las mismas tiene su origen en su
libro Cénicas, en el cual se estudian las figuras que pueden obtenerse al cortar
un cono cualquiera por diversos planos.

Si bien no disponia de la geometria analitica todavia, Apolonio hace un
tratamiento de las mismas que se aproxima mucho a aquélla. Apolonio descubrié
que las conicas se podian clasificar en tres tipos a los que dio el nombre de:
elipses, hipérbolas y parabolas.

Los resultados obtenidos por Apolonio fueron los Unicos que existieron hasta que
Fermat y Descartes, en una de las primeras aplicaciones de la geometria
analitica, retomaron el problema llegando a su casi total estudio, haciendo
siempre la salvedad de que no manejaban coordenadas negativas, con las
restricciones que esto impone. En el siglo XVI el fildésofo y matematico René
Descartes (1596-1650) desarrollé un método para relacionar las curvas con
ecuaciones. Este método es la llamada Geometria Analitica. En la Geometria
Analitica las curvas conicas se pueden representar por ecuaciones de segundo
grado en las variables x e y. El resultado mas sorprendente de la Geometria
Analitica es que todas las ecuaciones de segundo grado en dos variables
representan secciones conicas se lo debemos a Jan de Witt (1629-1672).

Recién después, a comienzos del siglo XVII, se difundieron importantes
aplicaciones de las cénicas que hicieron que jugaran un papel muy importante en
el desarrollo de nuevas teorias.

La importancia de las conicas radica en su constante aparicion en situaciones
reales. Sin lugar a dudas, las conicas son las curvas mas importantes que la
geometria ofrece a la fisica.

Definiremos cada cdnica como un conjunto de puntos en el plano que satisfacen
determinadas condiciones geométricas. A partir de la definicion, se podra
encontrar la ecuacion del lugar geométrico descripto y bosquejar su grafica.
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4.1 Circunferencia

Eje
La circunferencia se  obtiene 1
intersecando un cono con un plano |
perpendicular al eje que no contiene @:9@3 i
al vértice. \y/ CIRCUNFEREMCIA
iy
r/l\
4‘: L&,\\
, f’-B— T N—
Vo
y——_
==
. |
T

Definicion: La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano tales
que su distancia a un punto fijo llamado centro se mantiene constante. La
distancia de cada punto de la circunferencia al centro se llama radio.

W4

Py Datos: r radio de la circunferencia
P(x, y) punto genérico

Incdgnita: ecuacion de la circunferencia
d(C,P) = constante

= d(C.P) = +y(x—h)? +(y—kP =r

&
*

resulta la expresion (x — h)2 +(y -k

h kS Elevando ambos miembros al cuadrado
2
=r

-

2 L. L
que es la ecuacion ordinaria de la

circunferencia.

Ejemplo: Halle la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que
distan 3 unidades del punto (2, —1). Identifique el lugar geométrico, escriba sus
elementos y grafique.

Debemos hallar todos los puntos P(x, y) que distan 3 unidades del punto
Q(2, -1).

=

U

Se trata de una circunferencia de centro

(2, 1) y radio 3.

dP.Q) =3 =>x-22 + (y- (1) =3 = ~
x-2°+(y+1)°=3 = ‘ //:9\

(=2 +(y+1)=9 R Z

119



Geometria Analitica

Posiciones particulares de la circunferencia
a) El centro de la circunferencia coincide con el origen de coordenadas.
¥ T Deben ser h=k=0. El centro es C(0, 0).

\ Se obtiene x° + y2 =7 que es la ecuaciéon candénica

/ de la circunferencia.
AVA

b) El centro se encuentra sobre el gje x, por lo tanto debe ser k = 0.
vt

El centro es C(h, 0).

/_\ La ecuacion de la circunferencia es
w

rs
-

(x—h)2+y2:r2

c) El centro se encuentra sobre el eje y; en consecuencia, debe ser h =0.

Y4
El centro es C(0, k).
k
La ecuacion resulta x° + (y - k)? = r?
‘ i v

Discusion de la ecuacion canénica de la circunferencia

Sea G la grafica de la circunferencia.

1) Interseccién con los ejes
a)Grejex=y=0=x=1>=x=4r = P;(r, 0) y Po(-1, 0)

2

b)Gmejey:x:O:yZ:r = y=14r = P3(0, 1) y P4(0, 1)

2) Simetrias
a) respecto al gje de abscisas: y — -y
X+ (—y)2 =x° + y2 ye = existe simetria

b) respecto al eje de ordenadas: x — —x
(—x)2 + y2 =x° + y2 ye = existe simetria
C) respecto al origen: X —» —X Ay — -y

(X2 + (y2=x2 +y?*=r° = existe simetria
3) Extension

a) respecto al gje de abscisas

[2 2
y=tVr -x = yeR & P20 o r22x2<:>|x|Sr

)2
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b) respecto al eje de ordenadas

2 2 2

X=Hr -y :>XER<:>r—y220<:r22y2<:>|y|sr

4

-
-

- r ¥ ¥
Extension sobre el eje x Extension sobre el eje y
4) Gréfica
v+
vt
R0
) Ko Py-1.0) P, (r.0) x
F0.-1)
- -

Sector en el que queda la grafica

Ejemplo: Halle la ecuacion de la circunferencia sabiendo que los puntos (-2, —2)
y (6, 4) son extremos del diametro. Grafique.

Si los puntos dados son los extremos del diametro, el punto medio del segmento
determinado por ellos es el centro.

p [ 2+6 -2+4

"2 72
La distancia entre el centro y uno cualquiera de los puntos dados es el radio.
Calculemos la distancia desde el centro hasta el punto (6, 4):

= 6-2P+(@4-12 =V16+9-25-5 = r=5

En consecuencia, la ecuacion de la circunferencia es: (x — 2)2 + -1

Entonces

j =P,2, 1)=C21)

2_0o5
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Gréaficamente:

Ejemplo: Determine la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el punto
(1,3) yestangente alarecta y + 2x + 1 =0. Grafique la situacién planteada.

La distancia desde el centro a la recta tangente
es el radio de la circunferencia, es decir;

. |2-1+3+1|:ﬂ:i 2.3

J22i2 5 45 5

Por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia +
buscada es:

-

W+ 2+ =10
x- 12+ 9P 2

EJERCICIOS

1) Halle la ecuaciéon del lugar geométrico de los puntos que equidistan una
unidad del origen.

2) Obtenga la ecuacion de la circunferencia de centro en el origen de
coordenadas y que pasa por el punto (5, 5).

3) Encuentre la ecuaciéon del lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan 3 unidades del punto (-2, 3).

4) Determine la ecuacion de la circunferencia de centro en el punto P(2, -3) y que
es tangente al eje x.

5) Halle la ecuacioén de la circunferencia sabiendo que los puntos P(3, 2) y R(-1,
3) son extremos de su diametro.

RESPUESTAS
1) +y? =1 2)x% +y° =50 3) (x+2°+(y-3°=9
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2
4) (x-2° + (y +3)°=9 5)(x—1)2+(y—§j 7

Ecuacion general completa de segundo grado en dos variables
Se llama asf a toda ecuacion de la forma:

Ax? + Bxy + Cy® + Dx + Ey + F=0 donde
AXZ, Bxy, Cy2 : términos de segundo grado.
Dx, Ey: términos de primer grado
Bxy: término rectangular
F: término independiente

A partir de la ecuacién AC + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0 se obtienen las
ecuaciones generales de las distintas conicas: circunferencia, parabola, elipse e
hipérbola, imponiendo condiciones a los coeficientes de la misma.

El término rectangular representa curvas cuyos ejes no son paralelos a los ejes
coordenados. Estudiaremos curvas cuyos ejes coinciden o son paralelos a los
ejes coordenados y por ello hacemos B = 0, obteniendo asfi la ecuacion general

incompleta de segundo grado en dos variables AP + Cy2 +Dx+Ey+F=0.
Analizaremos qué condiciones deben cumplir los coeficientes de la ecuacion A

+ Cy2 + Dx + Ey + F = 0 para que represente geométricamente una
circunferencia.

Condicion necesaria para la existencia de circunferencia
Partiendo de la ecuacion ordinaria de la circunferencia (x — h)2 + (y - k)2 =

desarrollando y comparando con la ecuacion A + Cy2 +Dx+Ey+F=0
podemos obtener la siguiente conclusion.

Conclusién: La condicién necesaria para que una ecuacion incompleta de
segundo grado en dos variables represente una circunferencia es que los
coeficientes de las variables de segundo grado sean iguales.

Condicion suficiente para la existencia de circunferencia
Si se cumple la condicion necesaria, es decir, A = C = 0, dividimos la ecuacion

AC + Cy2 + Dx + Ey + F =0 por A, completamos cuadrados y analizamos la
expresion que resulta (x—h)? + (y —k)Z =M.

Del valor de M depende qué lugar geométrico representa:

e SiM > 0 se obtiene una circunferencia de centro C(h, k) y radio N
e SiM=0 se obtiene el punto P(h, k).
e SiM < 0 resulta ningun lugar geométrico.

Conclusién: La condicion necesaria y suficiente para que ecuacion
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AXC + Cy2 + Dx + Ey + F=0 represente una circunferenciaes que A=C =0y

que el término independiente, luego de completar cuadrados y pasado al
segundo miembro, sea mayor que cero.

Ejemplo: Halle la ecuacion general incompleta de segundo grado de la
circunferencia cuyo centro es el punto C(-1, —2) y pasa por P(-1, 1).

Teniendo en cuenta la ecuacion de una circunferencia (x — h)2 + (y - k)2 = y

sabiendo que el centro es el punto (-1, —2) resulta: (x + 1)2 + (y + 2)2 =
Como el punto P(—1, 1) le pertenece debe verificar dicha ecuacion, entonces:
T+ 17+ (1+2°=F" = rP=9 = r=3

La ecuacion es (x + 1)% + (y + 2)° =0.

Para encontrar la ecuacién general incompleta de segundo grado desarrollamos
los cuadrados y agrupamos todos los términos en el primer miembro:

A 2X+ 1+ Y Ay +4-9=0 = X +y? + 2+ 4y—4=0

Ejemplo:. Dada la circunferencia 2% + 2y2 — 4x + 8y — 22 = 0, determine su
centro y su radio.

Para determinar los elementos de la circunferencia completamos cuadrados. En
primer lugar pasamos el término independiente al segundo miembro y sacamos

factor comun 2: 2. (x2 + y2 —2x + 4y) =22

Dividiendo ambos miembros por 2 resulta: X2 + y2 —-2x+ 4y =11

Agrupamos las variables, sumamos y restamos la expresion conveniente para
completar los cuadrados: (x2 —2x+ 12— 12) + (y2 + 4y + 22 _ 22) =11
X=1P°-1+(y+2°-4=11 = x-1)°+y+2°=11+1+4 =
x=1)%+(y +2%=16

De esta manera podemos concluir que el centro es C(1, -2) y el radio r = 4.
Ejemplo: Escriba la ecuacion X2+ y2 + 6x — 7 = 0 en coordenadas polares,
determine de qué tipo de curva se trata, indique sus elementos y grafique.

X
Sabemos que: p2=X2 + y2; CoOsB=— = X=pCcosH;
p

senezX = y=psend
p

Entonces reemplazando en X2 + y2 + 6x — 7 =0 resulta: p2 + 6pcosB6-7=0.
La ecuacion general incompleta de segundo grado cumple la condicion
necesaria para ser una circunferencia (los coeficientes A=B=1).

Completando cuadrados obtenemos:

x2+6x+32—32+y2=7:> (><+3)2+y2

=16.

124



Geometria Analitica

Es una circunferencia de centro C(-3, 0) y radio
r=4.

I

EJERCICIOS

1) Reduzca a la forma ordinaria las siguientes ecuaciones, determine cual es el
lugar geométrico obtenido y, de ser posible, determine los elementos:

a)4x2+4y2—8x+12y+9:0 b)x2+y2+2x—4y+8:0

c) x2+y2+6x+9=0
2) Sea la ecuacion 452 — ax + 4y2 -k +20=0, halle el valor de k sabiendo que

se trata de una circunferencia de radio tres. Para dicho valor de k, grafique la
circunferencia e indique sus elementos.

3) Escriba la ecuacion X 4 y2 + 6x — 2y — 71 = 0 en coordenadas polares, deter-
mine de qué tipo de curva se trata e indigue sus elementos.

RESPUESTAS
2
1)a) (x -1 +(y+gj =1 b) Ningln lugar geométrico  ¢) El punto (-3, 0)

2) k=55 T

(x 1j2+ 2_9 centro(1 Oj :
5 y ) 5’ i, /=3
‘—3—2—101234;(
-1
&
-3

3) p2 + 2p (3cos 6 — sen 0) — 71 = 0. Circunferencia, centro (-3, 1) y radio 9.

Interseccion de recta y circunferencia

Dada una recta y una circunferencia en un plano puede ocurrir:

e la recta corta a la circunferencia en dos puntos. La recta es secante a la
circunferencia.

e la recta y la circunferencia se cortan en un punto. La recta es tangente a la
circunferencia.

e la circunferencia y la recta no tienen interseccion. La recta es exterior a la
circunferencia.
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F
-
F
-
F
k.

- - -

r: secante r: tangente r : exterior

Datos: x° + y2 + Dx + Ey + F=0 ecuacion de la circunferencia
ax + by + ¢ =0 ecuacién de la recta

Incognitas: él o los puntos de interseccion (si existen)

x2+y2+Dx+Ey+F:0
ax+by+c=0

Se resuelve el sistema:

Para ello, despejamos de la ecuacién de la recta una de las variables y la

reemplazamos en la ecuacion de la circunferencia. Obtenemos asf una ecuacion

de segundo grado en una variable que se resuelve a través de la resolvente. En

dicha férmula, el discriminante es: A = b2 - 4ac

e Si A > 0, se obtienen dos soluciones reales y distintas. Por lo tanto existen
los puntos P4 (X4, Y1) ¥ P2 (X, yo). La recta es secante a la circunferencia.

e Si A =0, se obtienen dos raices reales e iguales. De esta manera, se obtiene
el punto P4 (x4, y4). La recta es tangente a la circunferencia.

e Si A < 0, las ralces son complejas conjugadas y por lo tanto no existe
interseccioén entre la recta y la circunferencia. La recta es exterior a la misma.

Ejemplo. Sea la circunferencia de ecuacion x>+ (y + 3)2=4 y las rectas

rn:y-x—-2=0,r:x+y+1=0 vy rg:y + 5=0, determine los puntos de
interseccion entre la cénica y cada una de las rectas. Grafique.

Planteamos en cada caso un sistema de ecuaciones entre la conica y la recta.
x2 +(y+3)2 =4

En primer lugar con rq el sistema es:
y-x-2=0

. Lo resolvemos por

sustitucion, despejando de la segunda ecuacion la variable x y reemplazandola
en la primera:

(y—2)2+ (y+3)2:4 = y2—4y+4+y2+6y+9 -4=0=> 2y2+2y+9=0
Resolviendo la ecuacién cuadratica resulta:
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[52 e
—_2+ — — 24 4/—
Yio = 2+ 22 429 = 2_4 68 . Como el discriminante es negativo, no

existe interseccion y la recta rqy es exterior a la circunferencia.

Para hallar la interseccion con r, planteamos el sistema {Xz +ly+ 3)2 =4 .
y+x+1=0

Procediendo de manera similar al caso anterior obtenemos:

(y-1P+(y+3)°=4 =y’ +2y+1+y° +6y +9-4=0 =>2y° + 8y + 6=

0

Resolviendo la ecuacion cuadratica resulta y; = —1 o0 bien y, =-3.

Reemplazando estos valores en la ecuacién de la recta o de la circunferencia

obtenemos x; =0 0 bien x, =2.

O seaq, los puntos de interseccion son P4 (0, =1) y P> (2, =3). Larectar, es secante

a la circunferencia.

Con r planteamos el sistema Y1
2 2 2 o
XS +(y+3)° =4
y+5=0

Despejando la variable y de la segunda
ecuacion y sustituyendo en la primera

x2+(—5+3)2:4 =X +4=4 = =0 >

=Xy =Xo = 0.
Entonces el punto de interseccion es R(0, -5).
La recta rges tangente a la circunferencia.

EJERCICIOS
2,2 _
1) Dadas las curvas: % *Y = 25 :
3x+4y =25

a) Identifiquelas.
b) Obtenga el o los puntos de interseccién entre ambas.
¢) Grafique todo en un mismo sistema de coordenadas.
2) Halle analitica y graficamente la interseccion entre larecta y=x + 3 y la curva

x+1)2+y2=4

RESPUESTAS
1)a) Circunferenciay recta b) P(3, 4) 2) Py (-1,2)yP, (-3,0)
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Interseccion entre dos circunferencias
Datos: las ecuaciones de las circunferencias

C1:X2+y2+D1X+E1y+F1 =0
C2: X2+y2+D2X+E2y+F2 =0

Incégnita: la interseccion entre las circunferencias, C4 N Co.

CE Para encontrar la interseccién entre
dos circunferencias se debe resolver
un sistema de dos ecuaciones de

segundo grado en dos variables.

2, 2
C X“+y +Dyx+Ejy+F =0
 +y2 + Dox+ Epy + Fp =0

Restando ambas ecuaciones: (D1 —-Dy)x + (E1 —Ep)y + (F1 —F5) =0

Teniendo en cuenta la condicién necesaria de existencia de circunferencia,
igualando convenientemente los coeficientes de ambas ecuaciones y restando
miembro a miembro, se obtiene una ecuacion de primer grado en dos variables
que corresponde a la recta que une los puntos de interseccidon de las
circunferencias, llamada eje radical.

Luego, se debe resolver el sistema formado por la ecuacidon de una de las
circunferencias y la ecuacion del eje radical. Es decir, se debe resolver uno de los
sistemas:

Cq o C,
eje radical eje radical

Ejemplo: Determine analitica y gréficamente la interseccién entre las
circunferencias Cqy Co si Cy : X2+ y2 =9y GCo: (x— 6)2 + y2 =21.
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La primera es una circunferencia centrada en el origen de radio 3 mientras que la

segunda tiene su centro en el punto (6, 0) y radio v21. Graficando ambas en un
mismo sistema vemos que se intersecan en los puntos Py Q:

vt
Ca
3
FI
=
3 0 3 B ¢
_3 C,]

La diferencia entre las ecuaciones dadas determina la ecuacion de la recta que
contiene a la cuerda comun entre ambas.

Co: X—12x+36+y°-21=0

C : X +y2-9=0

-12x+15+9=0 = -12x=-24 = x=2

Es decir, larecta x = 2 es el eje radical.
Para hallar los puntos de interseccion resolvemos el sistema que forman la recta

x = 2 y cualquiera de las circunferencias. Reemplazamos x por 2 en Cq y
02 2 2

obtenemos: 22 +y?=9 = y?=5 = y;=+5 , yo=—+/5.

Los puntos de interseccion entre las dos circunferencias resultan: P (2, \/E) y

Q@ -+5).

EJERCICIO

Halle la ecuacion y la longitud de la cuerda comun de las circunferencias:
C1:x2+y2—4:0 y Cg:x2+y2+x+y—6:0
RESPUESTA

X+y-2=0 L=+8

Ecuaciones paramétricas
Hasta ahora presentamos la gréafica de un lugar geométrico por medio de una
ecuacioén en dos variables. Existe la posibilidad de introducir una tercera variable
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para representar una curva en el plano. Esta forma de expresar lugares
geométricos resulta muy Util. Intentamos encontrar la representacion analitica de
una curva por medio de dos ecuaciones en las cuales cada una de las dos
variables esta expresada en funcion de una tercera.

La circunferencia con centro en el origen y radio uno de ecuacion X2 + y2 =1se

L ., . , X =Ccosa
puede escribir también por medio de las ecuaciones: { , donde a es
y = sena

una variable independiente que admite cualquier valor real. Podemos decir que si
a a le asignamos un valor cualquiera se determinan los pares de valores (X, Y)
que satisfacen la ecuacion de la circunferencia dada.

Definicidon: Sea f(x, y) = 0 la ecuaciéon de un lugar geométrico y cada una de las
variables x e y son funcién de una tercera variable t de tal manera que se puede
escribir x = g(t), y = h(t). Si para cualquier valor permitido de la variable
independiente t, las expresiones x = g(t), y = h(t) determinan un par de valores
(X, ¥) que satisfacen f(x, y) = 0, entonces las ecuaciones se llaman ecuaciones
paramétricas del lugar geométrico y la variable independiente t se llama
x=g(t)

también se llaman representacion
y =h(t)

parametro. Las ecuaciones {

parameétrica de la curva.

Ecuacién cartesiana Ecuaciones paramétricas o representacion
del lugar geomeétrico paramétrica
x=g(t) ,
t : parametro
ftx.y) =0 {y —n)

El conjunto de puntos (x, y) = (g(t), h(t)) en el plano constituye la grafica del lugar
geométrico.

Si graficamos una curva dada a través de su expresion paramétrica, marcamos
los puntos en el plano de manera tal que cada par de coordenadas (x, y) queda
determinado por un valor elegido para el parémetro t.

Si tenemos una curva dada mediante sus ecuaciones paramétricas, también
puede expresarse de la forma f(x, y) = 0 eliminando el parametro t. Para ello, de
una de las ecuaciones paramétricas se debe despejar el parametro t y sustituirlo
en la otra, para obtener asi la ecuacion cartesiana.

Las ecuaciones paramétricas de la circunferencia X+ y2 =7 pueden

. X =rcost
enunciarse , 1€ [0, 2x] ya que:
y =rsent
X + y2 = r’cos’t + rPsen‘t = r2(0032t + sen2t) =
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EJERCICIOS INTEGRADORES 4.1 CIRCUNFERENCIA

1) Determine la ecuacion de la circunferencia que:

a) es tangente al eje de ordenadas y el centro es el punto de interseccion
delasrectasr{:Xx—y+1=0vy ry:y=2x,

b) el centro es el punto medio entre A (4, 2) y B(6, —3) y su diametro es 6.
2) Explique por qué las siguientes ecuaciones cumplen la condicién necesaria
para ser una circunferencia. Obtenga la ecuacion ordinaria y determine si
cumplen la condicion suficiente. De ser posible escriba los elementos.

a)2><2 + 2y2—8x +8y-2=0

b) x° + y° + 6x—2y + 10=0

c)x2+y2—x+y+1=0
3) Dadas las circunferencias de ecuacion X2 + y2 =4y (X- 1)2 + (y - 1)2 =2,
obtenga, si es posible:

a) la ecuacion del eje radical.

b) los puntos de interseccion.
4) Halle, si es que existen, los puntos de interseccion de larectay + x =-2y la
circunferencia (x + 3)2 +(y— 2)2 =8.

GUIA DE ESTUDIO DE TEORIA N° 4: CIRCUNFERENCIA

1) Defina circunferencia como lugar geométrico.
2) Obtenga la ecuacion ordinaria de la circunferencia.
3) {Qué elementos puede distinguir en una circunferencia®?
4) (Cual es la ecuacion de la circunferencia si:
a) el centro se encuentra sobre el eje x?
b) el centro se encuentra sobre el eje y?
¢) el centro coincide con el origen de coordenadas? ¢Qué nombre recibe
esta ecuacion?
5) Escriba la ecuacion general completa de segundo grado en dos variables.
6) ¢Cémo se obtiene la ecuacion general incompleta de segundo grado en dos
variables?
7) (Qué condiciones debe cumplir la ecuacién de segundo grado en dos
variables para que represente una circunferencia? éPor qué?
8) Obtenga la ecuacion de la circunferencia conocidas las coordenadas de tres
puntos que le pertenecen.
9) (Cuéles son las posiciones relativas entre una recta y una circunferencia?
10) {Como se obtiene la interseccion de una recta con una circunferencia?
11) ¢A qué llamamos eje radical?
12) (Qué propiedad relaciona el eje radical con el eje de los centros?
13) ¢Como se realiza la interseccion entre dos circunferencias?
14) Deduzca las ecuaciones paramétricas de la circunferencia.

131



Geometria Analitica

4.2 Parabola

Al igual que procedimos en el caso de la circunferencia, definiremos parabola
como lugar geométrico y a partir de la misma encontraremos su ecuacion y
bosquejaremos su gréafica segun las diferentes situaciones.

La pardbola se obtiene intersecando Eje
un cono con un plano inclinado, g G o
paralelo a una generatriz y que sélo
interseca a una de las hojas del
mismo.

PARABCLA,

) )

Definicién: Dados en un plano una recta (llamada directriz) y un punto fijo
(lamado foco), se denomina parabola al lugar geométrico de los puntos del
plano que equidistan del foco y de la directriz.

Directriz

Ecuaciones canodnicas de la parabola

Primer caso: Consideramos que el foco se encuentra sobre €l eje de abscisas a
una distancia p del origen, y la directriz es perpendicular al eje de abscisas y se
encuentra a una distancia p del origen.

¥ T Datos: F(p, 0)
Py directriz: la recta x =—p
P(x, y) punto genérico

Incognita: ecuacion de la parabola

+ — P(x, y) e parabola si se verifica que

dP,n=d(P,F)
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P(x,y) € pardbola < |x 5 p| - \/m

(x+p)2=(x—p)2+y2:> x‘2+.2|ox+p2=x‘2—.2px+p2+y2
Simplificando obtenemos y2 = 4px que es la ecuacion candnica de la parabola
con eje focal coincidente con el eje de abscisas.

Discusion de la ecuacion de la parabola
Sea G la grafica de la parébola.

1) Interseccion con los ejes

a)Gneex=y=0=4px=0=>x=0=V(0,0)

b) Gejey=x=0=y’=0=y=0= V(,0)
La parabola pasa por el origen de coordenadas. A ese punto se lo llama vértice
de la parabola.

2) Simetrias
a) respecto al gje de abscisas: y — -y

(-y)? =4px = y?=4px = existe simetria

b) respecto al eje de ordenadas: x — —x
y2 =4p(—x) = y2 =—-4px = no existe simetria

C) respecto al origen: X —» —X Ay — =y
(—y)2 =4p(—Xx) = y2 = — 4px = no existe simetria

3) Extension
a) respecto al gje de abscisas

yziw/4px:>y=12\/p_x =>yeRepx20

px=0=x=0
p>0 A x>0
yeRs px>0 X >0 < v
p<0 A x<O0

x>0 x<0
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b) respecto al eje de ordenadas

2
X:Z_ =xeR Vy sabiendoquep#0= -0 <y < + o

4) Grafic
vl F X ) E v x
1] / |

Segundo caso: Consideramos que el foco se encuentra sobre el eje de las
ordenadas a una distancia p del origen, la directriz es perpendicular al eje de las
ordenadas y se encuentra a una distancia p del origen.

F's

F Datos: F(0, p)

¥
F'I:}{.j/ Directriz: larecta y =-p
L
P

P(x, y) punto genérico

Fs
!
-

Incognita: ecuacion de la parabola

P(x, y) pertenece a la parabola <
< d(F, P)=d(P,r)

P(x,y) € pardbola < x? +(y —p)? ~|y+p|

K+ y-p)° =y +p)°=x +y°—2py +p°=y° + 2py + p
Simplificando resulta X = 4py que es la ecuacion de la parabola con eje focal
coincidente con el eje de ordenadas.

Si realizamos la discusion de la ecuacion de la pardbola (a cargo del lector),
resulta:
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T p=0 ¥ T n=0 .
Y N
+ =
FL F
" )
;

Observacion: En las ecuaciones de la pardbola no aparecen las dos variables
elevadas al cuadrado y una de ellas tiene exponente uno. Esta variable nos
indica sobre qué eje cartesiano esta ubicado el foco y, por lo tanto, a qué eje es
perpendicular la directriz.

Lado recto de la parabola: Es la cuerda focal perpendicular al eje focal. Su
longitud es | 4p| .

Ejemplo: Determine la ecuacion de la parabola sabiendo que tiene vértice en el
origen, su eje focal es el eje de abscisas y pasa por el punto P(-4, 2410 )-

Como su vértice es el origen y el eje focal el eje de abscisas la ecuacién es de la
2
formay = 4px.

Como el punto P(-4, 2410) le pertenece, sus coordenadas verifican la
ecuacion:

(2410)%=4p.(-4) = 40=-16p = p=-2.

2
Sustituyendo p en la ecuacién resulta y2 =4. (— g) X = y =-10x

Traslacion de ejes

La transformacion de coordenadas es la operacion por la cual se modifican las
coordenadas de un punto que esta referido a un cierto sistema coordenado, en
las coordenadas del mismo punto pero con referencia a otro sistema. La misma
operacion se puede realizar con un lugar geométrico que es un conjunto de
puntos. La ecuacién de un lugar geométrico en un cierto sistema de referencia
se transformara en otra ecuacién del mismo lugar geométrico pero con respecto
a otro sistema de referencia. De las transformaciones posibles, estudiamos
s6lo la traslacién de ejes.

- -
Trasladar un sistema de ejes cartesianos ortonormales [0, i, jJsignifica

- >
’ ’ ’
determinar otro sistema cartesiano ortonormal |0 ,i ,j |de ejes paralelos e
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igualmente orientados de los del sistema dado, que tenga por origen el punto 0

- >
de coordenadas (h, k) en el sistema [O, i, jJ . Consideremos el punto P referido

- -
- —> [ ' '
a uno y otro sistema: P(x, y) en [0, i, jj yP(x,y)en |0 ,i ,]j
vt
Y
Fl
__________________________________________________________ -
' . !
* :
¥ | I J.- " : "
oy Do
=1 :: +
i ; S :
+ 5 T y . —
H

Observemos las relaciones que se establecen entre las coordenadas de P en
uno y otro sistema.

x=X"+h X"=x-h i i .

, = , éstas son las formulas de transformacion de
y=y'+k y'=y-k

coordenadas por traslacion.

De igual manera podemos hacer una traslacion de un lugar geométrico. En este
caso, para todos y cada uno de los puntos del lugar geométrico deben
verificarse las relaciones dadas.

Ecuaciones ordinarias de la parabola
Primer caso: Consideremos una parabola referida al sistema (0, X', y'),en el que
el vértice es 0' y el eje focal el gje x'.

Su ecuacion sera: y'2: 4px'. Transformando las coordenadas al sistema de

referencia (0, x, y) resulta (y — k)2 =4p(x - h).

Esta es la ecuacion ordinaria de la pardbola de vértice V(h, k) y eje focal
paralelo al eje de abscisas.

Elementos: vértice V(h, k); foco F(h + p, k); directriz larectax=h-p.

Segundo caso: Consideramos una parébola referida al sistema (0", x', y') en el
que el vértice coincide con 0'y el eje focal coincide con el eje y'. Su ecuacion

sera: x'°= 4py', trasladando y transformando las coordenadas en (0, x, y).
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La expresiéon (x — h)2 = 4p(y — k) es la ecuacion ordinaria de la parabola de
vértice V (h, k) y eje focal paralelo al eje de ordenadas.
Elementos: vértice V(h, k) ; foco F(h, k + p); directrizlarecta y=k—p

Y vt vt vt

.
Primer caso Segundo caso

Ejemplo: Halle la ecuacién de la parabola cuyo foco es (-2, 2) y su directriz la
rectax-4=0.

Graficando los datos resulta:

Fe

¥ e d La ecuacioén buscada es de la forma
(y - k)2 = 4p(x — h) donde el eje focal es
paralelo al eje de abscisas y (h, k) son las
ol coordenadas del vértice.
- z‘ El punto medio entre el foco y la directriz es el
: 1t vértice.
—_— — ' Observando el grafico el punto es (1, 2).
-2-100 1 2 34 * Ademas, la distancia entre el foco y el vértice
es el valor absoluto de p, o sea, | pl =3. Como
la pardbola abre hacia la izquierda, p es
+ negativo.
Reemplazando en (y — k)2 =4p(x — h) resulta: ¥ T v =4
(y - 22 =4.(-3).(x— 1) y por lo tanto
(y-2°2=-12.(x - 1)

=
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Ejemplo: Determine la ecuacion de la parabola cuyo eje focal es paralelo al eje
de ordenadas, su vértice es el punto de interseccion entre lasrectas ry y 1o

definidaspor r{: x+y—-2=0y ry: x + 3y =0. Ademas, pasa por el punto
(7, 1). Grafique e indique sus elementos.

La ecuacion buscada es de la forma (x — h)2 = 4p(y — k), donde (h, k) son las

coordenadas del vértice. Para calcular las coordenadas del vértice hallamos la

_ B , , , {x +y-2=0

interseccion de las rectas, resolviendo el sistema de ecuaciones .
x+3y=0

Despejando de ambas ecuaciones x e igualando resulta:

2-y=-3y = 2y=-2 = y=-1.

Reemplazando en la primera ecuacion: x—-1-2=0 = x=3.

El punto (3, —1) es el vértice de la parabola buscada y la recta x = 3 su eje focal.

Sustituyendo en (x — h)2 =4p(y — k) obtenemos  (x — 3)2 =4py + 1).

Ademas, pasa por (7, 1), por lo tanto, dicho punto satisface la igualdad:

(7-3)°=4p(1+1) = 4°=4p2 = 16=8p = p=2,

La ecuacion buscada es (x — 3)2 =8.(y + 1).

Su directrizes larecta y=k — p, es decir, y =-3.

Su foco es el punto F(h, k+p) =F(3, -1+2) = F(3, 1).

¥t En forma practica, observando el
gréafico, puede deducirse que la directriz
es la recta perpendicular al eje focal
ubicada |p|= 2 unidades méas abajo
del vértice y el foco es el punto ubicado
|p|= 2 unidades mas arriba del vértice
sobre el eje focal.

_3 l!lll=_3

Ejemplo: Encuentre la ecuacion de la parabola sabiendo que su vértice es el
centro de la circunferencia (x — 3)2 +(y + 2)2 =9y su foco es el punto de inter-
seccionde lasrectasry : x +y=0 y ry:y + 2x= 3. Grafique la curva obtenida.

El centro de la circunferencia, (3, —2), es el vértice de la parabola: V(3, -2).
Para hallar el punto de intersecciéon entre las rectas resolvemos el sistema de

x+y=0

ecuaciones: { , por ejemplo, por sustitucién. Despejando la variable x

y+2x=3

en la primera ecuacion resulta y = —x y sustituyendo en la segunda, resulta:
X+2x=3 = x=38

Reemplazando en y = —x se obtiene y =-3.

Las coordenadas del foco son (3, —3).

138



Geometria Analitica

La distancia del foco al vértice es el valor absoluto de p. Es decir:

lpl= d(F,v)=\/(3—3)2+(—2+3)2 =1 = |pl=1

La ecuacion de la parabola que buscamos es de la forma (x — h)2 =4p(y — k)
donde p es negativo y (h, k) son las coordenadas del vértice. Entonces:
X=3)°=4.(-1).(y+2) = (x-3)°=—4(y+2)

Gréficamente:

Fs

Ejemplo: Realice el estudio completo de la ecuacion 2x + y2 -4=0

Se siguen los pasos enunciados:
e Interseccion con los gjes coordenados
Interseccién con el gje de abscisas: reemplazamos la variable y por cero

obteniendo 2x + 0°-4=0 = 2x-4=0 = x=2
Es decir, la grafica corta al eje de abscisas en el punto P(2, 0).
Interseccion con el eje de ordenadas: reemplazamos la variable x por cero y
resulta: 2.0 + y2—4= 0 = y2 =4 = y1=2, y,=-2
Es decir, la grafica corta al eje de ordenadas en los puntos Q (0, 2) y R(0, —2).

o Simetrias
Con respecto al eje de abscisas: Reemplazando y por -y resulta:

2xX + (—y)2—4:0 = 2X + y2—4:0quees igual a la dada.
Por lo tanto, la gréfica es simétrica con respecto al eje de abscisas.

Con respecto al eje de ordenadas:
Reemplazando x por —x resulta: 2.(—x) + y2 -4=0 = -2x+ y2 -4=0que
no es igual a la dada. Por lo tanto, la grafica no es simétrica con respecto al eje
de ordenadas.

Con respecto al origen de coordenadas: Reemplazamos x por —x e y por
-y resulta: 2.(—x) + (—y)2 -4=0 = -2x+ y2 —-4=0 quenoesigualala
dada. Concluimos que la grafica no es simétrica con respecto al origen de
coordenadas.
e [Extension

Con respecto al gje de abscisas. despejando la variable y, resulta:
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y = ++4/4-2x . Para que la raiz sea un numero real, el radicando debe ser
positivo o nulo. Por lo tanto, 4 -2x>0 = -2x>-4 = x<2

Con respecto al eje de ordenadas: despejando la variable x, obtenemos:
2

X = 4-y

. La variable y puede tomar cualquier valor real: —o <y < +oo0.

e QGréfica

¥
\ Se trata de una parébola de ecuacion:
Q

y2 = —2(x — 2) cuyo Vvértice es el punto
V(2, 0) y eje focal coincidente con el eje
de abscisas.

T

rs
-

//"’,/JH

EJERCICIOS

1) Halle la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan
del punto [%O) y de larectax = —%

2) Obtenga la ecuacion de la pardbola de eje focal en el eje de ordenadas,

vértice en el origen de coordenadas y tal que el punto (— % - 3) le pertenece.

3) Encuentre la ecuacién de la pardbola cuyo vértice es el punto (-1, 2) y cuyo
5
focoes |—=,21.
( 4 )

4) Determine la ecuacion de la parabola de vértice en el punto (1,-4) y eje
de simetria paralelo al eje y. Se sabe ademas que una de sus intersecciones con
el eje x es el punto (5, 0).

5) El foco de una parabola coincide con el centro de la circunferencia de
ecuacion x> + y2 + 10y — 75 = 0 y su lado recto tiene la misma medida que el
radio de la circunferencia. Halle la ecuacién de la parabola si se sabe que su eje
focal es paralelo al eje de abscisas y se abre hacia la derecha. Grafique.

6) Obtenga:

a) la ecuacion de la pardbola cuyo eje focal es paralelo al eje de ordena-
das, su interseccion con el eje de ordenadas es 3 y su vértice coincide con el
centro de la circunferencia x>+ y2 -2x—-4y-4=0.

b) la ecuacién de la recta que une el vértice de la parabola hallada en a)
con el punto (2, 4). Grafique la parabola, la circunferencia y la recta en un mismo
sistema de coordenadas cartesianas.
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RESPUESTAS
1) y? = 6x 2) x2=—%y 3) (y—2)° = x— 1
a) (x - 1)° = 4(y + 4)

2
5)<y+5>2=1o[x+gj ) (- 1=y -2 b)y=2x

¥

A M

1
ralen

Condicioén necesaria y suficiente de existencia de parabola

Partiendo de la ecuacién ordinaria de la pardbola, la desarrollamos vy
comparamos con una ecuacioén de la forma Ax2 + Cy2 +Dx+Ey+ F=0 para
determinar las condiciones que debe cumplir para representar una parabola.

Primer Caso: Eje focal paralelo al eje de abscisas

e Condicion necesaria:A=0y C=0

e  Condicion suficiente: D =0

Si el coeficiente de la variable de primer grado es nulo (D = 0), resultan dos
rectas paralelas, dos rectas coincidentes & ningln lugar geométrico.

Segundo Caso: Eje focal paralelo al eje de ordenadas
e Condicion necesaria:. A0y C=0
e Condicion suficiente: E=0

e dos rectas paralelas

Si E = 0 puede ocurrir que resulten: e dos rectas coincidentes

e ningun lugar geométrico
Conclusion:
La condicién necesaria para que la ecuacién Ax2 + Cy2 +Dx+Ey+F=0
represente una parabola es que uno de los coeficientes de las variables
cuadraticas sea nulo y el otro no. La condicién suficiente es que el coeficiente de
la variable de primer grado que corresponde al coeficiente de la variable
cuadratica nula sea distinto de cero.

Ejemplo: Dadas las siguientes ecuaciones incompletas de segundo grado
determine a qué lugar geométrico corresponden:

a)y> - 8x-2y+25-0
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b) x> —2x -8y + 25=0
€) 3x° +6x-9=0
d) 2 +x+3=0

La condiciéon necesaria para que una ecuacion AP + Cy2 +Dx+Ey+F=0
represente una parabola es que A y C no sean simultdneamente nulos pero sf
uno de ellos. Completamos cuadrados en cada caso para determinar qué lugar
geométrico representan.

En (a) resulta: y2—2y=8x—-25 = y°—2y +12-12=8x-25 =
- 1)2 =8 -24 = (y- 1)2 = 8(x — 3) que es una parabola con eje focal
paralelo al eje de abscisas.

En (b) obtenemos: x° - 2x =8y - 25 = x°—2x+ 1°-1°=8y-25 =

(x — 1)2 =8y -24 = (x- 1)2 = 8.(y —3) que es una parabola con eje focal
paralelo al eje de ordenadas.

En (¢) se cumple la condicion necesaria A = 0y C = 0 pero no la condicién

suficiente pues E = 0.
[2
-6+46 —-4.3.(-9 _
(9 _ 6+12 de donde

Resolviendo se obtiene: x4, = 6 = 5

resultan las rectas paralelas x=1 , x=-38.
En (d) sucede lo mismo que en el caso anterior. Se verifica la condicion
necesaria pero no la suficiente ya que E = 0.

14412 -423 —1+-23
4 4 ‘
Como el discriminante es negativo, no representa ningun lugar geomeétrico.

Resolviendo resulta: x4 =

EJERCICIO

Observando la ecuaciéon general incompleta de segundo grado, determine a qué
lugar geométrico puede corresponder. Justifique. Reduzca a la forma ordinaria v,
de ser posible, determine los elementos.

a) V' + 4x—4y +2=0 b)x*—6x+8/+9=0 €)y>+2y-3=0
RESPUESTA

Las ecuaciones cumplen la condicién necesaria para ser una parabola ya que
uno de los coeficientes de las variables cuadraticas es nulo y el otro no.

a) La ecuaciones (y — 2)2 = —4(x —%) , parabola de eje focal y = 2, vértice
[12] y foco (—1,2j .
2 2
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b) La ecuacion es (x — 3)2 = — 8y, parabola de eje focal x = 3, vértice (3, 0) y foco

(31 _2)

¢) Como el coeficiente del término lineal que corresponde al coeficiente de la
variable cuadratica nulo también es nulo, resultan dos rectas paralelas de
ecuaciony=1ey=-3.

Interseccion entre recta y parabola

Se debe resolver el sistema:
2 _ _ R B
(y B k) - 4p(x h) o bien (X h) - 4p(y k) de la misma manera que
ax+by+c=0 ax+by+c=0
se procedi6 para calcular la interseccion entre recta y circunferencia.

Ejemplo: Sea la ecuacion de la parabolay + 3 = X2 ylasrectasri :x-y—-1=0,

fh:X+y+4=0yr3:2x -y —4=0. Determine analitica y graficamente, si
existen, los puntos de interseccion de la conica con cada una de las rectas.
Grafique.

Planteamos un sistema de ecuaciones de la cdnica con cada recta.
y+3= x?

1_0 Lo resolvemos por igualacion despejando de
X—y-1=

Con ry resulta: {

cada ecuacion la variable y: ¥-3=x-1 = x¥*-x-2=0
Resolviendo la ecuacion cuadratica obtenemos: x4 =2 0x, =-1.
Reemplazando en cualquiera de las ecuaciones resultay; =1 0 y,=-2.

Es decir, los puntos de intersecciéon son Py (2, 1) y P> (-1, —=2). La recta r4 es
secante a la paréabola.
_ 2
Para hallar la interseccién con r, planteamos el sistema { y+3=x .
X+y+4=0
Procediendo de manera similar resulta:
X-8=-d-X = X°-3=-4-x X +x+1=0
~1+V12 -411  —1+4-3
2.1 2
Como el discriminante es negativo, no existe interseccion. La recta r, es exterior a
la parabola.

Resolviendo: xqo =

y+3:x2

Para hallar la interseccion con r planteamos el sistema { 40
2x-y-4=

Procediendo de manera analoga, resulta: X —3=2x—4 = X°—2x+1=0,
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Resolviendo la ecuacién cuadratica
obtenemos xq; =xo=1.

Reemplazando en cualquiera de las
ecuaciones resulta yq =y, = -2.

El punto de interseccion es R(1, -2).

La recta rz es tangente a la parabola.

EJERCICIOS
1) Halle analitica y graficamente la interseccion de la curva 4 —y = (x — 2)2 con
larecta x —y=0.

2) (Para qué valores de k larectay = 2x + k, corta a la parabola 'y = X — 4:

a) en dos puntos?

b) en un solo punto?

¢) en ningun punto?

3) Obtenga:

a) la ecuacion de la pardbola de vértice en el punto (1, —4) y eje de
simetria paralelo al eje y. Se sabe ademas que una de sus intersecciones con el
eje x es el punto (5, 0),

b) la ecuacién de la recta paralela a y — x = 0 que pasa por el punto

9
Q 61_ y
4
¢) las intersecciones de los lugares geométricos obtenidos en los items
a) y b) y represente graficamente.

4) Una cuerda de la parabola y2 = 4x pertenece a la recta x — 2y + 3 = 0. Calcule
la longitud de dicha cuerda.

RESPUESTAS
1) P1(0,0) y P2(3, 3) ]
e — i R 3.3
F%(D,El)
k} X
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2)a) k > -5 b)k=-5 c¢)k<-5
3)a) (x—1)° = 4(y + 4)

b) 4x -4y -15=0

C) P1 (0,—1T5j ,Pz[G,%]

=

4) Longitud de la cuerda= J80

EJERCICIOS INTEGRADORES 4.2 PARABOLA

1) Halle la ecuacién de la parabola cuyo vértice y foco son los puntos (-4, 3) y
(-1, 8), respectivamente. Determine las ecuaciones de la directriz y su eje focal.
2) La directriz de una parabola es larectay — 1 =0y su foco es el punto (4, —-3).
Obtenga la ecuacioén de la parabola y las coordenadas del vértice.

3) Determine la ecuacion de la parabola cuyo vértice es el punto (0, 3) y la
directriz es la recta x + 5 = 0. Escriba las coordenadas del foco y la ecuacion del
eje focal.

4) Escriba la ecuacién ordinaria correspondiente a y2 + 2y + 4x - 15 = 0,
determine a qué lugar geomeétrico corresponde y, de ser posible, los elementos.
5) Encuentre, si es que existe, él 0 los puntos de interseccion entre la recta

y + 2x =3y la parabola (y — 3)2 = 8X.

Ecuaciones paramétricas

Como en el caso de la circunferencia se intenta encontrar un parametro t que
permita expresar cada punto (x, y) de la pardbola como funcion de él. Se buscan
x=g(t) d
y =h(t)
par (X, y) que verifique la ecuacion de la pardbola dada. Si consideramos, por

las ecuaciones { e manera tal que para cada valor de t se obtenga un

ejemplo, la parabola y2 = 4px y tomamos una de las variables como parametro,

y=t
X =
las ecuaciones 2 teR, o bien t? teR, constituyen la
y“ =4pt XZ%

representacion paramétrica.

De la misma forma se enuncian para la ecuacion X2 = 4py.
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Tomamos una de las variables como parametro y las ecuaciones

x2 =4pt’ y=—

x=t
=t . . .,
{ y te R 0 bien t2 , te R, constituyen la representacion
4p

paramétrica.

GUIA DE ESTUDIO DE TEORIA N° 5: PARABOLA

1) Defina parabola como lugar geométrico.
2) Exprese simbdlicamente la definicion anterior.
3) ¢A qué llamamos ecuaciones candnicas?
4) Deduzca las ecuaciones canoénicas.
5) Realice la discusion completa de las ecuaciones deducidas en (4).
6) Defina los elementos de la parébola si:
a) el eje focal coincide con el gje x,
b) el eje focal coincide con el eje y.
7) Defina lado recto de la pardbola. Obtenga una férmula para su calculo.
8) Deduzca la ecuacion ordinaria de la parabola si:
a) el eje focal paralelo al eje x,
b) el eje focal paralelo al eje y.
9) Determine los elementos de las parabolas deducidas en (8).
10) Enuncie y demuestre:
a) la condicion necesaria,
b) la condicion suficiente para que una ecuacion de la forma:

AC + Cy2 + Dx + Ey + F =0 represente una parabola.

11) (¢Coémo se realiza la interseccidn de una recta y una parabola?
12) Deduzca las ecuaciones paramétricas de la parabola.

4.3 Elipse

La elipse se obtiene intersecando una
de las hojas de la superficie conica
con un plano inclinado.

ELIPSE
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Definicion: Es el lugar geométrico de los puntos del plano que cumplen con la
condicién de que la suma de las distancias a dos puntos fijos llamados focos se
mantiene constante y mayor que la distancia entre ellos.

El eje que contiene a los focos se llama gje focal e interseca a la elipse en dos
puntos llamados vértices principales.

El punto medio entre los focos es el centro de la elipse. El eje que contiene al
centro y es perpendicular al eje focal se llama eje normal y corta a la elipse en
dos puntos llamados vértices secundarios.

R B P(x, y) € elipse < d(F1, P) + d( Fo, P) = cte
1 F4 y Fo: focos
d(F4, F2): distancia focal
C: centro de la elipse, punto medio del
segmento ﬁ

Ecuaciones candnicas de la elipse

Son aquellas que se obtienen cuando la elipse esta referida a un sistema
cartesiano ortogonal, su centro coincide con el origen de coordenadas y el eje
focal con uno de los ejes coordenados.

Primer Caso: Datos:
y Centro C coincide con el origen.

Plxy) FiyFoenelejex = Fy(-,0)y

Fo(c, 0) son los focos.
P(x, y) punto genérico de la elipse.

e Incdgnita: ecuacion de la elipse

P(x, y) € elipse < d(F4, P) + d( Fo, P) =k =2a ;d(F{, F2) =2¢,2a>2c < a>c,
donde k, a y ¢ son nimeros reales positivos.

\/(x+c)2 +y2 +\/(x—c)2 +y2 =2a

(x+c)2+y2 =2a- (x—c)2+y2

Elevando al cuadrado a ambos miembros:
X2+ 2xc + 2 +y° = 4a° - 4a (x—c)? +y? Fx22xc+ 2 4y
4xc - 4a2: —-4a (x—c)2 +y2

Dividiendo ambos miembros por 4, resulta: xc —a> = —ay(x —c)? +y2
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2 2 2 4  2( 2 2 2
Elevando al cuadrado: x ¢ —2a xc+a =a (x —-2XC+C +Yy )

x2c? — 2a%xc + a* = a?x? — 2a%xc + a’c? + yPa®
A2 — g —yPa? = %P - ot

2.2

5% - % + a?y? =a' - a’c

Multiplicando ambos miembros por —1: a“x

Sacando factor comdn: Xz(az - 02) + azyz = az(az - czj

Comoa>c = a’>c® = a>-c®>0.
Llamando b? a la expresion a® — ¢ resulta b2 + a2y2 = a%b? y dividiendo por
2 2
2,2 X y© . -
a“b” obtenemos la expresion —2+—_1 que es la ecuacion canodnica de la
a b

elipse con eje focal coincidente con el eje de abscisas.

Discusion de la ecuacion de la elipse

2 2
. X y
Sea la elipse de ecuacion — + —

=1y G su gréfica.
a2

1) Interseccién con los ejes
a)Gneex = y=0

2 V4(-a,0
X Mo x=+as { 1(-a.0) Vértices principales
a? Va(a,0)
b) Gnejey = x=0
2 V3(0,-b
y—:1:>y:irb:> 3(0.-b) Vértices secundarios
b2 V4(0,b)

2) Simetrias: Como las dos variables estan elevadas al cuadrado, la elipse tiene
simetria total (con respecto al eje de abscisas, con respecto al eje de ordenadas
y con respecto al origen).

3) Extension:
a) respecto al eje de abscisas: 'y =f(x)
2 2 2 2 2 2 2
2 +_:1:>y_2:1_x_2:%:>y2 :b_z(az _Xz) =
a b b a a a

2 2

Peroy e R siempre que a x>0 a2 > |x| ca=-a<x<a
b) respecto al eje de ordenadas: x =1(y)
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2
SSRGS S —x2-2 (bz—yz):x:i% b? —y2

N
N
n
N

(o
N
I
<
N

Yy _a
2 b2 2 b2 b2 b2

b

Extensidn sobre el eje x Extensién sobre el eje y

4) Gréfica

u ACES

Sector en el que queda la grafica

Lado recto: se llama asi al segmento de cuerda perpendicular al eje focal que
contiene a un foco.

. . . 2b?
La longitud del lado recto se calcula mediante la férmula —
a

Segundo Caso:

i+
Datos:

H 1 Centro C coincide con el origen.

FiyFoenelejey = F4(0, —c)y Fo(0, c) son
2c Plx.y) los focos
+— c P(x, y) punto genérico de la elipse.

* Incdgnita: ecuacion de la elipse
H F ¥ P(x,y) € elipse < d(F{, P) +d(Fo, P) =2a
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Razonando de manera similar al primer caso, se !.f“vz
2 2
. y< X > .
obtiene: St =1 que es la ecuacién canonica de
o o o | 30.0)
la elipse con eje focal coincidente con el eje de
ordenadas.
'VIB \":1 X

El estudio completo de la ecuaciéon queda a cargo 70 -c)
del lector.

i

Excentricidad: Es el numero que expresa la razén entre la distancia focal y la
distancia entre los vértices principales.

- , c .
La excentricidad se calcula con la formula e =— y en el caso de la elipse
a

resulta menor que uno.

Ejemplo: Halle la ecuacién de la elipse sabiendo que sus focos son los puntos

3413

F1(-3, 0) y Fo(3, 0) y su excentricidad es 1;3

Sabemos que el punto medio entre los focos es el centro, en este caso el centro
es el origen y el eje focal es el eje de abscisas, entonces su ecuacion es de la

2 2
forma X—2+y—2:1 . La distancia entre los focos es 2c, en este caso 2c = 6
a b
entonces ¢ = 3. La excentricidad es e = c = E = @ = 3= 3\/ﬁ a=—
a a 13 13

13 . .
a=— yracionalizado es a = V13

J13

Ademas 02 = a2 - b2 . Reemplazando se obtiene:
3= 132 b7 = bP=13-9 = b°=4

2 2

. . ; X
Sustituyendo en la ecuacién de la elipse resulta X Y g

13 4

Ejemplo: Dada la ecuacion 9p2 (sen2 0+ 4cos2 0) = 36 en coordenadas polares,
escribala en coordenadas cartesianas. ¢De qué tipo de curva se trata?
Grafique.

Sabemos que: p2 = x2 + y2

cosezi = X =p cosb
P

150



Geometria Analitica

y

sen o= = y=psend

Aplicando propiedad distributiva y reemplazando resulta:

9 p® sen” 0 + 36p° cos® 0 = 36 y1
9y? + 36 X% = 36. 2
Dividiendo ambos miembros por 36 se obtiene:
2 y?
X +=—=1
4
Se trata de una elipse con centro en el origen de g Tox
coordenadas, con eje focal en el eje de
ordenadas.
-2

Ecuaciones ordinarias de la elipse
Teniendo en cuenta la traslaciéon de ejes resulta:

Primer Caso

(x-hP? , (y-kP
2 2
a b
centro (h, k) y eje focal paralelo al eje de abscisas.

La expresion =1 es la ecuacion ordinaria de la elipse de

Elementos: ¥t :

Centro: C(h, k) Ty
Vértices principales:
Vi(h—-a, k) vy Vo(h+a, k) Wy W
Vértices secundarios: :
Va(h, k=) y Vy(h k+Db) :
Focos: Fy(h—c, k) yFoh+c, k) " : »

Segundo Caso

(y-k)J , (x=h)?
2 2
a b
centro (h, K) y eje focal paralelo al eje de ordenadas.

La expresion =1 es la ecuacion ordinaria de la elipse de
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Elementos:

Centro: C(h, k)

Veértices principales:

Koo v W Vi(h, k—a) y Va(h, k +a)
Vértices secundarios:
Va(h=b, k) y Vy(h+Db, k)

1 Focos: Fy(h, k—c) y Fo(h, k+0)

-

rFs

Ejemplo: Determine la ecuacion de la elipse cuyos vértices son los puntos (0,
1); (6, 1); (3, -1) y (3, 3). Grafique.

Ubicando los vértices en un sistema cartesiano obtenemos:

W
3 .
H R PP EPPEPPPPEPPPEp -
) 0 3 B
-1 -

Se trata de una elipse cuyo eje focal es paralelo al eje de abscisas, por lo tanto,

(x —2h)2 L-KkP

> , donde (h, k) son las
a b

su ecuaciéon es de la forma

coordenadas del centro.

Los puntos (0, 1) y (6, 1) son sus vértices principales y la distancia entre ellos es
6. Osea2a=6 = a=3.

Los puntos (3, —1) y (3, 3) son sus Vvértices secundarios y la distancia entre ellos
es4. Porlotanto 2b=4 = b=2.

El punto medio entre cada par de vértices es el centro entonces C(3, 1).

2 2
Por lo tanto la ecuacién buscada es: (X _93) + (y 1) =1

4

Gréaficamente:
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Ejemplo: Halle la ecuacion de la elipse cuyo centro es el punto (-1, —1), uno
de sus focos es (-1, 2) y uno de sus vértices es (-1, 4). Grafique.

Ubiquemos los puntos dados en un sistema cartesiano.
¥4 La ecuacién buscada es de la forma
Yoa--14

2 2
(X;Zh) + (y;zk) =1, donde (h, k) son
Fe-12 las coordenadas del centro. Su eje
; focal, paralelo al eje de las ordenadas,
! es larecta x = —1.

: Sabemos que la distancia entre el centro
¢ el y cada foco es el valor de c. Por lo tanto,
c=3.

Segun la grafica (-1, 4) es uno de sus
vértices principales. La distancia entre
cada vértice principal y el centro es el
valor de a, entonces a = 5.
Reemplazando los valores de ay c en

Fe
b

®=a’—b’resulta: 3°=5°-b° = b°=25-9 = Db’ =16 = b=4

(x+1)2 +(y+1)2 1
16 25

La ecuacion de la elipse es:
Gréficamente:

Los demas elementos de la elipse:

V4 (-1, —6) es el otro vértice principal,

Vg (-5, =1) y V4 (3, —1) son los vértices
secundariosy F4 (-1, —4) es el otro foco.

EJERCICIOS

1) Determine la ecuacion de la elipse de centro el origen de coordenadas vy tal

gue dos de sus Vvértices son los puntos V4(0, -3) y Vo(2, 0).

2) Halle la ecuacion de la elipse de centro (0, 0), vértice (-3, 0) y foco (0, 4).

3) Obtenga la ecuacion de la elipse de centro en el punto (3, —1) que es tangente
alarectay—1=0y al eje de ordenadas.
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4) Halle la ecuacion de la elipse cuyo centro es el punto (1, —1) y es tangente a
larecta y=3ya larectax=-1. Grafique.

5) Encuentre la ecuacion de la elipse cuyos focos son los puntos P(1, 1)y
Q(1, —1) y uno de sus vértices principales es V(1, 4). Grafique.

6) Deduzca la ecuacion de segundo grado y determine las coordenadas de los
focos de la elipse cuya representacion gréfica es:

-

RESPUESTAS
2 2 2 2 2 2
1) RS A 2) XY 3) (x-3) +(y+1) -1
4 9 9 25 9 4
4) (X_1)2 (y+1)2 =1 ) (X_1)2 y2 —
4 16 15 16
YT Y

AN
tr <

6) (x+3)2+%=1 ; F1(_3,1_\/§) Fg(—3,1+J§)

Condicion necesaria y suficiente de existencia de elipse
Condicion necesaria: para determinarla desarrollamos la ecuacion

2 2
(=P y-KP _
2 2
a b
Ax® + Cy? + Dx + Ey + F=0.
La condicién necesaria para que la ecuacion AP + Cy2 +Dx +EBy+F=0

represente una elipse es que los coeficientes de las variables cuadréaticas sean
de igual signo y de distinto valor absoluto.

y comparamos los valores con los de la ecuacion
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Condicién suficiente: considerando la condicién necesaria y completando
cuadrados en Ax® + Cy? + Dx + Ey + F=0resulta A (x—h)®> + C (y — k)® = M.
Para la condicién necesaria, signo A = signo C. Si ambos fuesen negativos,
multiplicamos la expresion A (x —h)2 + C (y —k)2 = M por (-1), y el primer
miembro se transformard en positivo. Analizando el valor de M obtenemos
conclusiones respecto al lugar geométrico que representa.
e Si M es positivo representa una elipse.

. D E
e SiMesnuloeselpunto | ——,——|.

2A° 2C

¢ Si M es negativo no representa ningln lugar geométrico.
Conclusién: La condicién necesaria y suficiente para que una ecuacion de la
forma AX® + Cy2 + Dx + Ey + F = 0 represente una elipse es que los
coeficientes de las variables cuadréticas sean de igual signo (y de distinto valor
absoluto) y que el término independiente, luego de completar cuadrados y
pasado al segundo miembro, sea mayor que cero (siendo el primer miembro
positivo).

Ejemplo: Dadas las siguientes ecuaciones generales incompletas de segundo
grado indigue qué lugar geométrico representan cada una:

a) 25x° + 16y — 64y — 336 = 0

b) 25x° + 16y — 64y + 64 =0

¢) 25x° + 16y° — 64y + 100 =0

La condicion necesaria para que una ecuacion AC + By2 +Dx+Ey+F=0
represente una elipse es que el signo de Ay de C sean iguales pero Ay C sean
de distinto valor absoluto.
Para determinar el lugar geométrico que representan completamos cuadrados.
En (a) resulta:
2 2 2 2 2 52
25X~ + 16(y" —4y) =336 = 25x" + 16(y" -4y +2°-27) =336 =
25x° + 16((y — 2)° -~ 4) =336 = 25x° + 16(y-2)>-64=2336 =
25x° + 16(y — 2)? = 400.
Como el término independiente, luego de completar cuadrados, es positivo, la
ecuacion representa una elipse. Dividiendo a ambos miembros por dicho valor
2 _ 2
obtenemos que su ecuacion es LI -2) =1
16 25
Procediendo de manera similar al caso anterior, en (b) resulta:
25x° + 16(y° — 4y) =—64 = 25%° + 16(y—2)°—64=-64 =
25x° + 16(y - 2)° = 0.
Como el término independiente, luego de completar cuadrados, es nulo, la
ecuacion representa el punto P(0, 2).
Y en (c) surge:
25x° + 16(y° — 4y) =—100 = 25x° + 16(y —2)°— 64 =-100 =
25x° + 16(y — 2)° =36
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Como el término independiente, luego de completar cuadrados, es negativo, la
ecuacion no representa ningun lugar geométrico.

EJERCICIO

Explique si las siguientes ecuaciones cumplen la condicidbn necesaria para ser
una elipse. Encuentre la ecuaciéon candnica completando cuadrados y determine
si verifican la condicién suficiente.

a) 3x2 + 4y° — 12x + 8y + 4= 0

b) x2+2y2+x—4y+%=0

RESPUESTA

a) Cumple la condicién necesaria pues los coeficientes de los términos
cuadraticos son positivos (3 y 4). Completando cuadrados se obtiene la

2 2
(-2P (1P
4 3

término independiente es mayor que 0. Se trata de una elipse.

b) Cumple la condicién necesaria pues los coeficientes de los términos
cuadraticos son positivos (1 y 2). Completando cuadrados se obtiene la

12
X+—=
\ 2
2
ecuacién no cumple la condicion suficiente para ser elipse. Se trata del punto

)

ecuacion:

Se cumple la condicion suficiente ya que el

ecuacion: +(y—1)2 =0. Como el término independiente es cero, la

Interseccion de recta y elipse
Para encontrar las intersecciones debemos trabajar como se hizo con recta y
circunferencia.

Ejemplo: Dada la ecuacién de la elipse 9x2 + 4y2 =36 ydelarectay=x+Kk,
determine el 6 los valores de k para los cuales la recta es tangente, secante o
exterior a la conica.

Planteamos la interseccion entre la recta y la cdnica, es decir, el sistema

9x2 + 4y =36
{ y=x+k
Resolvemos el sistema por sustitucion reemplazando en la ecuacién de la elipse
Y porx+K: 9XC+4(x+K)?2 =36 = 9 +4(C+2xk+k)=36 =
9+ 4x% +8xk +4k2—36=0 =  13x° + 8Kk X + (4k> —36) = 0
La posicién de la recta con respecto a la conica dependera del nimero de
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soluciones de la ecuacion cuadréatica obtenida. Planteamos el discriminante:
A= (8K -4.13. (4k®-36) = A =64Kk>-208K° + 1872 =

A = —144 K% + 1872

Se pueden presentar tres situaciones:

e Si el discriminante es nulo, habra una Unica interseccién, es decir, la recta sera
tangente a la elipse.

A=0 = —144K°>+1872=0 = Kk°=13 = k=13 6 k= —-13

e Si el discriminante es positivo, habra dos intersecciones, es decir, la recta sera
secante a la elipse.

A>0 = —144K2 +1872>0 = —144k%>-1872 = K° < (-1872):(-144) =

= k2<13 = —\/ﬁ<k<\/§

e Si el discriminante es negativo, no habra interseccién, es decir, la recta sera
exterior a la elipse.

A<0 = —144K° +1872<0 = —144Kk%<-1872 = k° > (-1872):(-144) =
= K >13 = k<—\/ﬁ o] k>\/§

2
Ejemplo: Sea la ecuacion de la elipse (y;—2)+(x+2)2 =1 ydelas rectas

r :4x+y+1=0y ry:x-y-2=0. Determine los puntos de interseccion, si
existen, entre la conica y cada una de las rectas. Grafique.

Planteamos y resolvemos en cada caso un sistema de ecuaciones entre la
conicay larecta.

2
y-3) 2
En primer lugar: 16 +(x+2)" =1
4x+y+1=0

Despejamos la variable y de la segunda ecuacion: y = —1 — 4x, sustituimos en la
primera y resolvemos:

5 2
—(_1_;1;_3) +(x+2P7 =1 = —(_41_64)() +(x+2f =1 =

16 + 32x + 16x°
16

Multiplicamos ambos miembros por 16:
16 + 32 + 16x° + 16x° + 64x + 64— 16=0 = 32x° + 96X + 64 =0,
Resolviendo la ecuacion cuadratica obtenemos que x; ==1 0 Xp, =-2.

+x2+4x+4:1.

Reemplazando los valores de x eny = -1 — 4x resulta: y4 =3, yo=7.

Es decir, que rq es secante a la elipse pues la corta en dos puntos P4 (-1, 3) y
P, (-2, 7).

Para hallar la interseccion de la cénica con la otra recta planteamos el sistema:
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2
=3 | (xi22 o1
16
X-y-2=0 = y=x-2

Para resolverlo procedemos de manera similar, obteniendo:

2 2
(x-2-3]" +(x+2 =1 = (x-5)" F(x+2f =1 =
16 16
2
X —11‘:3X+25_+X2+4X+4:1 = X% —10x + 25 + 16x° + 64x + 64 — 16 =0 =

17x° + 54x + 73 = 0. Resolviendo la ecuacioén cuadratica resulta:

X1y = ~54+454%2 -4.17.73 _ -54+-2048

’ 217 34
Como el discriminante es negativo las raices son ndmeros complejos vy, en
consecuencia, no existe interseccion entre la recta y la cénica. Por lo tanto, la
recta es exterior a la elipse.

Gréaficamente:

i

EJERCICIOS INTEGRADORES 4.3 ELIPSE

1) Halle la ecuacién de la elipse cuyo centro coincide con el centro de la
. 22
circunferencia x +y —-2x+2y-2=0 yestangentealarecta y=3ya la

rectax=-1.

2) Determine la ecuacion de la elipse de eje focal paralelo al eje y, cuyo centro es
el punto (-1, 2), la distancia entre los vértices principales es 6 y pasa por €l
punto R(1, 2).

3) Los vértices principales de una elipse son los puntos (1, —6) y (9, -6) y la

longitud de cada lado recto es % Obtenga la ecuaciéon de la elipse y su

excentricidad.
4) Reduzca la ecuacion dada a su forma ordinaria. Determine si corresponde a

una elipse y, de ser posible, escriba sus elementos.

158



Geometria Analitica

a) 9 + 4% -8y -32=0
b) 3x° + 2y° —6x + 9=0

Ecuaciones paramétricas
Como en el caso de la circunferencia se intenta encontrar un parametro t que
permita expresar cada punto (x, y) de la elipse como funcién de él. Es decir se

x =g(t
buscan las ecuaciones { ﬁgt; de manera tal que para cada valor de t se
y =
obtenga un par (x, y) que verifique la ecuacion de la elipse dada.
2 2

, . , . X y
i consideramos, por ejemplo, la elipse —t 5= 1
a

S o7
X =acost
y = bsent
2

, las ecuaciones

, te[0,2n], constituyen la representacion paramétrica. En efecto

x

2
—cos?t , y_2 = sen?t . Si sumamos miembro a miembro resulta:
b

|
x
o N

2
Y
2

b

=cos?t+sen’t=1, que coincide con la ecuacion dada.

Q
N

GUIA DE ESTUDIO DE TEORIA N° 6: ELIPSE

1) Defina elipse como lugar geométrico.
2) (A qué llamamos:

a) eje focal?

b) vértices principales?

c) centro?

d) eje normal?

e) vértices secundarios de una elipse?
3) Exprese simbdlicamente la definicion de la elipse.
4) (A gué llamamos ecuaciones candnicas?
5) Deduzca la ecuacion candnica de la elipse si:

a) los focos se encuentran sobre el gje x.

b) los focos se encuentran sobre el gje y.
6) Realice la discusion de la ecuacion:

2 2 2
a) X+ -1 b)
2 2
a b

7) Defina los elementos de la elipse si:

a) eje focal coincide con el gje x.

b) eje focal coincide con el eje y.
8) Defina la excentricidad de la elipse. Deduzca una férmula para su calculo.
9) Deduzca las ecuaciones ordinarias de la elipse si:

y2
+—2:1
a

cr|><
N
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a) eje focal paralelo al eje x.
b) eje focal paralelo al eje y.

10) Defina los elementos de las elipses obtenidas en (9).
11) Enuncie y demuestre la condicion

. L. 2 2
a) necesaria para que una ecuacion Ax- + Cy  + Dx + Ey + F
represente una elipse.

Il
o

Il
o

b) suficiente para que una ecuacion Ax2 + Cy2 + Dx + Ey + F
represente una elipse.

12) Deduzca las ecuaciones paramétricas de la elipse.

4.4 Hipérbola

D”gﬁ«:a B La hipérbola se obtiene intersecando
—— I T— las dos hojas de la superficie cénica

! ] 2 con un plano inclinado que no

- Ly contiene al vértice del mismo.

i I A
|

|

\.

Definicion: Es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que el valor

absoluto de la diferencia de las distancias a dos puntos fijos llamados focos se
mantiene constante y menor que la distancia entre ellos.

P € hipérbola <
|d(F4, P) —d( Fp, P)| =cte
F1y Fo: focos

d(F4, F2): distancia focal
C: centro de la hipérbola, punto
medio del segmento Fy Fp
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Ecuaciones candnicas de la hipérbola

Primer Caso

vt Datos:

Py Eje focal coincide con el eje de

abscisas. F1 y Fo en el eje x,

entonces Fq(-c, 0) y Fo(c, 0) son los
focos.

El centro C coincide con el origen de
2c coordenadas.

P(x, y) punto genérico

Incdgnita: ecuacion de la hipérbola

P(x, y) € hipérbola < | d(F1,P)-d(Fo, P | =k =2a,
k <2c = 2a<2c = a<c, donde k, ay ¢ son nUmeros reales positivos.

d(Fy,P) =y (x+¢)? +y?

=2a

:‘\/(x+c)2+y2 CJx—cR +y2
d(Fp,P) =4 (x—c)? +y2
\/(X+C)2+y2 —\/(X—c)2+y2 =+2a
V (x+cP +y? =+2a+4 (x—c)? +y?

Elevando ambos miembros al cuadrado y resolviendo:

(x+c)2+y2 =4a° + 4a (x—c)2+y2 +(x—c)2+y2

x? +2xc+c?+y2 =4a® +4a (x—-cf? +y2 +x2-2xc+c2 +y?
4xc-4a® =+ 4a (x—c)2+y2

2

Dividiendo por 4 ambos miembros: xc-a? =+a (x—c)? +y?

Elevando aI cuadrado:

22 4 2 2

xX"¢c —2axc+a =a (x—c¢) +ay

22 4 2.2 2 22 2 2
X"C —2axc+a —ax —2axc+ac +ay
22 2.2 22 4

XxcT—ax —ay_ac -a

22 2 2,2 2

x"(c —a)—ay =a(c —-a)
2 2 2 2
Comoa<c entonces a <c~ y ¢ —a >0.

2 C . 2 2 . L. .
Llamamos con b~ a la expresion ¢~ — a~ y sustituyendo en la ecuacién anterior

obtenemos x2b2 - a2y2 = a2b2.

2

. 2,2 x2  y? g
Dividiendo por a'b™ se llega a la —2——2=1 gue se conoce como ecuacion
a
candnica de la hipérbola.
Observacion: Si el eje focal coincide con el eje de abscisas entonces el término

en x es el positivo.
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Observacion: Si el eje focal coincide con el eje de abscisas entonces el término
en x es el positivo.

Discusion de la ecuacion candnica

2 2
Sea G la gréfica de N A

a? b2

1) Intersecciones con los ejes
a)Gnejex = y=0

2 V(=
X 1=ox?2-=a2=>x=ta> 1(-3,0)
V,(a,0)

5 son los vértices de la hipérbola

a
b) Gnejey = x=0

2
_y_2 =1=y2 =2 = y=+y-b? absurdo, no existe interseccion.
b
2) Simetrias

La hipérbola tiene simetria total dado que en su ecuacion las variables se
encuentran elevadas al cuadrado. En conclusién la hipérbola tiene dos ejes de
simetrfa y un centro de simetria.

El eje focal se llama también eje transverso y el eje perpendicular al mismo que
pasa por el centro de la hipérbola, eje normal o conjugado.

3) Extensién
a) respecto al gje de abscisas: se escribey = f(x)

2 2 2 .2 2 L2 .2 2
X X X< —a b
et et s L2 R o VZ:—Z(Xz—aZ) =
a b b a b a a

b
y=+—1 x?-a?

a

2 .2 2.2

Luego, debe ser x“ —a“ >0=>x“ >a“ = |x|>a=>x>avx<-a

'-|I|'JL

s

b) respecto al eje de ordenadas: se escribe x = f(y)
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2 2 2
X y 2_a (2 .2 a2 2
—2=1+—2$X =—2(b +y )$X=i5 b +y

a b b
xeR o y2+b220 Vy = —0<y<+0

4) Gréfica
Elementos:

Centro: C(0, 0)

Vértices: V{(-a, 0) y Vo(a, 0)

Focos: Fi(-c,0) y Fo(c, 0)

Lado recto: Es el segmento perpendicular al eje transverso que contiene al foco

y tiene por extremos los puntos de la hipérbola.

2
La longitud del lado recto se calcula mediante la expresién %.

Excentricidad: Es el nUmero que expresa la razén entre la distancia focal y la
distancia entre los vértices.

La excentricidad se calcula segun la férmula % y en el caso de la hipérbola es

mayor que uno.

Segundo Caso

4
Datos: eje focal coincide con el eje de

- F.00,0 .
. ordenadas entonces los focos se escriben
: Pix, ) F1(0, —¢) y F2(0, c).

. 2ol . Centro coincidente con el origen.

) : o % P(x, y) punto genérico
: Incdégnita: ecuacién de la hipérbola
“Fi0-cht

P(x, y) € hipérbola < |d(Fy, P) —d(Fp, P)| =k=2a, a>0.

2 2
. . . X
Si procedemos como en el primer caso, resulta la expresion y_2

-—=1que
a

es la ecuacion candnica de la hipérbola con eje focal coincidente con eje de
ordenadas.

O
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Observacion. Si el eje focal es coincidente con el eje de ordenadas, entonces el
término en y es el positivo.

1
F Elementos:
W Centro: C(0, 0)
v iz Focos: F1(0, =¢) y F»(0, c)
/ N Vértices: V4(0, -a) y V»(0, &)

Ejemplo. Determine la ecuacién de la hipérbola con centro en el origen, eje focal
coincidente con el eje de ordenadas y que pase por los puntos P(0,1) y Q(3, V2 )

Como el eje focal coincide con el eje de ordenadas y el centro es el origen, la

y2 2
ecuacion es de laforma “—-—=1
2 2
a b
Como pasa por los puntos P y Q, dichos puntos verifican la ecuacién, entonces:
ﬁ - i 1 Ay
2 2 >
a b - a
2 2 2 9
2 3 1 £ 2 -1
T2 T 27 az b2
a b

De la primera ecuacién deducimos que a° = 1, sustituyendo en la segunda y

despejando b resulta: 2—%:1 = 2-1 :% = b°=0,

b b
5 2
Por lo tanto la ecuacion buscadaes y - X? =1.

Asintotas a la grafica de una curva

Consideremos una curva S abierta con centro C y una recta r. Si el punto P(x, y) se
mueve sobre la curva de forma tal que se aleja indefinidamente del centro al
mismo tiempo que se acerca indefinidamente a la recta, sin tocarla, a esa recta, si
existe, se la llama asintota de la hipérbola. Podemos decir que la curva se acerca
indefinidamente a la recta sin llegar a tener ningln punto en comun con ella.
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Llamamos con d; a la distancia del ¥ dr

punto P al centro de la curva y d, a la Plx.y)

distancia del punto P alarectar.

r asintota si: d;— +o,d,—>0 y dr=0 ) d. /5 | )
r E

Asintotas de la hipérbola: Son un par de rectas a las que la hipérbola se acerca
indefinidamente sin tocarlas. Para hallar las ecuaciones de las asintotas debemos
tener en cuenta lo siguiente:

Primer Caso
2 2
Consideramos la ecuacion X—2 - y_2 =1
a b

2

Despejando la variable y resulta: y = J_rgx 1—""—2
X
. a? a? , .
Six>+0 = — - 0 = 1—X—2—> 1 y de aqui las expresiones:
X

b b . .
y=—X ; y=——Xx resultan las ecuaciones de las asintotas.
a a

Segundo Caso

y2 X2
Consideramos la ecuacion ~——-— =1
2 2
a b
b2
Despejando la variable y resulta: y = J_r%x 1+ —
X
. b? b2 , . a_.
Si xX>+0w=>—->0=>1+——>1 y de aqui las expresiones y=-=Xx;
x? x2 b

a . .
y= _EX son las ecuaciones de las asintotas.

Método practico para determinar las ecuaciones de las asintotas
de una hipérbola dada

Mostraremos una forma practica para calcular las ecuaciones de las asintotas a
una hipérbola segun el eje focal coincida con el eje x 0 con el gje y.

Primer Caso

2 2
e En X—2—y—2=1 hacemos cero el término independiente y desarrollamos
a b

algebraicamente la igualdad que resulta:
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2 2
bx-ay=0
X Y _0=b°x%—a’y’ =0=(bx—ay).(bx+ay)=0= =t
a’ bl bx +ay =0
y =2X
a b son las ecuaciones de las asintotas.
=—-=X
a

Segundo Caso:
2 2

e En y_2_X_2 =1 hacemos cero el término independiente y desarrollamos la
a b
igualdad que resulta:
2 2
by —ax=0
Y X _0=b%y®-—a’x’ =0=(by —ax).ly+ax)=0= |
a2’ b2 by+ax=0
y=2x
b son las ecuaciones de las asintotas.
y=-2x
b

Interpretacion geométrica de las asintotas de la hipérbola
Las asintotas de la hipérbola son las diagonales de un rectangulo que tiene por
centro el centro de la hipérbola y lados de longitud 2a 'y 2b.

2 2
Y _x _4

2 2
a

(o

r'y

Ejemplo. Determine la ecuacion de la hipérbola cuyos vértices son los puntos

(=3,0) y (3, 0) y pasa por el punto (5, gj . Grafique e indique sus elementos.

Graficamos los puntos dados:
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VT El punto medio entre los vértices es
el centro de la hipérbola. Por lo tanto,
el centro es el origen de
coordenadas. La distancia entre el

" . ; }{ centro y cada vértice es el valor de a.
3.0 0 Por lo tanto, a = 3.
La ecuacién que buscamos es de la
2 2
forma - y_2 =1.
a b
%2 yz
Con la informacién obtenida podemos escribir: o 2 =1
b

El punto (5, %) pertenece a la hipérbola y por lo tanto verifica su ecuacion:

5

2 2
%— > =1 . Resolviendo: %—6—42=1 = M=1 =
b 9% 9%b
250b% — 64 = 9b° = 16b° =64 = b =14,
x2 y2
En consecuencia, la ecuacion de la hipérbola es o 1° 1

Teniendo en cuenta que ?=a’+ bz, planteamos: ?=3%+2° = c= +413 .

En consecuencia sus focos son los puntos Fy (-+/13,0) y F5 (413, 0).
Para determinar las ecuaciones de las asintotas igualamos a cero la ecuacion y

2 2 4x2 _gy2
resolvemos: % _yT =0 = Ty =0 = 9y2 — 4l =
2 2 . .
y = §X RS _EX son las ecuaciones de las asintotas.

El eje focal es el eje de las abscisas que expresamos y = 0y el eje normal es el
de las ordenadas que escribimos de la forma x = 0.
Gréficamente:

Ejemplo: Dada la ecuacion X2 — y2 = 1 determine de qué tipo de curva se trata,
indique sus elementos y grafique. Exprese la ecuacion en coordenadas polares.
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La ecuacion corresponde a una hipérbola. En este caso el centro es el origen de

coordenadas, su eje focal es el eje de abscisas y su eje normal, el de ordenadas.
Como a° =1 , Sus vertices son V4(—1,0) y Vo(1, 0).
2-a+ b2, en el ejemplo obtenemos

¢ = =. Por lo tanto, sus focos son F1(—\/§, 0)yFs (\/5, 0).

b2 =1 y como ademas se verifica que ¢

L c
La excentricidad es e = —; reemplazando,
a

resulta e = /2 .
Para hallar sus asintotas igualamos a cero |

la ecuacion dada y resulta:

x2—y2:0 = X

3
NGl
=

=y = y=x e
y =-X son las asintotas.

Nota: Cuando | al =1bl se denomina hipérbola equilatera.
Para expresar la ecuacion dada en coordenadas polares, tenemos en cuenta que

pg=x2+y2,cose=i = x=pcose,sene=X = y=psend
p [

Reemplazando en X2 - y2 =1 obtenemos:
2 2_ 2 .2 2 n2pn_
(p cos 0) )" =1 = p°cos"0-p~sen“06=1=

p2. (Cos2 0 — sen? 0) = 1 es la ecuacién dada en coordenadas polares.

—(psen®

Ecuaciones ordinarias de la hipérbola

Primer Caso
El centro es el punto C(h, k) y el eje focal paralelo al eje de abscisas.

2 2
La ecuacion es de la forma (X — h) - (y _ k) =1

\Y:
________ I_:|1___k_______ .

a? b?

Elementos:
Centro C(h, k)

Vértices: Vq(h—-a, k) y
Vo(h + a, k)
Focos: Fi(h—-c, k) y

Fo(h + c, k)
Asintotas:

y—k=+2(x-h)

O]
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Segundo Caso
El centro es el punto C(h, k) y eje focal paralelo al eje de ordenadas.

y-KkP _x=hP | 1
2 2
a b

La ecuacion es

Elementos
Centro C(h, k)

Vértices: Vi(h, k —a) y Vo(h, k + a)
Focos: Fy(h,k—c) y Fo(h, k +¢)

Asintotas: y —k = J_r%(x ~h)

Ejemplo: Halle la ecuacién de la hipérbola cuyo centro es (2, 1), su eje focal es
paralelo al eje de ordenadas, uno de sus vértices es (2, 5) y una de sus
asintotas es larecta 2x -y -3 =0 . Grafique.

., ~k)?  (x=hY? :
La ecuacion buscada es de la forma (y 2) - ( > ) =1, pues el gje focal es
a b
paralelo al eje de ordenadas y donde (h, k) son las coordendas del centro.
Graficamos los datos en un sistema de coordenadas:
La distancia entre el centro y uno de sus

vértices es el valor de a, entonces a = 4. Las

. . a
pendientes de las asintotas resultan m = + b

La asintota dada tiene pendiente 2, por lo

tanto: %:2 = b=2.

En consecuencia, la ecuacion de la hipérbola
y-1°  (x-2f

es:
- 16 4
El otro vértice es el punto (2, -3). ¥T
El eje focal es la recta x = 2 y el eje normal,
larectay=1. y=-2x+8

La otra asintota tiene pendiente -2, su
ecuacién es y = -2x + h. El punto (2, 1) le
pertenece, entonces: 1 =-2.2 + h y por lo
tanto h = 5. Su ecuacion es y = -2x + 5.

De la igualdad 02 = a2 + b2 resulta ¢ = /20 .
Los focos son F4 (2, 1—@) y
Fo (2, 1+4/20 ).
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Ejemplo: Obtenga la ecuaciéon de la hipérbola con eje focal paralelo al eje de
ordenadas, cuyo centro es el vértice de la pardbola y2 — 6x— 18 =0y pasa por

los puntos (-3, 4) y (1, %J .

Si la hipérbola tiene eje focal paralelo al eje de ordenadas, su ecuacién es de la
(y-kP _(x=hP __

a b2 '
Hallamos el vértice de la parabola haciendo pasaje de términos y sacando factor
comun 6: Vo =6x+ 18 = y?=6(x + 3).
El vértice de la parabola es V(-3, 0) que coincide con el centro de la hipérbola.

2 2
Reemplazando en la ecuacion, resulta V——M =1.

a? b2
Como los puntos (-3, 4) y (-3, —4) pertenecen a la hipérbola, sus coordenadas
verifican la ecuacion. Por lo tanto, sustituyendo obtenemos:
42 (3+3F 16 _
a® b2 a’

forma:

1 = a°=16.

(20}2
a 2
3 (1+3) =1 = 2_5_E:1 = E:E

_ = - b°=09.
2 2
Entonces la ecuacion buscada de la hipérbola es }II_6 —@ =1.
EJERCICIOS

1) Halle e identifique el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la
diferencia de las distancias a los puntos P(5, 0) y Q(-5, 0) es 8.

2) Determine la ecuacion de la hipérbola de centro el origen de coordenadas,
vértice V(-5, 0) y foco F(6, 0).

3) Encuentre la ecuacion de la hipérbola de eje transverso el eje de abscisas si
se sabe que el centro es el punto (0, 0), la distancia entre los vértices es 12 y la

5 .
rectay = §X es una de sus asintotas.
4) Determine la ecuacién de la hipérbola con centro en el origen, si se sabe que
- 7
uno de sus veértices es el punto (—E, Oj y un foco es el punto (-4, 0).

5) Obtenga la ecuacién de la hipérbola si se conocen sus vértices V¢(-2, 1) y
Vo(=2, 3) y la amplitud tomada sobre el eje conjugado es 4.
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6) Halle la ecuacion de la hipérbola de centro C(-3, —2), eje focal paralelo al eje
3
2
7) Deduzca la ecuacién del lugar geométrico
cuya representacion grafica es:

X, excentricidad e = 2 y la amplitud tomada sobre el eje normal es 2+/20 .

b

=
A

8) Halle los puntos de interseccion de la
recta 2x — 9y + 12 = 0 con las asintotas de la

hipérbola 4x° — 9y° = 36. Grafique.

RESPUESTAS
2 2 2 2 2 2
XY __1 hipérbola; 2) Z--Y__1; g X Y _
16 9 25 11 36 100
4)ﬁ_ﬁ:1 5)(y_1)2_(x+2)2 =1
49 15 7 4 4
4 4
2 2 2 2
6) (X+3) _(y+2) =1; 7) (y—2) _(X+6) =1
16 20 16 9
; "
8)P(——,1j,o<3,2>
2 2l Q

P

Z TN

Condiciones de existencia de hipérbola
Analizamos las condiciones necesaria y suficiente que debe cumplir una

ecuacion de la forma Ax2 + Cy2 + Dx + Ey + F = 0 para representar una
hipérbola.

Condicién necesaria

Para que una ecuacion del tipo Ax2 + Cy2 + Dx + Ey + F = 0 represente una
hipérbola los coeficientes de las variables cuadraticas deben ser de distinto
signo.
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Condicién suficiente

Completamos cuadrados en AP+ Cy2 + Dx + Ey + F=0y resulta:

Ax - )2 + Cly — k)2 =M.

Del valor de M depende el lugar geométrico que representa.

e Si M = 0 y teniendo en cuenta que las expresiones encerradas entre
paréntesis y elevadas al cuadrado son positivas y el signo de A es distinto
que el signo de C, siempre obtendremos hipérbola.

e Si Ay M son positivos, el eje focal es paralelo al eje x.

e SiAes positivo y M negativo, el eje focal es paralelo al eje .

e SiM=0, laecuacion representa dos rectas que se cortan.

Conclusién: La condicién necesaria y suficiente para que la ecuacion

AP + Cy2 + Dx + Ey + F = 0 represente una hipérbola es que los coeficientes
de las variables cuadraticas tengan distinto signo y que el término independiente
luego de completar cuadrados sea distinto de cero.

Ejemplo: Dadas las siguientes ecuaciones generales de segundo grado,
determine qué lugar geomeétrico representan.

a) 16x° - 9y° + 64x—80=0
b) 16x° —9y° + 64x + 64 =0

La condicién necesaria para que una ecuacion del tipo
AP + By2 + Dx + Ey + F =0 represente una hipérbola es que el signo de A sea
distinto del signo de B, que se cumple tanto en (a) como en (b). Completemos
cuadrados para determinar qué lugar geométrico representan.
En (a) agrupamos la variable x y sacamos factor comun 16:
16(x° + 4x) — 9y° = 80.
Sumamos y restamos 02 y resolviendo resulta:
160 + 4x + 22-22) —9y° =80 = 16((x + 2)°> - 4) — 9y° = 80 =
16(x + 2)% — 64 — 9y° = 80 = 16(x + 2)° — 9y? = 80 + 64 = 16(x + 2)% — 9y° =
144
Como el valor del término independiente, luego de completar cuadrados, es
distinto de cero obtenemos una hipérbola. Dividiendo ambos miembros por
2 2

dicho valor su ecuacion es: M_y_ =

9 16
Procediendo de manera similar para (b) resulta:
16 + 4x + 22 —29) —9y? =64 = 16((x + 2)° —4) — 9y° =64 =
16(x + 2)° — 64 — 9y? = —64 = 16(x + 2)°~ 9y? = —64 + 64 = 16(x + 2)° - 9y° =0
Como el valor del término independiente, luego de completar cuadrados, es
cero, la ecuacion representa dos rectas que se cortan. Las ecuaciones de
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dichas rectas se obtienen de la expresion 16(x + 2)2 - 9y2 =0=16(x + 2)2 =

I 2
9= y=+ % = y:%(x+2) : y:—%(x+2).

EJERCICIOS

1)a) Observando la ecuacién general incompleta de segundo grado, determine a
qué lugar geométrico puede corresponder. Justifique.
b) Reduzca a la forma ordinaria y, de ser posible, determine los elementos.

i) 4x°—16y°—4x +32y-31=0
i) 4 —y?—8x +4=0

iii) 4y° — 9x% + 8y — 18x—5=0

2) Encuentre la ecuacion de la elipse que tiene el mismo centro y el mismo eje

focal que la hipérbola 9 - 4y2 + 54x + 8y + 41 = 0. Se sabe ademés que la
distancia focal es 16 y la distancia entre los vértices secundarios es 12. Bosqueje

la elipse indicando sus elementos.

3) El centro de la curva 3 - 4y2

ecuacion: y =mx — 1.

a) ¢De qué curva se trata?

b) Calcule el valor de m.

¢) Para dicho valor de m grafigue ambas curvas en un mismo sistema
de coordenadas.

— 6x — 16y — 25 = 0 pertenece a la recta de

RESPUESTAS
1)i)a) Puede corresponder a una hipérbola.

2
=

ii)a) Puede ser una hipérbola; b) Dos rectas: 2x -y -2=0y 2x +y-2=0

iif)a) Puede corresponder a una hipérbola; b) Dos rectas: y = %x +l,

—(y —1)? =1, hipérbola de centro (%1) , vértices (§1J y (—%,‘Ij

2
- _34_5
y= 2X 5
vt
2) (X+3)2 +(y_1)2 =1,
100 36

Vi(=13,1); Vo7, 1); V3(=3, -5);
Va(=3,7); F1(=11,1); F2(5, 1)

)
S

173



Geometria Analitica

3)a) Hipérbola b) m=-1 c)

Interseccion de recta e hipérbola
Como en los casos anteriores se debe resolver el sistema formado por las
ecuacion de la hipérbola

ecuaciones de la hipérbola y de la recta .,
ecuacion de larecta

Ejemplo: Sea la ecuacion de la hipérbola y2 — 4% -4=0 y de las rectas
M:y-x=0, rnh:x-y-2=0 vy rg:y—-2=0. Determine los puntos de
interseccion entre la conica y cada una de las rectas. Grafique.

Planteamos en cada caso un sistema de ecuaciones entre la conica y la recta.
. . CJy?-4x?-4=0

e En primer lugar con r, el sistema es: .
y—-x=0

Lo resolvemos por sustitucion, despejamos de la segunda ecuacion la variable x
y reemplazamos en la primera:

-4
V-4 -4=0 = 3°-4=0 = -3°=4 = y°= =
Como no hay un numero real que verifique esa ecuacion , no existe interseccion,
la recta r, es exterior a la hipérbola.

2 _ax*-4-0
e Para hallar la interseccién con r, planteamos el sistema {Y ~%% ~%=Y,
x-y-2=0
Procediendo de manera similar al caso anterior obtenemos:
Vodly+2°-4=0 = V-4 +4y+4)-4=0 = -3y°—16y-20=0.
10

Resolviendo la ecuacion cuadratica resulta los valores yq = 3 Yo =—2.

Reemplazando estos valores en la ecuacion de la recta o de la hipérbola

obtenemos x = —% o bien x, =0.

_10) y P (0, -2). La recta ry es

Los puntos de interseccion son P, (— 3

Wl

secante a la hipérbola.
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y2 - 4x2 -4=0

y-2=0
Despejando la variable y de la segunda ecuacion y sustituyendo en la primera
resulta: 22— 4 —4=0 = -&°=0 = X1 =Xo =0.

e Conrgz planteamos el sistema {

El punto de interseccion es R(0, 2). La recta ry es tangente a la hipérbola.
Gréficamente:

vt

-

EJERCICIO

Halle analitica y graficamente la interseccion entre la curva 452 -9 y2 =36 yla
recta 2x +y=0.

RESPUESTA
No existe interseccion. IR

r'y

EJERCICIOS INTEGRADORES 4.4 HIPERBOLA

1) Halle la ecuacién de la hipérbola centrada en el origen sabiendo que la
distancia entre sus focos es 6 y uno de sus vértices es A (0,1).
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2) Obtenga la ecuacion de la hipérbola sabiendo que los puntos C(2, 6); F(2, 3) y
V(2, 4) son el centro, un foco y un vértice, respectivamente.
3) Dada la hipérbola 16x° — 9y2 = 144 calcule la distancia de cada foco a cada
una de sus asintotas, équé conclusién obtiene?
4) Determine la ecuaciéon de la hipérbola de eje conjugado paralelo al eje de
ordenadas, cuyo centro es el vértice de la parabola y2 = 2X + 2; su lado recto
mide 8 y pasa por el origen de coordenadas.
5) Reduzca la ecuaciéon dada a la forma ordinaria.

a) 3x° —y° + 30x + 78 =0

b) 9x° — 4y? + 36x + 24y =0

Ecuaciones paramétricas

. . ) " . x = a.cost
Si analizamos la ecuacion paramétrica de la elipse bsent recordamos que
y =b.sen

la propiedad cos®t + sent =1 jugd un rol importante en la determinacion del

parametro. Para determinar la representacidon paramétrica de la hipérbola
2 .2

X . : .
X Y debemos buscar dos funciones trigonométricas tales que la

a? b?
diferencia de sus cuadrados sea uno.

, x =a.sect T T T 3
Las ecuaciones -—,— |U| =,=Tt| representan los puntos
y = b.tgt 2 2 2 2
» x? 2, ¥ _. 2 ,
de la hiperbola dado que — =sec t, == tg°t y de aqui:
a b
2 2 2 B 2 2
x_2_y_2: sec? t—tgzt = 12 - senzt = L se2n t = coszt =1, que coincide
a b cos“t cos“t cos“ t cos“t

con la ecuacién dada.

GUIA DE ESTUDIO DE TEORIA N° 7: HIPERBOLA

1) Defina hipérbola como lugar geométrico.
2) Exprese simbdlicamente la definicién anterior.
3) Deduzca la ecuaciéon candnica de la hipérbola si:
a) el eje focal coincide con el gje x.
b) el eje focal coincide con el eje y.
4) Realice la discusion de las ecuaciones obtenidas en (3).
5) Defina los elementos de una hipérbola.
6) ¢Cual es el eje transverso?, &y el conjugado?
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7) Defina la excentricidad de la hipérbola. Deduzca una férmula para su célculo.
8) Defina asintota.
9) Deduzca las ecuaciones de las asintotas a la hipérbola dada:

Xyt y Vo X,

a? b? a? b?
10) (Cuél es el método préactico para determinar las ecuaciones de las asintotas a
una hipérbola? Enuncie los pasos a seguir.

11)a) Demuestre que y = J_rgx son las ecuaciones de las asintotas a la hipérbola

2 y2
de ecuacion — 5= 1.
a b

a . . o
b) Demuestre que y = J_rEx son las ecuaciones de las asintotas a la hipérbola de

2 2
ecuacion y_2 - X—2 =1.
a b

12) (Qué representan geométricamente las asintotas de una hipérbola?
13) Deduzca la ecuacion ordinaria de la hipérbola si:

a) eje focal paralelo al eje x.

b) eje focal paralelo al eje .
14) Enuncie y demuestre la condicion:

a) necesaria,

b) suficiente para que una ecuacion AC + Cy2 + Dx + By + F=0
represente una hipérbola.
15) Defina hipérbola equilatera.
16) {COmo se realiza la interseccion de una recta y una hipérbola?
17) Deduzca las ecuaciones paramétricas de una hipérbola.

Propiedades y aplicaciones de las conicas

El haz de luz que emite una lampara o linterna con pantalla circular es un cono
cuyo vértice esté en el filamento del foco. Si se proyecta este haz de luz sobre la
pared de una habitacidon oscura, se apreciara una circunferencia, una elipse, una
parabola o una de las ramas de una hipérbola, seguin la inclinacion con que se
haga la proyeccion, pues, en definitiva, Io que se esta haciendo es cortar un cono
(el haz de luz de la lampara) con un plano (la pared).

Recordemos que el matematico griego Menecmo descubrié estas curvas, pero fue
Apolonio de Perga el primero en estudiarlas detalladamente y encontrar la
propiedad que las definia. Quizas, las propiedades mas interesantes y Utiles que
descubrié Apolonio, son las llamadas propiedades de reflexiéon que son de gran
utilidad para la optica.
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Parabola

Sea t la recta tangente a la parabola en ¥

un punto P4 (X4, y4) cualquiera de la B (xp.¥y) B

misma.

Los angulos a ue dicha recta L
.g y B g lICe /

determina con el segmento FP; y con

-

la recta paralela al eje de simetria que
pasa por P4, son congruentes.

En la grafica se ha considerado la
parabola del tipo y2 = 4px (con p > 0),
pero la propiedad es aplicable a
cualquiera de las parabolas estudiadas.

Al hacer girar una parabola en torno a su eje de simetria, se obtiene una
superficie llamada paraboloide.

Si se considera la seccion transversal de un espejo
parabdlico, teniendo en cuenta la propiedad de la
tangente a la parabola, los rayos de luz que lleguen
/MF paralelos al eje de la misma, se reflejaran hacia un
solo punto ubicado en el foco de dicho espejo.

|1
-~

S N

e
/
[~

Del mismo modo, si una fuente de luz se coloca en el

foco de la parabola, todos los rayos que surjan de /
alli, se reflejaran en la parabola en direcciéon paralela /\ i
al eje de simetria de la misma. En esta propiedad se /\Q
basa la construccién de faros buscadores, antenas \MF

parabdlicas, radares aéreos, hornos solares, \/

h 4

b Y 3

telescopios, etc.. En estos casos se consigue atraer >
sobre un punto sefales lejanas procedentes de \
satélites artificiales, rayos solares, etc..

Problema

Una superficie reflectora de una antena de televisién se formd girando la

. 2 . . ] _
parabola y = §x2 alrededor de su eje de simetria considerando el

intervalo —1,5 < x < 1,5. Suponiendo que las mediciones estan expresadas
en metros, éa qué distancia del fondo de esta antena se debe colocar el
receptor?; équé profundidad tiene esta antena?.

Graficando los datos obtenemos:
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Hj;ﬂ. :

NN 0

-

El receptor debe estar en el foco y la distancia del vértice al foco es el valor de p.
La ecuacion corresponde a una parabola de eje focal coincidente con el eje de

ordenadas, centrada en el origen de la forma X2 = 4py.

2 9

En este caso x =%y, entonces 4p = % yp= 3 =1,125. El receptor esta a

1,125 metros arriba del vértice. La ordenada correspondiente al valor de la
abscisa 1,5 representa la profundidad de la antena. Reemplazando en la

ecuacion resulta: y = 5(1 ,5)2 = y=0,5metros. La profundidad de la antena

es de 0,5 metros.

Problema

El cable de suspension de un puente colgante adquiere la forma de un
arco de parabola. Los pilares que lo soportan tienen una altura de 60
metros y estan separados 500 metros, quedando el punto méas bajo del
cable a una altura de 10 metros sobre la calzada del puente. Tomando
como eje de abscisas la horizontal que define el puente, y como eje de
ordenadas el eje de simetria de la parabola, determine la ecuaciéon de
ésta. Calcule la altura de un punto situado a 80 metros del centro del
puente.

Los datos del puente se pueden ubicar en un sistema de ejes y resulta:
4

10

&

5
¥

TS

250

k.

r

X

Segun el grafico, la parabola tiene eje focal coincidente con el eje de ordenadas,

el vértice es el punto (0, 10).

1
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La ecuacién que corresponde es (x — h)2 = 4p(y — k). Reemplazando las coor-

denadas del vértice obtenemos: x° = 4p(y—10).

El punto (250, 60) le pertenece; sustituyendo en X2 = 4p(y — 10) resulta:
250° = 4p(E0-10) = 62500=200p = p=3125

Entonces la ecuacion de la parabola es X = 1250(y — 10).

Para determinar la altura de un punto situado a 80 metros del centro
reemplazamos x por 80 y obtenemos:

80° = 1250.(y—10) = 6400:1250=y-10 = 512+ 10=y = y=1512.
La altura buscada es de 15,12 metros. El mismo valor se obtiene si
consideramos un punto ubicado 80 metros a la izquierda del centro del puente,
es decir si reemplazamos en la ecuacion por x = -80.

Elipse
Sea t la recta tangente a la elipse en un ¥T ot

punto P4 (X4, y4) cualquiera de la misma.

Los angulos a y B que dicha recta @y
forma con los segmentos determinados ] B
por el punto P4 y cada uno de los focos | F(-c.) F(c.0) ~

de la elipse, son congruentes.

Por lo tanto, si se coloca una lampara en el foco F4 de la elipse de manera tal
que el rayo luminoso incida en la elipse en el punto P4, este rayo sera reflejado

de manera tal que pasara por el otro foco F»,. Esto se debe a que el angulo de
incidencia B es congruente con el angulo de reflexion a.

Al hacer girar una elipse en torno a su eje mayor, se obtiene una superficie
llamada elipsoide. Si un rayo emana de uno de sus focos y choca contra su
superficie, debido a la propiedad de la tangente, éste se refleja hacia el otro foco.
Esta propiedad se tiliza para fabricar hornos en los que se desea concentrar el calor
en punto determinado, por ejemplo para hacer crecer cristales. Se coloca la fuente
de calor en uno de los focos y en el otro, el crisol que se desea calentar.

Las ondas sonoras se reflejan como las luminosas. En algunos museos, la
galeria de los susurros es una interesante atraccion. Su forma es eliptica y si dos
personas se sitlan en los focos, pueden susurrar y escucharse claramente,
siendo inaudibles los sonidos para aquellas personas que se ubiquen en
cualquier otro lugar de la misma.

Una de las principales aplicaciones de la elipse se da en la Astronomia.
Apolonio estudié las cénicas, sin sospechar que dichas curvas se ajustaban a
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los movimientos de los cuerpos celestes. Durante muchos siglos se consideré
que las orbitas de los planetas eran circulares con la Tierra como centro.
Estudiando las observaciones hechas durante mucho tiempo por Tycho Brahe
(1546 — 1601) sobre el movimiento del planeta Marte, el astrénomo aleman
Johannes Kepler (1570 — 1630) fue quien, al aplicar el modelo de Nicolas
Copérnico (1473 — 1543) de orbitas circulares alrededor del Sol, observd que los
célculos discrepaban ligeramente de la posicion real del planeta. Intentando
ajustar la orbita a otras curvas descubrié que los planetas giran alrededor del Sol
describiendo trayectorias elipticas donde el Sol ocupa uno de los focos (el otro
permanece vacio y no juega ningun papel en el movimiento de los planetas
alrededor del Sol). Kepler descubrié las leyes sobre el movimiento planetario
empiricamente, pero fue el matematico y fisico inglés Isaac Newton (1642 — 1727)
quien utilizando el Célculo Diferencial que acababa de desarrollar, probé dichas
leyes y demostrd que la érbita de un cuerpo alrededor de una fuerza de tipo
gravitatorio es siempre una coénica.

En la siguiente figura se muestra la trayectoria eliptica de un planeta alrededor
del Sol.

- e T T—— A
— <~——— Distanciamedia ———

=" Afelio <~ Periheliv.—
/ " kY Eje
. ' y mayor
. Centro ’
! Sol > g

El perihelio y el afelio son respectivamente las distancias mas cercana y mas
lejana de un planeta al Sol.

La distancia media de un planeta al Sol es la longitud del semieje mayor de la
orbita eliptica. La unidad de longitud mas comuUnmente utilizada en astronomia
es U.A. (unidades astrondmicas). Una unidad astrondmica es, por definicion, la
distancia media de la Tierra al Sol. Asi, 1 U.A. = 149 600 000 km.

Los cometas tienen 6rbitas elipticas més alargadas e, incluso, algunos de ellos,
tienen drbitas hiperbdlicas.

También podemos destacar que las trayectorias de los electrones en torno al
nlcleo del atomo son elipses y que existen billares elipticos. Lewis Caroll, el
matematico autor de Alicia en el Pais de las Maravillas, construyé una mesa de
billar de forma eliptica. En ella, si una bola pasa por un foco, sin efecto, pasara
necesariamente por el otro foco después de rebotar. Y asi, sucesivamente, hasta
que se detenga.

Problema
El cometa Halley tiene una orbita eliptica con diametros mayor y menor de
36,18 UA'y 9,12 UA respectivamente. ¢Cual es su maximo acercamiento al
sol?
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El mayor acercamiento del cometa al Sol estd dado por la diferencia a — c.
Sabiendo que el diametro mayor es 36,18 UA y el menor es 9,12 UA, obtenemos
a=18,09 y b=4,56.

Conocidos esos valores podemos calcular c:

?=a’-b° = c°=1809°-456° = c= 17,51.

El mayor acercamiento al sol sera de (18,09 —17,51) UA, o sea 0,58 UA.

I

.
L

K

Problema

El ojo de un puente para el paso inferior de una carretera de dos carriles
tiene la forma de media elipse. El arco eliptico tiene un ancho total de 18
metros y la altura en el centro es de 6 metros.

a) Determine la ecuacion de la elipse que describe este puente.

b) Las orillas de los carriles estan sefialadas por lineas a 3 metros de los
bordes del arco. {Cudl es la altura sobre estas lineas?

Representando los datos en un sistema de coordenadas resulta:
Elll e

Y
'

Fs

Corresponde a una elipse centrada en el origen de coordenadas, con eje focal
coincidente con el eje de abscisas, con eje mayor de longitud 18 metros y eje
menor de 12 metros. Podemos decir que a =9y b = 6, entonces su ecuacion es:
ﬁ + ﬁ =1

81 36

Si las orillas de los carriles estan sefialadas a 3 metros de los vértices principales,
se encuentran a 6 metros del origen, para hallar la altura sobre esas lineas
reemplazamos el valor de x por 6 en la ecuacion y obtenemos:

2 2 2
67, Y 4 o Y436 2 Bas L 2iog o yaaar
81 36 36 81 81

La altura buscada es 4,47 metros, aproximadamente.
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Hipérbola

Las hipérbolas se utilizan en la guerra para localizar la artilleria enemiga
mediante el ruido de los disparos. Este método se conoce con el nombre de
localizacion acustica.

Si una cantidad varia inversamente con respecto a otra, tal como la presion y el
volumen en la ley de Boyle para un gas ideal (P . V = k), la grafica que
corresponde a esta variacion es una hipérbola.
1 También, la hipérbola posee una propiedad
de reflexion.
Sea t la recta tangente a la hipérbola en un

punto P{ (x4, y1) cualquiera de la misma.
Si se dirige un haz de luz en direccién de uno

de los focos, por ejemplo F1, se reflejara en el

Fe

punto P4 en direccion del otro foco Fao. Esto
se debe a que el angulo de incidencia que
forma el rayo con la recta tangente en el
punto P4y es congruente con el angulo de
+ reflexion formado por dicha recta y el

segmento determinado por P4 y Fo.

Al hacer girar una hipérbola en torno a su eje de simetria, se obtiene una
superficie llamada hiperboloide. Si un rayo que se dirige a uno de los focos
choca contra su superficie, debido a la propiedad de la tangente, se refleja hacia
el otro foco, e inversamente.

Esta propiedad tiene aplicaciones en la fabricacion de los telescopios de
reflexién en los que se combinan un espejo parabdlico y uno hiperbdlico.

Otra de las aplicaciones recientes de la hipérbola es la del sistema de
navegacion LORAN (Long Range). En este sistema de navegacion, dos
estaciones de radio que se encuentran en una costa emiten una senal
simultdneamente. Un receptor del barco en alta mar recibe las sefales y puede
evaluar la diferencia de tiempo en que las recibe. Si el barco se mueve de
manera que esta diferencia permanezca constante, estard siguiendo una
trayectoria hiperbdlica cuyos focos estan localizados en las posiciones de las
dos estaciones de radio. Para cada diferencia de tiempo se tiene una trayectoria
hiperbolica diferente, la cual conduce al barco a una posicién distinta en la
costa. Las cartas de navegacién muestran las diferentes rutas hiperbdlicas
correspondientes a distintas deferencias constantes de tiempo.

Problema

Un barco navega por una ruta a 100 millas de la costa, en direccion
paralela a ella. El barco manda una sefal de auxilio, que reciben dos
estaciones guardacostas, A y B, situadas a 200 millas de distancia entre
si. A partir de la diferencia entre tiempos de recepcion de la sefal, se
calcula que la nave estd 160 millas méas cerca de B que de A. ;Ddnde
esta la embarcacion?
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200 mi
Introducimos un sistema de coorde-
nadas, como se ve en el grafico
siguiente, estando las estaciones en los
puntos Ay B del eje x, y el barco en el
punto P, en la rectay = 100.

En el momento que manda la senal, el

barco se encuentra en la rama derecha

de una hipérbola de ecuacion

x2 yz

— —-=—=1, formada por todos los
2 2

a b

puntos tales que la diferencia de sus

distancias a los focos By A es dy — do.

Las coordenadas de los focos son (100, 0) y (=100, 0) ya que la distancia entre
las estaciones es de 200 millas. Deducimos que ¢ = 100.

Como la nave se encuentra 160 millas mas cerca de B que de A, d4 — d, = 160.

2 y2

Al deducir la ecuacion de la hipérbola X—2 -5 =1 vimos que dy - d, =2a.
a b
Por lo tanto, para este caso, 2a = 160, 0 sea a = 80.
Calculamos el valor de b sabiendo que b? = c? — a% = b? = 100° - 80° = 3600.

X2 y2

6400 3600 |
Podemos obtener ahora la ubicacion del barco, es decir, las coordenadas del
punto P, reemplazando el valor de su ordenada, 100, en la ecuacion hallada:

x2  100%
6400 3600
Las coordenadas del barco son, aproximadamente (155,5 ; 100).

La ecuacion de la hipérbola es entonces

1 ; despejando x = 155,5.

Problema
En 1991, el fisico Ernest Rutherford (1871-1937) descubrid que si se
disparan particulas alfa hacia el nicleo de un &tomo, a veces son
repelidas y se alejan del nlcleo, siguiendo trayectorias hiperbdlicas. La
figura muestra la trayectoria de una particula que va hacia el origen por
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larectay= %x y llega a 3 unidades del nucleo. Deduzca la ecuacion de

esa trayectoria.

La particula se desplaza sobre una hipérbola y T
de eje focal coincidente con el eje de
abscisas, vértice en el punto (3, 0) y asintota

Farticula alfa

coincidente con larectay = %x .

. Miclen .
La ecuacion de la hipérbola que corresponde X
%2 y2
88 — "5 = 1.
a b

Las ecuaciones de las asintotas de dicha hipérbola son y = J_rgx. Por lo tanto
a

b _ 1 - 3

= =—.Como a=3, deducimos queb = =.

=7 uci qu 5
2 2

La ecuacion de la hipérbola es % _y? =1.

4
La particula se desplaza sobre la rama positiva de la hipérbola de ecuacién

x=\l9+4y2 .

PROBLEMAS DE APLICACION CONICAS

1) Una caja rectangular de 1,35 m de alto tiene que ser deslizada a través de una
puerta con forma de arco parabdlico que tiene 1,80 m de alto en el centro y 0,75
m de ancho en la base. {éCudl es el méximo ancho posible que puede tener la
caja?

2) La altura de un proyectil disparado desde el nivel del suelo es una parabola
abierta hacia abajo. Si la altura méxima alcanzada por el proyectil es de 120 m y
su alcance horizontal es de 900 m. {(Cuél es la distancia horizontal desde el
punto de disparo al punto donde el proyectil alcanza por primera vez una altura
de 75 m?

3) Los cables que soportan un puente colgante toman la forma de una parabola.
Las torres que sostienen sus extremos tienen 200 m de separacion y los cables
estan atados a ellas a 25 m por encima del puente. ({Qué longitud tiene el tirante
que esta a 40 m de la torre? (Suponga que el vértice de la pardbola esta en el
piso del puente).

4) La parte inferior de un puente construido en forma de arco parabdlico tiene
una extension de 120 m y una altura maxima de 25 m. Seleccione un sistema de
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coordenadas cartesianas adecuado y determine la altura del arco del puente a
10 m del centro.
5) Un espejo parabdlico sera utilizado para concentrar los rayos solares en su
foco para crear una fuente de calor. Una seccion transversal del mismo por su
eje de simetria tiene 20 m de didmetro en su abertura y 6 m de profundidad.
Seleccione un sistema de coordenadas cartesianas adecuado y determine
dénde se concentrara la fuente de calor.
6) Un arco parabdlico tiene 150 m de largo y una altura maxima de 11,25 m
desde la base del mismo.

a) Determine la ecuacion que representa la forma del arco.

b) Calcule la altura del arco estando a 30 m de uno de sus extremos.
7) El arco de forma semieliptica tiene una amplitud en su base de 20 m y la
altura en el centro es de 9 m. Seleccione un sistema de coordenadas
cartesianas adecuado y determine la altura del arco desde un punto ubicado a 8
m del centro.
8) El arco de un puente tiene forma semieliptica tal que la longitud del eje mayor
es 10 m y su altura maxima es 3 m. 4A qué distancia de cada uno de los
extremos debe ubicarse una columna de 1,8 m de alto?
9) Una cupula tiene una seccién vertical semieliptica de 10 m de diametro mayor
y 4 m de altura. ;A qué altura se encuentra la clpula si un observador se situa
en uno de sus focos?
10) Mercurio, como todos los demas planetas, describe una 6rbita eliptica con el
Sol ubicado en uno de sus focos. Se sabe que el afelio es de 69 millones de km
y el perihelio de 47 millones de km. Con esta informacion y considerando el
centro de la érbita coincidente con el origen de coordenadas:

a) Determine la longitud del semieje mayor de la 6rbita eliptica.

b) Calcule la excentricidad

c) Obtenga la ecuacién de la érbita que describe el movimiento de
Mercurio alrededor del Sol.
11) Un satélite gira alrededor del planeta Jupiter describiendo una 6rbita eliptica
en la que el centro del planeta ocupa uno de los focos. La longitud del eje mayor
de la 6rbita es 10° m y la longitud del eje menor, 6.10° m.

a) Determine la distancia minima entre el satélite y el centro de Jupiter.

b) Calcule la distancia maxima entre ambos.
12) La orbita de la Tierra es tal que el eje mayor de la misma mide 299,2
millones de kildbmetros y la excentricidad es 0,017. Determine la ecuacién de
dicha érbita.
13) Un cometa tiene una érbita eliptica en la cual el Sol ocupa uno de sus focos.
Las observaciones determinan que el perihelio y el afelio son respectivamente
0,59 U.A. y 35,28 U.A. Calcule los diametros mayor y menor de la 6rbita de
dicho cometa.
14) En una galeria de los susurros, una persona parada en uno de los focos
esta ubicada a 4m de la pared mas cercana. Una amiga, parada en el otro foco,
estd situada a 12 m de ella. Calcule:

a) La longitud de la galeria.

b) la altura del techo en el centro de la galeria.
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15) Dos cabinas de transmision A y B estan ubicadas a 160 km de distancia. El
piloto de un avién V, a través de sefales emitidas por ellas, sabe que en un
determinado momento, la diferencia de las distancias de su avion a la cabina Ay
a la cabina B es de 100 km. Seleccionando un sistema de coordenadas
cartesianas de manera tal que las cabinas de transmision queden ubicadas en el
eje horizontal, determine la ecuacién de la curva que describe las posibles
posiciones del avion.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE DEL CAPITULO

1) La ecuacion de la circunferencia con centro en el punto C(-2, 3) y radio 2 es:
a) (x-2)° + (y + 3)°=4 b) (x + 2)° + (y—3)°=4
c) (x+2)°+ (y-38)°=2 d) x—2)% + (y + 3)°=2

2) Si una parabola es tal que su Vvértice es el origen de coordenadas, el eje focal

es el eje x y el punto A(—%, 2) le pertenece, su ecuacion es:

a) y2 = 8x b) y2 =—8X c) X2 = 8y d) X = -8y

3) La ecuacion de la elipse cuyos focos son Fq(4, 0) , Fo(—4, 0) y su eje menor
tiene longitud 6 es:

2 2 2 2
)_+y_:1 )X_+y_:
16 36 36 16
2 2 2 2

y X y
c) —+-—=1 d —+-—=1
) 25779 )9 25

4) La hipérbola cuyos focos son F4(5, 0) , Fo(-5, 0) y las coordenadas de uno de
sus vértices es (-3, 0), tiene por ecuacion:

v v
16 9 9 16
x* _y? =1 x? _y? -
16 9 9 16
5) La ecuacion 9% —18x — 4y2 — 16y = 43 corresponde a:
a) elipse b) hipérbola
c) circunferencia d) ninguna de las anteriores
6) El vértice y la directriz de la pardbola (x — 1)2 + 8(y + 2) =0 son:
a)V(1l,-2),y=-4 b)V(-1,2);y=4
c)V(1,-2);y=0 d) V(-1,2);y=0
2 2
7) Las coordenadas de los focos de (y=2)7 (X=4" _4¢on.
36 64
a) F4(14,2) , Fx(-6, 2) b) F1(4,12) , Fx(4, -8)
c) F1(12,4) , F5(-8, 4) d) F{(2, 14) , F5(2, -6)
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8) A una circunferencia con centro en el eje x le pertenecen los puntos P(1, =3) y
Q(4, -6). Las coordenadas de dicho centro son:

a) C(0, -7) b) C(-7, 0) c) C0, 7) d) C(7,0)
2 2
9) La excentricidad de la elipse (X1+0§) + (y gf) =1es:
3 5 4 5

a) 5 b) 3 d) 5 d) 4
10) La ecuacion 5%° — 20x + 3y2 + 5 =0 corresponde a:

a) elipse b) hipérbola

¢) circunferencia d) ninguna de las anteriores

11) La ecuacion de la hipérbola cuyos veértices son V4(2, 0) , Vo(-2, 0) y asintotas
y = = 4x, tiene por ecuacion:

2 2 2 2
a) LY _q by XY _4
4 4 64 4
2 2 2 2
g XY _q d XY _q
4 64 4 8
K2 2
12) Los focos de — +=— =1 son:
25 16
a) F1(0, 3), F»(0, -3) b) F1(3,0), F»(=3,0)
c) F1(0,9), F»(0, -9) d) F1(9,0), Fo(-9, 0)

13) La ecuacion ordinaria de la parabola X2+ 4x + 4y -4 =0es:
a) (x + 22 =—4(y-2) b) (x + 2)° =—4(y + 2)
c) (X + 2)2 = 4y — 1) d) (x + 27 =—4(y + 1)

14) El diametro de una circunferencia esta determinado por los puntos A(-5, 5) y
B(1, -3). La longitud de su radio es:
a)b b) 10 c) 15 d) 25

15) La ecuacion X+ y2 + By + 18 =0 corresponde a:
a) elipse b) hipérbola
¢) circunferencia d) ninguna de las anteriores

16) Una hipérbola tiene su centro en el origen de coordenadas, una de sus focos
es F(0, -5) y la longitud del eje conjugado es 6. Su ecuacion es:
2 2 2 2

a) Y _ X _4 by L X _4
9 16 16 9
2 2 2 2

c) X _1 ) S A
25 9 9 25
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AUTOEVALUACION N@ 4: CONICAS

1) Determine la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(0, —2) y
B(6, 6), sabiendo que su centro pertenece alarectax —y=1.
2) Halle la ecuacioén de la elipse de eje focal paralelo al eje de abscisas y centro

coincidente con el centro de la circunferencia x° + y2 + 2x—2y + 1=0. Se sabe
ademas que la distancia entre los focos es 8 y entre los vértices secundarios es

6. Calcule las coordenadas de los vértices, focos y grafique.

3) La ecuacion X+ y2 - 2x + 4y + 20 = 06Qué lugar geométrico puede

representar? Justifique su respuesta. Complete cuadrados para especificar el

lugar geométrico e indique sus elementos.

4) Escriba la ecuacion de la hipérbola cuya grafica es:
vt

5) Encuentre la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano tales que
su distancia al punto (3, 2) es igual a la distancia a la recta x + 1 = 0. Identifique
el lugar geométrico, grafique y halle sus elementos.

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO

1) Escriba la ecuacion de la circunferencia que se obtiene con los datos dados
en cada caso. Grafique.

a) Centro C(-3, -5) y radior=7.

b) Centro C(7, —6) y contiene al punto A(2, 2).

c) Centro C(0, —2) y es tangente a larecta 5x — 12y = -2,

d) C(-4, -1) yestangente a 3x + 2y =12.

e) Contiene al punto A(7, -5) y el centro es el punto de interseccion
delasrectas r{ . 7x-9y—-10=0y rp: 2x-5y +2=0.

f) Centro en el eje x y pasa por los puntos A(1, 3) y B(4, 6).

g) Centro C(2, —4) y es tangente al eje de ordenadas.

h) Un didmetro tiene por extremo a Py(-4, 5) y P»(2, =3).

i) Pasa por los puntos A2, 3) y B(-1, 1) y cuyo centro pertenece a la
recta x-3y—-11=0.
2) Determine analftica y graficamente la interseccién entre la recta y la
circunferencia en cada caso. ¢En qué posicidon se encuentra la recta con
respecto a la circunferencia”?
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a) x—1)2+ (y-12%=9 : y=x+3

b) X2 + (y—2)2=16 ; X=y—-4=0

¢) x+1)°+y-22=4; x=1
3) Halle la ecuacion de la parabola con vértice en el origen de coordenadas y
que:

a) estéa situada en el semiplano derecho, es simétrica respecto al eje de

abscisasy |p|=3.
b) esta situada en el semiplano inferior, es simétrica respecto al eje

ordenadasy|p|= %

C) es simétrica respecto al eje de abscisas y el punto A(-1, 3) le
pertenece.

d) es simétrica respecto al eje de ordenadas y el punto B(1, 1) le
pertenece.

e) su directriz es la recta de ecuacion x = —

wIN

f) su foco es el punto F(O, - 1) .

8

4) Obtenga las coordenadas del vértice, foco, ecuaciones del eje focal y de la
directriz de las siguientes parébolas:

a)y2:4x b)x2:y c)yz—%x2

d)x° +2y=0
5) Halle la ecuacién de las siguientes pardbolas, represéntelas e indique los
elementos que faltan.

a) Foco F(3, 4), directriz x-1=0.

b) Vértice V(4, —1), eje focal y + 1 =0y P(3, -3) le pertenece.

c) Vértice V(2, -3),eje focal x =2y P(4, —7) le pertenece.

d) Vértice V(-2, —2), directriz y = —% y eje focal paralelo al eje de
ordenadas.

6) Calcule analitica y graficamente los puntos de interseccion de la parabola con
la recta. ¢En qué posicion se encuentra la recta con respecto a la parabola?

a)y=x2 ; y=4x-4
b)y>-6x=0 ; 3x-2y+6=0
c)y=x2—5x+ 6 ; 2Xx+y=4
7) Encuentre la ecuacion de la elipse con los datos que se dan. Grafique.
a) Vértices principales V4(0, 6) y V5(0, —6); focos F4(0, 3) y F»(0, -3).

b) Focos F4(4, 0) y Fo(—4, 0), excentricidad e = %

c) Eje focal coincidente con el eje de abscisas, la distancia entre los
veértices secundarios es 4 y la distancia entre los focos es 2 V5.
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d) Centro en el origen de coordenadas, eje normal coincidente con el eje
de abscisas. La distancia entre los vértices principales es el doble de la distancia

entre los vértices secundarios y que el punto A(@,C&J le pertenece.

8) El centro de una elipse es el punto (-2, —1) y uno de sus vértices principales
es V(3, —1). Si la longitud de cada lado recto es 4, halle su ecuacion, las
coordenadas de sus vértices, de sus focos y su excentricidad.

9) Uno de los vértices secundarios de una elipse es el punto V(3, —1) y sus focos
pertenecen a la rectay + 6 = 0. Escriba la ecuacion de la elipse sabiendo que su

excentricidad es % Grafique e indique las coordenadas de sus vértices y de

sus focos.
10) Determine analitica y graficamente la interseccion entre la elipse y la recta.
¢Cual es la posicion de la recta con respecto a la elipse?

a)x2+4y2:25 ; X+y-56=0

2 2
b) X +Y _1;3x—4y-20=0
16 9

11) Obtenga la ecuacion de la hipérbola con los datos dados. Grafique.

a) Vértices V4(5, 0) y Vo(=5, 0); focos F4(13, 0) y Fx(—13, 0).

b) C(0, 0), eje transverso coincidente con el eje de ordenadas, la
distancia entre los vértices es 10 y la distancia entre los focos es 12.

¢) Centro C(0, 0), eje transverso coincidente con el eje de ordenadas, la

distancia entre el centro y cada foco es 5y la excentricidad es % .
d) Centro C(0, 0), eje transverso coincide con el eje de abscisas,
asintotasy = + % x y la distancia focal es 20.

e) Centro C(0, 0), eje focal coincide con el eje de abscisas, el punto

M (% - 1) le pertenece y las asintotas son las rectas y = + %x.

f) Vertices V4(=3, 2) y V5(-3, -2) y la amplitud tomada sobre el eje
conjugado es 6.

g) Vertices V4(3, 3) y Vo(-1, 3) y la excentricidad g .

h) Centro C(4, 5); F(2, 5) es uno de sus focos y la excentricidad 2.
12) Encuentre la ecuacion de la hipérbola cuyo eje conjugado es x = 2, su eje
transverso es y = 1, uno de sus vértices V(6, 1) y su excentricidad es 1,25.
Grafique e indique los elementos que faltan.
13) Halle analitica y graficamente los puntos de interseccion de las rectas
con las hipérbolas:
2 2 2

2
ox—y—-10=0: X _ Y _1q 4x—3y=16 = X__Y __q
a)2x-y 00,20 5 b) 4x — 3y 6,25 16
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c)2x—y+1=0 ; 4x°—9y°=36
14) Escriba las ecuaciones correspondientes a las siguientes graficas:
a) b)
e 't

-

-

-
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15) Reduzca a la forma ordinaria las siguientes ecuaciones y de resultar un
lugar geométrico determine los elementos:

a) 2x° + 2y —10x + 6y - 15=0 b) y? + 4x + 2y —19=0

€) X2+ 4y° —6x + 16y + 21 =0 d) y> - 7x=14
e)4x2+4y2+28x—8y+53=0 f)x2+y2—8x+6y+29=0
g) 9 + 24x + 72y + 16 =0 h) x° — 9y? — 4x + 36y — 41 =0
i) 9x°— 4y® + 54x + 16y + 101=0 i) 2 + 2y —6x + 10y + 7=0
k) 5x° + 9y° — 30x + 18y +9 =0 ) x%—4y? —2x + 1=0

m) y° + 2y -15=0 n) 3x° +2x +5=0

16) Halle la ecuacion de la parabola cuya directriz es la recta x = 4 'y cuyo vértice
coincide con el centro de la circunferencia x° + y2 —-6x+2y +1=0.

17) Determine la ecuacion de la circunferencia cuyo centro coincide con el centro
de la hipérbola X2 + 2x — 2y2 -12y -29 =0y que ademas es tangente a la
recta que une el punto A(-2, 4) con el vértice de la parabola

(x-2)*=8(y - 1).

18) Calcule la longitud de la cuerda focal de la parabola 4y = X — 44X + 4
paralela a la recta 4y + 3x =0.

19) Escriba la ecuacion de la circunferencia cuyo centro coincide con el vértice
de la parabola X2 — 6 — 2y +11=0 vy es tangente a larecta 4x + 3y —9=0.
20) Calcule la ecuacion de la parabola de eje focal paralelo al eje de ordenadas,

cuya directriz es y = — % y cuyo vertice coincide con el centro de la elipse de

ecuacion 9x° + 4y° + 36x + 16y +16 =0.
21) Halle la longitud del segmento determinado por los puntos de interseccion
de las circunferencias:
C1:x2+y2+6x+2y—40:0 y szx2+y2—10x—10y=0

22) Una cuerda de la circunferencia X2+ y2 = 25 pertenece a la recta de
ecuacion x — 7y + 25 = 0. Calcule su longitud.
23) Dadalarecta y + x—a=0 vy la parabola y = X2 — Bax + b,

a) halle el valor de a y b de manera que le punto (1, 0) les pertenezca,

b) grafique ambas curvas en un mismo sistema cartesiano.

2 2
(x-k)?*  y*
4 4

la recta y=2 seatangente en el punto de abscisa 1.
25) (Para qué valores de k, larectay = kx + 2:
a) corta a la parabola y2 =4x? b) es tangente a ella? ¢) pasa fuera de ella?
26) Calcule a) el valor de a de modo que el radio de la circunferencia
X2 +y2 +2a+3-2x+6y=0 sea 2.
b) la distancia entre el centro de la circunferencia y la recta de pendiente
igual a 1 que pasa por el punto (0, 1).

24) Dada la ecuacion =1 determine el valor de k de modo que
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27) Determine el valor de k para que la ecuacion X2 + y2 -8 + 10y + k=0
represente una circunferencia de radio 7.
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5. RECTAY PLANO EN EL ESPACIO

5.1 Recta en el espacio R3.
5.2 Plano en el espacio R3.
5.3 Posiciones relativas entre dos rectas en R>.

Posiciones relativas entre recta y plano en R3.

Estudiar los procedimientos del pensamiento geométrico nos
permite alcanzar lo méas esencial de la mente humana.

Henri Poincaré
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5.1 Recta en el espacio R®
En el espacio de tres dimensiones R° las ideas basicas son las mismas que en el

espacio R?. Dado que dos puntos determinan una recta, podemos calcular su
ecuacion conociendo esos puntos. También podemos hallarla si conocemos un
vector paralelo y un punto que le pertenece.

Ecuacion de la recta determinada por un punto y una direccion

t Datos: P4(Xq, Y4, 29) €1
s — U4
r F ] -
1 \\M u=|uy | //r
P us
Wy .
1 il P(x, y, z) punto generico de r
W

Incégnita: ecuacion de larecta r
X

- -
Sea v4 el vector posicion del punto Py y v el vector posicion del punto P. Como

N
la recta r debe ser paralela a u podemos decir que el punto P(x, y, z) pertenece

) i 2 -
a rsiysolosi v=vqy + tu,teR
- o - ) )

La expresion v =v4 + tu,te R, se denomina ecuacion vectorial de larectar.

X X1
- -

U1
_)
Como v =|y|, vi=|yq| Y u=|uy |, reemplazando resulta:

z Z4 us
] Txq] Tus]
yl=|yq|+tus|,teR

z Z4 us

Efectuando operaciones entre vectores:
x| [xq] [tuq] x| [ xq+tuy
Y =]Yyq|+]|tus = |y|=|yq+tuy
z| |zq] |tus] z zq+tug

Igualando los vectores obtenemos:
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X = X1 + tuy
y =yq+1tuo,t € R. Estaeslaecuacion paramétrica de larectar.
z=2zq +1uj

Siug#0,us =0y uz =0 podemos despejar el parametro t y obtenemos:

X=X - z-z
27y Y=vi _y 271
OF Us us
X —X - z-z . e
Igualando surge L & 1 conocida como ecuacién simétrica de
U4 Us us

Uy

N
la recta r que contiene al punto P4(xq, vy, z4) y es paralela al vector u =|us
us

_)
(donde uy #0, us = 0y uz = 0). El vector u se llama vector direccion de la recta.

Ecuacion de la recta determinada por dos puntos no coincidentes
Datos: R(xq, y1, 21) € 1,QXo, Yo, Z5) € 1 'y P(x, Y, ) punto genérico

Incégnita: ecuacion de la recta r

Los puntos R(x4, y1, 1) ¥ Q(Xo, Yo, Zo) pertenecen a la recta.

Podemos determinar un vector paralelo a r, es decir, un vector u tal que

- - - - - Xo — X4
u=RQ=(xp—xq)i+(ys—-yq)j+(zo-2z1)k =|y2 -y
Zo —Z4

N

Ahora tenemos comodatosRer,Qery u//r.

— —
Dado que P(x, y, z) es un punto genérico de r, el vector RP es paralelo a RQ y a

- Xo — X4
su vez paralelo a u =|yos —y4 | de manera que, por paralelismo entre vectores,
Zo —Z4
- -

escribimos RP =tu dondet e R.
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— — — - -
Seguln vemos en la grafica OP =0OR+RP y dado que RP=tu podemos
- - -
escribir OP =OR+tu que es la ecuacion vectorial de larectar.
Si expresamos todos los vectores segUn sus componentes resulta
X X1 X2 — X4
y|=|y1|+t|Yo—-Yy4|, t € Ry por operaciones e igualdad entre vectores
Z Zq Zo —Z4
X = Xq +t(x2—x1)
obtenemos {y =yq +t (y2 —y1) , t € R que son las ecuaciones paramétricas de
Z=124 +t(22 —21)
la recta que contiene a los puntos R(X4, Y1, 21) Y Q(Xo, Yo, Z5).
. . . X —X
De aqui, despejando t de cada una de las ecuaciones, se llega a AN B
Xo — X4
- z-2z
Y1 =t, 1 —t para X, # Xq; Yo #Yq; Zo# Z4 pues los puntos Ry Q no
Y2 Y1 Z2 —Z4
son coincidentes.

X1 _¥Y=Y1 _ Z27Z4
X2 =X1 Y2-VY1 Z22-Z4

Igualando resulta que es la ecuacion simétrica de la

rectar.

Nota. Debemos tener en cuenta que las ecuaciones estudiadas no son Unicas,
varian segun los puntos de la recta que se elijan.

Si bien el punto R(x4, y1, 1) no puede ser coincidente con el Q(Xo, Yo, Zo) puede
ocurrir que una de las componentes sea coincidente, por ejemplo Xy = Xo. En ese

0

‘) e 7 .
caso el vector paralelo resulta u =|y»>—yq1|. La ecuacion paramétrica es
Zo —2Z4

X = X4
y=yq1+t(ys —y1) t € R ylaecuacion simétrica x = x4,
Z=124 +t(22 —21)

y-v1 _ 2721
Yo—Y1 Z2-24

De la misma manera si x; = x, € Yy = y» resulta la ecuacion paramétrica:
X = X4

Y=Y1 y la simétrica: x =xq;y =V ;
Z =24 +t(Z2 —21)

Z—24
Zo —2Z4 .

La ecuacion de una recta en el espacio se obtiene especificando un punto sobre la
recta y un vector paralelo a la misma.

Ejemplo.
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- -> o o
a) Halle la ecuacién paramétrica de la recta paralela al vector u=2 i+ j—k,

que pase por el punto M(2, 0, 3).
b) Encuentre las coordenadas de los puntos que pertenecen a larectasit=-2vy
t=1.

¢) ¢El punto R[S%gj pertenece a la recta?

X = Xg +Uqt
a) La ecuacion paramétrica de la recta es de la forma {y =y, +uot donde
Z=24 +ugt

(X0, Yo, Zg) son las coordenadas de un punto que le pertenece y uy, U, Yy Ug son las
componentes de un vector paralelo a la recta.
2
En el ejemplo, el punto es M2, 0, 3) vy 1| es el vector paralelo; asi,
-1

reemplazando resulta:

X=2+2t X=2+2t
y=0+1t = Jy=t , teR.
z=3+ (-1t z=3-t

b) Para calcular las coordenadas del punto que corresponde a un valor particular
de t reemplazamos en la ecuacioén hallada.

x=2+2.(-2)
Parat=-2: Jy =-2 obtenemos el punto P(-2, -2, 5).
z=3-(-2)
x=2+21
Parat=1: Jy =1 obtenemos el punto Q(4, 1, 2).
z=3-1

c¢) Para determinar el valor del pardametro t que corresponde al punto R(S%gj

=2+2t

sustituimos sus coordenadas en la ecuacion y resulta: =t . Despejando

3
1
2
5— —
> =3-t

de cualquiera de las tres igualdades obtenemos que t:% y, por lo tanto, el

punto pertenece a la recta.
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Ejemplo: Determine la ecuaciéon paramétrica de la recta a la que pertenecen los

puntos P(1, =4, 3) y Q(4, 1, 2). Luego escriba la ecuacion simétrica de dicha
recta.

4 -1 3
_)
En primer lugar hallamos un vector paralelo a la recta, PQ=|1-(-4)|=| 5]|.
2-3 -1

_)
También podria ser su opuesto, QP o cualquier vector paralelo a ellos. Con el
vector paralelo y uno cualquiera de los puntos (tomamos, por ejemplo, Q) la

X=4+3t
ecuacion paramétrica resulta: <y =1+5t .
z=2-t

La ecuacion simétrica se obtiene despejando el parametro t e igualando las
x-4 y-1 z-2

expresiones:
5 -1

EJERCICIOS

1) Obtenga la ecuacion simétrica de las rectas que pasan por P4y P». Interprete
los distintos coeficientes.

a) P1(1,-2, 3) Po(-2, 3, 1)
b)P,(-4, -3, 2) P,(-5, =3, 1)
c) P1(-2,3,5) P53, -1, 2)

2) Escriba las ecuaciones del ejercicio 1 en la forma paramétrica.
3) Encuentre la ecuaciéon paramétrica de la recta que pasa por el punto Ay es

N
paralela al vector v .

L[5
a) A(=3, 1, 4) v=|7
1
- - >
b) A2, 3, 4) V=3i+]
- -
c) A=2, 0, —1) v=—Kk
RESPUESTAS
1 2 3 -3
1) a) X—1_Y+e _z2- ; vector paraleloalarecta| 5
-3 5 -4 4
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1
b) x + 4=z -2 ; y=-38; vector paralelo a la recta | 0
1

5
c) X+2:y_3=2_5;vectorparaleloalarecta -4
5 -4 -3
-3
x=1-3t X=-4+t X =-2+5t
2)a) ;y=-2+5t,teR b) sjy=-3 ,teR c)iy=3-4t ,teR
z=3-4t z=2+t z=5-3t
x =-3+5t X =2+3t X =-2
3)a) ;y=1+7t ,teR b) <y=3+t ,teR c)Jy=0 ,teR
z=4-t z=4 z=-1-t

EJERCICIOS INTEGRADORES 5.1 RECTA EN EL ESPACIO R®

1)a) Escriba la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por P(-2, 3, 5) y es

- - > -
paralela al vector v =3 j— i+ Kk .

b) Pase dicha ecuacién a la forma simétrica.
2)a) Escriba la ecuacion simétrica de la recta que pasa por los puntos A(-2, 3, 5)
y B(-1,0, 7).

b) Pase a la forma paramétrica.

¢) Encuentre otros tres puntos que pertenezcan a la recta.

5.2 Plano en el espacio R
Ecuacion del plano determinado por un punto y una direccion

Podemos encontrar la ecuacion de
un plano en el espacio
especificando un punto en dicho
plano y un vector perpendicular a
todos los vectores en el plano. A
este  vector perpendicular lo
llamamos vector normal al plano y
-
lo indicamos n .

En general el plano se indica Tt.
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BN
Definicién: Sea Q un punto en el espacio y n un vector distinto del vector nulo.

- -
El conjunto de puntos P para los que QP.n =0 constituye un plano en RS,

- -
P pertenece al plano © sf y sélo si QP.n =0 vy enunciamos asi la ecuacion
vectorial del plano.

Sea Q(xg, Yo Zp) un punto fijo sobre un plano con vector normal

- - - -
n=ai+bj+ck. Si Px, y, 2) es un punto genérico del plano entonces

— - - -
QP =(x-xq)i+(y-yo)j+(z-2z0)k .
— -
Como QP y n son perpendiculares su producto escalar es nulo, es decir que
- =
QP.n =0 yporlotanto: (x—xg).a + (y—Yyg).b + (z—25.c=0
Resolviendo tenemos:  ax—axg + by —byg +z-2z5¢c=0
ax + by + ¢z +(-axg — byg—czy) =0.
Llamando d = —axg — byg — czg resulta ax + by + ¢z + d = 0 que es la
ecuacion cartesiana del plano que contiene al punto Q(xg, Yo, Zg) Y €S
a
_)
perpendicular al vector n =|b|.
c

Nota: La ecuacion del plano es una ecuacion algebraica racional entera de primer
grado en tres variables. Los coeficientes de las variables son las componentes
de un vector normal al plano.

Ecuacion del plano determinado por tres puntos no alineados
Datos:

Po (X0, Yo, 20) € T,
Py (X1, y1,29) e,

Po(Xo, Yo, 20) €T

P(x, y, z2) punto genérico del
plano

Incognita:
ecuacion del plano «t

X

_)
Como los tres puntos estan en el plano los vectores formados con ellos PyPy y

_)
PoP> también pertenecen al plano. Si realizamos el producto vectorial entre
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ellos logramos un vector perpendicular a los dos vectores determinados y, por lo

- - -
tanto, perpendicular al plano buscado: PyPyx PgPo = n .

Hallado el vector o direccion normal, con cualquiera de los puntos que tenemos
como dato determinamos la ecuacion buscada.

Ejemplo: Determine la ecuacion del plano que es perpendicular al vector
- = > -
n=j+k-2iyque contiene al punto R(3, 0, 5).
a
La ecuacién cartesiana del plano es ax + by + cz + d =0 donde el vector |b
Cc

-2
es perpendicular al mismo. En nuestro caso dicho vector es 1|, entonces la
1

ecuacion resulta—2x +y + z + d=0.

Como el punto R(3, 0, 5) le pertenece sus coordenadas verifican la ecuacion, es
decr -23+0+5+d=0 = 6+0+5+d=0 = -1+d=0 = d=
1

La ecuacion del plano buscada es -2x +y +z +1=0.

Ejemplo: Obtenga la ecuacién del plano al que pertenecen los puntos P(-1,
1,3); Q(1, 2, -1) y R(0, 4, -3).

— —
Si los puntos P, Qy R pertenecen al plano, los vectores PQ y PR son

paralelos al mismo. Realizando entre ellos el producto vectorial obtendremos un

N
vector n perpendicular a ambos y, por lo tanto, también perpendicular al plano.

1-(=1) 0-(-1)

- - - -
PQ=| 2-1 = PQ=| 1 ;. PR= 4-1 = PR=| 3
-1-3 -4 -3-3 -6
- - -
i j k
- - - 2 1 -4
n =PQxPR =
1 3 -6
Desarrollando por los elementos de la primera linea:
- - - -
n=(-6+12)i-(-12+4)j +6 -1k

- - - -
El vector normal al planoes n=61i +8 j +5k .
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a
La ecuacion cartesiana del plano es ax + by + ¢z + d = 0 donde el vector |b
c

es perpendicular al mismo. En nuestro caso reemplazando en la ecuacion
resulta 6x + 8y + 5z + d=0.

Como los tres puntos pertenecen al plano, sustituyendo las coordenadas de
cualquiera de los tres calculamos el valor de d. Elegimos, por ejemplo, el punto
R(0, 4, -3) y calculamos:

60+84+5(-3)+d=0 = 32-15+d=0 = 17+d=0 = d=-17

La ecuacioén buscada es 6x + 8y + 52— 17 =0.

Los planos coordenados xy, xz e yz

El plano xy pasa por el origen de coordenadas,
es decir, por el punto (0, 0, 0) y cualquier vector
sobre el eje z es normal a él. En particular el
0
N
versor fundamental k =|0| es un vector normal
1

al plano.
Teniendo en cuenta la ecuacion (x —xg).a + (Y — Yg).b + (z —zp).c =0 resulta:

x=0.0+(y-0).0+ (z-0).1=0 ydeaqui z=0 es laecuacion del plano xy.
Trabajando de manera similar resulta

y=0 laecuacion del plano xz

x=0 representa el plano yz

-
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¢Como graficamos planos?

Para graficar planos debemos tener en cuenta dos situaciones diferentes:

e Elplano es paralelo a un plano coordenado

Consideremos un plano paralelo al plano yz
que contiene al punto ubicado sobre el eje x
de coordenadas (xg, 0, 0).
Cualquier vector sobre el eje x es
perpendicular al plano, y en particular, el

1

N

versor fundamental i =|0].

0

De aqui, teniendo en cuenta la ecuacion
(X =Xp).a + (Y =Yg).b + (z-29).c=0,

]

resulta (X =xg).1 + (y-0.0+ (z-00=0 = x-=x%x=0 =>x=X; esla

ecuacion del plano paralelo al plano yz que contiene al punto (g, 0, 0).

De la misma forma:

Yy =Yg es la ecuacion del plano paralelo al
plano xz que contiene al punto (0, yy, 0).

z =z es la ecuacion del plano paralelo al

plano xy que contiene al punto (0, 0, zg).
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e £/ plano corta a cada eje coordenado

Supongamos que la ecuacién del plano es: ax + by + ¢z + d=0 cona, b, c=0.

Su interseccion con el eje x es el punto (_E 0, O] .
a

Su interseccion con el eje y es el punto (0, —%, Oj .

Su interseccién con el eje z es el punto (O, 0, —gj
Para graficar el plano se siguen los siguientes pasos:

e Se marcan los tres puntos de interseccion.

e Se unen los tres puntos de interseccion para formar un triangulo.

Ejemplo: Grafique el plano de ecuacién x + 2y + 3z -6 =0.

Para obtener la grafica del plano buscamos las intersecciones del mismo con

cada uno de los ejes coordenados. Para ello anulamos en la ecuacién en forma
simultanea dos de las variables y obtenemos el valor de la tercera.

Z Z

(0,0,2) (0,03,

(6,009 (é,n,n)
X

Ejemplo. Determine la ecuacion del plano paralelo al plano xz que pasa por el
punto E(0, 3, 0). Grafique.

Cualquier vector paralelo al eje y es perpendicular al plano buscado. Por ejemplo
0

elegimos | 2 | reemplazando en la ecuacion cartesiana del plano resulta:
0

Ox+2y +0z+d=0.
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Como el punto E(O, 3, 0) pertenece al plano, sus coordenadas verifican la
ecuacion: 23+ d=0 = d=-6.
La ecuacion es 2y — 6 =0, es decir, y = 3. Z

Ejemplo: Sea la ecuacion del plano 4x + 3y + 2z — 12 =0, calcule la interseccion
con los ejes coordenados y grafique.

Para determinar la interseccion con el eje x reemplazamos las variables z e y por
cero y resulta:
4x-12=0 = x=3. El punto de interseccién con el eje x es P(3, 0, 0).
Procediendo de manera similar: x=z=0 = 3y-12=0 = y=4

x=y=0 = 2z2-12=0 = z=6

La interseccion con el eje y es Q(0, 4, 0) y con el eje z, R(0, 0, 6).

EJERCICIOS

1) Encuentre la ecuacion del plano que contiene al punto P y es normal al vector

N
n. En caso de resultar paralelo o coincidente a un plano coordenado,

especifique a cual.
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e
n=i+]j

a) P(-1,-2,-3),

b) P(3, 2, -5) , +

- - - - - -
c)P(0,0,0), n=k dP-2,1,-2) ,n=1i-2j+3k
2) Halle la ecuacion del plano que contiene a los puntos dados en cada caso. En
caso de resultar paralelo o coincidente a un plano coordenado, especifique a
cual. Grafique.

a)P,(1,0,-1) P>(2,0,1) P3(-3,0,0)
b) P, (2, -3, 1) P>(0,0,1) P3(-1,2,1)
c)P4(0,0,2) P> (1,0, 0) P5(0,-1,0)
RESPUESTAS
1)a) x + 1 =0 (Plano paralelo al plano yz) b)x+y-5=0
¢) z =0 (Plano coincidente con el plano xy) d)x-2y +3z+10=0
2)a) y = 0 (Plano coincidente con el plano xz)
b) z =1 (Plano paralelo al plano xy) c)2x—-2y+2z=2

a) b)

¥
kA
Posiciones particulares entre dos planos en R3
Los planos pueden cortarse, ser paralelos o coincidir.
¢ Planos paralelos
_>T La condicion necesaria y suficiente
m
| 7 para que los planos sean paralelos es
1
que los vectores normales correspon-
T dientes sean paralelos.
[
2 "
L o/ me ng/in, <

a _by_cq

ax by ¢
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e Planos coincidentes

[—
+ ”J Dos planos son coincidentes si y solo
| M=y si son paralelos y tienen, ademas, un
punto en comun.

JE—
L)

¢ Planos que se cortan

Si los planos no son paralelos ni coinci-
dentes entonces se cortan en una recta.

Un caso especial es cuando los planos son perpendiculares porque se cortan
formando un angulo recto.

e Planos perpendiculares

La condicidon necesaria y suficiente para que dos

ﬁ; planos sean perpendiculares es que los vectores
by g normales correspondientes sean perpendiculares.
- -
=
nz T J_TEZ < Ny J_n2 = a1aQ+b1b2+C1C2=O
Nz

Si no son perpendiculares pero se cortan , podemos calcular el angulo que ellos
determinan.

Angulo que determinan dos planos
—

Dados los planos
myiaX+byy+ciz+di=0y
To:as X +boy + Coz + dy=0donde

a4 az

- -

ng = b1 LTH Y Np = b2 J_TCZ
C1q Co

El angulo determinado por los dos planos coincide con el angulo que forman sus
vectores normales. Podemos calcularlo mediante la férmula que obtuvimos en el
primer capitulo cuando estudiamos vectores.
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aqas +b4by +cqC aqap +b4by +cqC
cosf=—1"2 —172 7212 = 0 = arccos -2 —1°2 ~ 122
e e

NqN2 Nq[N2

Ejemplo: Analice la posicion relativa entre cada uno de los planos dados.
Encuentre el angulo que determinan.

a)mny:3x-2y-z-4=0 y Mo, X+y+22-3=0
b) ty:x-2y +3=0 y Mo 2X +y—-5z-4=0
c)my:6x—-y +4z-5=0 y Mo —12x+2y-8z2+10=0

a) Debemos analizar la posicién entre sus vectores normales:

3 -1
- -
nq = -2 y np= 11.
-1 2
Los vectores no son paralelos pues sus componentes homdlogas no son
. 3 -2 -1 .
proporcionales —1¢T < Tampoco son perpendiculares pues su

producto escalar es distinto de cero: 3.(-1) + (-2). 1 + (-1) . 2=0.

Para calcular el angulo que determinan, debemos encontrar el angulo entre los
vectores normales.
3.(-1)+(-2)1+(-1)2 -7

[ 2P R P2 22 J1AVE

0 = arccos(-0,76) = 0 =139° 47" 49"".

cos 0 =

~-0,76 =

b) Los planos dados son perpendiculares pues sus vectores normales lo son, ya
que su producto escalar es cero. El angulo que determinan es de 90°.

c) Los planos son coincidentes pues observamos que los vectores normales

6 -12

- -

ng=(-1 y no= 2| son paralelos ya que sus componentes homologas
4 -8

-1 4 , . .
——=—=—|y, ademés, si tomamos cualquier punto
-12 2 -8

perteneciente a uno de los planos verifica también la ecuacién del otro plano. Lo

son proporcionales [

comprobamos buscando un punto perteneciente a my . Para ello le damos
cualquier valor a x e y, y obtenemos el valor de z. Supongamos x = 1,y =1,
reemplazando en la ecuacion, z = 0. O sea que el punto es (1, 1, 0). Lo

reemplazamos en la ecuacion de m, y verificamos -12 +2-0 + 10=0.
Al ser coincidentes el &ngulo que determinan es de 0°.
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Ejemplo: Halle la ecuacion del plano paralelo al de ecuacion 2x + 2y +z—-1=0
y que pasa por el punto (3, 4, 5).
, |a
La ecuacién buscada es de la forma ax + by + cz + d=0,donde n =|b| es el
c
vector normal al plano.
Si el plano buscado tiene que ser paralelo al de ecuacién 2x + 2y + z— 1 =0,
sus vectores normales también deben ser paralelos. Por lo tanto el vector
. 2
normal del plano que debemos hallar debe ser de la forma n =k|2|, k € R.
1

Podemos dar a k cualquier valor real, por ejemplo k = 1 y considerar como

La ecuacion es entonces 2x + 2y + z + d =0, en la que debemos hallar el valor
de d. Para ello reemplazamos las coordenadas del punto (3, 4, 5) perteneciente
alplano: 2.3+ 24 +5+ d=0.

Despejamos y hallamos d = —19. Reemplazamos este valor en la ecuacion y
resulta la ecuacion del plano buscada: 2x + 2y +z —19=0.

Ejemplo: Calcule el valor de a para que los planos dados 4x -3y + 2z-8=0
y —x—-y + a + 2 =0 sean perpendiculares.

Para que los planos sean perpendiculares, sus vectores normales también deben
serlo. Por lo tanto su producto escalar debe ser cero.

4.(-1) + (-3).(-1) + 2.a=0. Despejamos a y obtenemos a = %

. 1
Para que los planos sean perpendiculares a debe ser 7

Ejemplo: Halle el valor de k y de m para que el plano 2x + ky —mz + 7 =0 sea
paralelo al plano x + 2y + 4z = 0. Escriba la ecuacion del plano.

Para que los planos sean paralelos sus vectores normales también deben serlo.

20 1
O sea k|//|2|. Para ello las componentes homdlogas deben ser
—-m 4
proporcionales 2_k_-m
l 1 2 4 .

De la igualdad planteada obtenemos k = 4 y m = -8, que son los valores
buscados.
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Para esos valores la ecuacion del plano es 2x + 4y + 8z + 7 =0.

Ejemplo: Determine el valor de t para que los planos dados por las
ecuaciones X +y + 1tz +2=0yx—ty + z + 1 =0 formen un angulo de 60°. Con
el valor obtenido, escriba las ecuaciones de los planos.

Si el angulo debe ser de 60°, su coseno es % Planteamos la férmula para hallar
el coseno del angulo entre dos vectores y calculamos t.
1.1+ 1.(-t)+ t.1 1-t+t

cos 60° = -
\/12 +12 +t2.\/12 +(—t)2 +12 x/2+t2.\/2+t2

1 T 1 L oiPoos oo t=o,

2 - 2 9
(/2+t2j 2+t

cos 60° =

Para el valor de t obtenido las ecuaciones de los planos son x +y +2=0 vy
Xx+z+1=0.

Dos planos pueden cortarse, ser paralelos o coincidir.
El andlisis del sistema formado por sus ecuaciones nos da esta informacion.

aiXx+bqy+cqyz =dy

Sean los planos 1 y 15 cuyas ecuaciones son:
asx+byy+coz=d,

Las matrices asociadas al sistema son: A = { } , matriz de los

a; by cq1id
coeficientes y la matriz ampliada es A* = { ! ! 1 } .

as by cpidp

Estudiando sus rangos obtenemos informacion sobre las posiciones, es decir,
los puntos comunes a ambos planos.

e Sir(A) =r(A*) =2, es decir, cuando los coeficientes respectivos (@1yas, byy

bs, ¢4 ¥ Co) NO son proporcionales, el sistema tiene solucion, pero los planos
no coinciden, se cortan en una recta.

e Sir(A) =1yrA*) =2, es decir, los coeficientes aqyap, byyby, cqyco son

proporcionales, pero no los términos independientes d4 y d, €l sistema no
tiene solucion. Los planos son paralelos.
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e SirA) = r(A*) = 1, es decir, todos los coeficientes respectivos son
proporcionales, se trata del mismo plano. Los planos son coincidentes.

Ejemplo: Determine la posicion relativa de los siguientes pares de planos
) X+4z-3y=11 b) 3Xx+6y—-3z2-9=0 ) x-3y=-1+10z
4x-12y +16z = —40

X+2y-z-3=0 2x+3y+7z=7

-3y+4z=11
a) Ordenando el sistema resulta: X=oy+az
4x —12y +16z = -40
. . -3 4
Calculando el rango de la matriz de los coeficientes A = 4 _12 16 y de la

1 -3 4|
matriz ampliada A* = | obtenemos:
4 —12 16 -40
T 3 4 @ 1
4 -12 16 -40 Fy — Fp — 4F,
1 -3 4 1 1N
0 0 0 -84

Elrango de Aes 1y el rango de A* es 2, por lo tanto, los planos son paralelos.

3x+6y-3z=9
b) Ordenando el sistema obtenemos: X+Oy—oz
X+2y—-z=3
Para calcular los rangos planteamos:
3 6 -3 E 9 F1 —> 1F1
! 3
1 2 -1 3
1 2 -1 3
1 2 -1 3 F2 - F2 - F1
1 2 -1 3
0 0 0 0

El rango de la matriz de los coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada.
rA) =A%) =1

También todos los coeficientes homdélogos son proporcionales.
En efecto: % = g = __?‘)I = % = 3. Es decir, los planos son coincidentes.
-3y-10z=-1
¢) Ordenando el sistema y calculando los rangos resulta: X=JY z
2x+3y+7z=7
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1 -3 10 | -
2 3 70T Ry Fy—2F,
1 -3 10 | -1
0 9 27 1 9

Los rangos son iguales: r(A) = r(A*) = 2 y por lo tanto los planos se cortan
determinando una recta.
x-3y-10z =-1
9y +27z=9
Como el nimero de incégnitas es 3, elegimos una incognita auxiliar. Sea z =t,
(eR {x—3y—10t=—1 |
9y +27t=9

Armando el sistema equivalente nos queda: {

9 - 27t

Despejando y de la segunda ecuacion: y = y=1-3t.

Reemplazando en la primera ecuacion y despejando x obtenemos:
x=3(1-38t)-10t=-1 = x-3+9%-10t=-1 = x=2+1t

X=2+t
La solucién hallada sy =1-3t, t € R, es la ecuacion paramétrica de la recta
z=t

interseccion de los dos planos.

y -1
-3
Nota: el estudio de las posiciones relativas de planos entre si se reduce a la
resolucion de sistemas de ecuaciones.

La ecuacion simétrica de dicharectaes: x -2 = =Z.

EJERCICIO

Analice la posicion relativa entre los planos dados. En caso de cortarse, halle la
ecuacion de la recta que determinan.

a)ymy:2x-y +z=3 ; Ty —4X + 2y —22=-6

b) ti: Xx+y+ 3z=-1 ; Mo X—y +3z2=2
c)m:-3x+2y+z=3 ; To: 2X + 2y + 22 = -1
dymy:—x-y+2z=10 ; To:3X + 3y -3z=13

RESPUESTA

x:%+t

a) Coincidentes b) Concurrentes, r: sy =t

z=1

6
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4 1
X=—-—-——t
5 5
¢) Perpendiculares, r: qy = %—%t d) Paralelos
z=t

EJERCICIOS INTEGRADORES 5.2 PLANO EN EL ESPACIO R®

1) Halle la ecuacién del plano que cumple con las siguientes condiciones:

-2
N
a) contiene a P(0, -2, —3) y su vector normales v =| 1|,
3

b) contiene a los puntos P¢(1, -2, 1); Po(0, 3, =1) y P5(-1, 1, 2),
¢) es paralelo al plano coordenado xz y pasa por el punto P(-5, =3, 1),
d) es paralelo al plano z =2y pasa por el punto (2, 1, -3).
2) Obtenga la ecuacion del plano que contiene a la recta XT_s =y-1=z yal

punto (0, 1, -1).

3) Determine la ecuacion del plano que contiene a la recta X_ y—-1= z+3 y es

-1

- =
paralelo al vector i—Kk .

4) Analice la posicion relativa entre cada uno de los planos dados. En caso de
ser concurrentes encuentre la ecuacion de la recta que determinan.

a) {2x—y+3z—8=0 2x+3y-z+8=0

b 3 1
X+3y-z-5=0 ) —x—5y+5z—4:0

3x-2y+6z-2=0
©) x—§y+22+1:0

5.3 Posiciones relativas entre dos rectas en R3. Posiciones
relativas entre recta y plano en R®

Posiciones relativas entre dos rectas en R®

Dos rectas en el espacio pueden estar 0 no en un mismo plano.

Dos rectas que estan en el mismo plano se llaman coplanares.

En caso contrario se llaman rectas alabeadas o rectas que se cruzan.
Analicemos los distintos casos.

215



Geometria Analitica

e Rectas coplanares
Dos rectas que estan en el mismo plano pueden ser secantes (un punto en
comun) o paralelas (ningun punto en comun o coincidentes).

Rectas secantes

Llamamos rectas secantes a aquellas que se cortan en un punto.

Podemos determinar el angulo que determinan las dos rectas de la siguiente
manera:

Sean las rectas 1
-
7
r: = = ,
! uq Us us 'ﬂ
T

b

uq V1

- -
donde u=|uy |//ryyv =|vy| /1o

us V3

El angulo que forman las rectas coincide con el que determinan sus vectores
paralelos y se obtiene, segun vimos en el capitulo referido a vectores, de la
uqvq +UgVoy +U3V3

—| |-
ujjv

siguiente manera: cos 6 =

Un caso particular de las rectas secantes son las rectas perpendiculares.

w . ,
Iy Dos rectas son perpendiculares siy
so6lo si lo son sus vectores direccion.
o
- -
? r1 1 |'2 < u Lwv
—
M 1 fo < Uy + UsVo + U3V3:O
Iz
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Rectas paralelas
Dos rectas son paralelas siy sélo si sus
?r vectores direcciéon también lo son.

Iy
=
T/‘ N
% il & u /v <
/ o Y Y2 _Us
V1 Vo V3

Las rectas paralelas pueden no tener ningln punto en comun o ser coincidentes.

Rectas coincidentes
Dos rectas son coincidentes si tienen

[P T todos sus puntos en comun. Para ello
debemos verificar si son paralelas vy
tienen un punto en comun.

¢ Rectas alabeadas

Se dice que dos rectas se cruzan o son &
alabeadas cuando no existe ningun plano
que las contenga simultaneamente. / T

Las rectas alabeadas no son paralelas y no ;
tienen ningln punto en comun.

En general, dadas las ecuaciones de dos rectas, {como averiguamos la posicion
relativa entre las mismas?

En un plano, dos rectas distintas se cortan o son paralelas. En el espacio hay una
tercera posicion: pueden cruzarse.

Primero conviene averiguar si las rectas son paralelas. Para ello analizamos los
vectores direccion. Si resultan paralelas, verificamos si son coincidentes eligiendo
un punto de una recta y sustituyéndolo en la otra.
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X = -6t
Ejemplo: Compruebe que las rectas ry : X;6 =y = z +31 yr:sy=1-3t,t e R
- z=5+9t

son paralelas.

Determinamos el vector direccion de cada una de las rectas. Llamamos
2 -6

- -
u; =| 1| alvectorparaleloalarectar;y us =|—-3| aldelarectars.

-3 9

Analicemos si las componentes homaologas son proporcionales.
2 1 -3
Como 5 = 3 = y los vectores son paralelos y por lo tanto las rectas ry y 1

también lo son.

Ejemplo.: Determine la posicion entre las rectas  rq: %:y_—: =z+1 vy
x=4-t
r y = Et
2 2
z=1- lt
2
. 2
El vector direccion de larectarses uq =|—-3| y el correspondiente a la rectar, es
1
> |3 | | 2 3 1
Us = 5| Determinemos si los vectores son o no paralelos: c—1 =3 = —1?
1 2 2
2
Como -2 = -2 = -2 los vectores son paralelos.

Analicemos a continuacion si algin punto de una de ellas pertenece o no a la otra.
Consideremos el punto Q(4, 0, 1) perteneciente a la recta ro.

Sustituyendo las coordenadas en la ecuacion de la otra recta g= y_—36 =z+1

resulta: % = % =1+1. Como 2 =2 =2 el punto elegido de la recta r, también

verifica la ecuacion de la recta rq. Como las rectas ademas de ser paralelas tienen
un punto en comun, decimos gue son coincidentes.
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Si las rectas no son paralelas, se cortan o se cruzan.

Consideremos las ecuaciones de dos rectas en su forma paramétrica:
X = Xq +tuy X=Xo +1vq

ray=ys+tus ,t eR yrmniiy=ys+tvo,t eR
zZ=2zq+tuj zZ=2p +tvg

Una forma de saber si las rectas se cortan es resolviendo el sistema:
X1 +tUqy = Xo +5Vq
y¢4+tus =y» +svs, en el cual las incognitas son t y s (observe que al trabajar
zZq +tug =25 +8Vg
con las ecuaciones en forma simultdnea debemos usar parametros distintos,
aungue en el enunciado se use el mismo parametro).

Si el sistema tiene solucion las rectas se cortan. El valor de t sustituido en rq (o el

valor de s sustituido en ry) nos da las coordenadas del punto de corte.
Si el sistema no tiene solucion las rectas se cruzan, es decir son alabeadas o no
coplanares.

X=4+2t X=2+8§
Ejemplo: Demuestre que las rectas ry :qy=-5+4t,teR vy rp :qy=-1+3s
z=1-3t z=2s,S

€ R se cruzan, es decir, no son paralelas ni se cortan en un punto.

N
Las rectas no son paralelas porque sus correspondientes vectores uq =| 4|y

-3
1
N

Uo =|3| no son paralelos ya que sus componentes homodlogas no son
2

proporcionales: E # i # _—3
13 2

Sirq y rp tienen un punto en comun deben existir valores de t y s que verifiquen:
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4+2t=2+s
-5+4t=-1+3s. Si resolvemos el sistema que forman las dos primeras
1-3t=2s
ecuaciones obtenemos s = -8 , t = -5 y estos valores no satisfacen la tercera
ecuacion. Por lo tanto las rectas rq y r» no se intersecan.

Luego, las rectas dadas se cruzan, es decir son alabeadas, no estan incluidas en
un mismo plano.

Se puede llegar a estas conclusiones de manera mas rapida resolviendo el
determinante:

Uy V¢ Xq—Xo
D=|u, vs yq1-yo|, es decir el determinante cuya primera y segunda
Uz V3 Z41-23
columna son los vectores direccion de las rectas y la tercera columna es el vector
que determinan dos puntos pertenecientes uno a cada recta.

Si D = 0 las rectas se cortan y si D # 0 las rectas se cruzan, es decir, son
alabeadas.

x=5-t1
Ejemplo: Analice la posicion relativa entre lasrectas ry :sy =2+t,t e R,y
z=t
x=-2+3t
rh:qy=9-3t ,t e R
z=T7+t

Las rectas no son paralelas pues las componentes de los vectores no son

. -1 1 1 .
proporcionales: 3 :—3 # 1 Tomemos un punto de cada recta, por ejemplo

los que podemos obtener observando las ecuaciones paramétricas
. 7
P1(5,2,0) eryyPs(-2,9,7) € rp y formemos el vector P,Py =|-7
-7
Calculemos el determinante para determinar si las rectas se cortan o se cruzan.
-1 3 7
D=| 1 -3 -7 =0.Como el determinante es nulo las rectas se cortan.
1 1 -7
Si queremos encontrar el punto de corte igualamos coordenada a coordenada
las respectivas ecuaciones paramétricas.
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5-t=-2+3s
2+t=9-3s ,resolviendo el sistema obtenemos s =0y reemplazando en r»
t=7+s
encontramos el punto de corte (-2, 9, 7). También hubiésemos podido
reemplazar el valor de t =7 en ry y obteniamos el mismo punto de corte.

X =4t x=2-3t
Ejemplo: Analice la posicion entre las rectas r :iy =4  yry:ay =1+5t , teR
z=1+6t z=5+2t
4 -3
- -
El vector direccion de larectaryes uy=|0| ydelarectarpes up =| 5].
6 2

Como las componentes homdlogas no son proporcionales dado que

4 _—
—§¢0¢3, los vectores no son paralelos y, por consiguiente, las rectas

tampoco lo son.

4 -3 -2
Calculamos el determinante D = |0 5 3| y obtenemos que es distinto de
6 2 -4

cero. Por lo tanto las rectas se cruzan, o sea son alabeadas, no estan incluidas
en un mismo plano.

. o 1 -
Ejemplo: Compruebe que las rectas de ecuacion rq: 3—x= y +3 =2 5 ! y

CXx+1 y-4 z-

! 5 -5 se cortan y calcule el angulo que determinan.
-1 -5 4
Calculamos D = |-3 2 -5| y comprobamos que es nulo por lo tanto las
2 4 -2

rectas se cortan. Para calcular el angulo que forman entre ellas debemos
determinar el &ngulo que forman sus vectores direccion.

-1 -5
- -
El vector direccionderies u=|-3|yeldersesv =| 2.
2 4

Debemos tener en cuenta que, siendo 0 el angulo determinado por los dos

. Ly Uq.Vq4+Uo.Vo +U3.V
vectores direccion, cos 0 = (A 272 3:73

—
u

-
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(=1).(~5)+(-3).2+2.4

_5-6+8 7

cos 0 =

0 =arccos 0,278 = 0=73°48" 22"

El 4ngulo entre las rectas es 6 = 73° 48’ 22"".

JN2 £ (32 122 [ 5)2 +22 142 V14445 630

~0278 =

A modo de resumen: Dadas dos rectasry y ro en R® puede ocurrir:

Posiciones relativas de dos rectas en el espacio

ri y ro tienen un punto en

Secantes comdn.
rnnrp={P}
Rectas coplanares .
ri y ro no tienen puntos en
Paralelas comun o son coincidentes.
MNn=Lg o r=rn
ri Yy ro no tienen puntos en
Rectas no coplanares Alabeadas

comun.
fHfMrp= %)

EJERCICIOS

1) Analice la posicion entre los siguientes pares de rectas. Si se cortan halle el
punto de corte y el &ngulo que determinan.

x-2 y-3 z+1

a) rq:

-1 2 -1
x =3t
b)ri:qy=1-t
z=2
o)ri x—1:y+2:z+1
3 2 1
d)r x+2=y—1=z—1

-3 2

1
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X =-1+4t
y =-3+4t
z=-4+4t
X =-2t

y = -5t
z=4
x=1-t
y=-2+3t
z=-1+t
X =1+6t
y=-1-4t
z=-2t
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Xx=-5+t
2) Halle la ecuacién simétrica de la recta paralela a <y =3 que pasa por el
z=-1+2t

punto (0, -2, —1).
3) Obtenga la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por el punto (2, -1, 3) y
+1 y-2

X
esparalelaa —=——,z=2.
-2 3

RESPUESTAS
1)a) Se cortan en (3, 1, 0) perpendicularmente
b) Se cruzan

¢) Se cortan en (1, -2, —1) con un angulo de 71° 11 “a6”

d) Paralelas
x=2-2t
2)x=z—+1,y=—2 3) <y=-1+3t
2 z=3

Posiciones relativas entre recta y plano en R3
Recta y plano paralelos

—

S .
oor
b
U4 a
- - - -
Seanlosvectores u=|us | //ryn=|b| Ll n//r & nLlu <
Us Cc

- -
n.u=0 < auy+bu, +cuz=0

La condicién necesaria y suficiente para que una recta y un plano sean paralelos
es que el vector direccion y el normal al plano sean perpendiculares.

Recta incluida en un plano

Una recta esta incluida en un plano si'y solo si la recta es paralela al plano y un
punto de la recta pertenece al plano.
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Recta y plano perpendiculares

uq
r -
<|~ Sean los vectores u =|uy | // ry
F 3 F}
| ;
—
. a
5
T n=/b| 1=
- >
a b c
nlr o n/ue —=—=—"
uq us us

La condicidén necesaria y suficiente para que una recta y un plano sean
perpendiculares es que el vector paralelo a la recta y el perpendicular al plano
sean paralelos.

Ejemplo: Determine la posicion entre la recta r: XTH = —% =z-3y el plano

m:4x—-10y + 2z=7.

Para analizar la posicion entre una recta y un plano determinamos los vectores
que surgen de cada una de las ecuaciones y analizamos las posiciones entre
ellos.

2 4
- -
El vector u=|-5| es paralelo a la recta r y el vector n=|-10| es
1 2

perpendicular al plano m.
Realicemos, en primer lugar, el producto escalar entre ellos:

- >
u.n=24+(-5).(-10)+1.2=8+50+2=60

Como el producto escalar no es nulo, los vectores no son perpendiculares y por
eso, la recta no es paralela al plano.

Si los vectores son paralelos sus componentes homodlogas deben ser
. 2 -5 1

proporcionales. Como 2-"10"2 podemos asegurar que los vectores son

paralelos.

Como el vector direccion de la recta es paralelo al vector normal al plano

concluimos que la recta ry el plano T son perpendiculares.

x=1-t
Ejemplo: Sealarectar: Jy =3t yelplanom: 2x + 2y + kz—1 =0, calcule
z=2+2t

el valor de k para que resulten paralelos.
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La condicién necesaria y suficiente para que una recta y un plano sean paralelos
es que el vector direcciéon de la recta y el normal al plano sean perpendiculares.
El producto escalar entre ellos debe ser nulo.
-1
. e ‘)
El vector direccion de la recta es u=| 3| vy el vector normal al plano es
2

2
_)
n=|2]|.
k
Planteamos el producto escalar entre los dos vectores y lo igualamos a cero.

- -
u.n=(-12+32+2k=0 = 2+6+2k=0 = k=-2.
Para que la recta y el plano dados sean paralelos k debe valer 2.

Ejemplo: Halle la posicién entre la recta de ecuacion r : %zyTH =z-4 yel

plano m:x-2y +z-6 =0.

El vector direccion de la recta es u=|2| vy el vector normal al plano es
1

1
=|—2/|. Sirealizamos el producto escalar entre ellos resulta
1

Esto nos permite concluir que la recta es paralela al plano. Nos interesa ademas
saber si la recta esta incluida en el plano. Para ello debemos ver si un punto de la
misma también pertenece al plano.

Elegimos el punto P(0, -1, 4) que pertenece a la recta. Sustituyendo las
coordenadas del punto en la ecuacion del plano x — 2y + z—6 =0 vemos que la
verifica: 0-2 (-1) + 4-6=0.

Como la recta es paralela al plano y ademas un punto cualquiera de ella también
pertenece al plano, la recta r esta incluida en el plano .

- - >
n u.n

=0.

Ejemplo: Escriba la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1, -1, 3) y es

. X+5 z-1
perpendicular alarectar : =y= 3
2
El vector 1| es paralelo a larectary, por lo tanto, perpendicular al plano.
-3

En consecuencia, la ecuacion cartesiana del planoes 2x + y -3z + d=0.
Como le pertenece el punto P(1, -1, 3) resulta:
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214+ (-1)-33+d=0=>2-1-9+d=0=> -84+d=0= d=8
De esta manera 2x + y — 3z + 8 = 0 es la ecuacion del plano buscada.

Ejemplo: Halle la ecuacion del plano paralelo a las rectas ry : x -2 = % = ZTH y

X = -2t
h:sy=t y que contiene al punto M(-1, 0, 1).
z=2+3t
N 1 . -2
Los vectores u = |3| y v= 1| son paralelos a las rectas y también
4 3

paralelos al plano.

- -
Realizando el producto vectorial u x v obtendremos un vector perpendicular al
plano.

> o >
i ik
-> > 1 3 4 - - -
uxvs= =5i-11j+7k.
-2 1 3

La ecuacion cartesiana del plano es 5x — 11y + 7z + d = 0. Como le pertenece
el punto M(-1, 0, 1) sustituyendo sus coordenadas en la ecuacion resulta:
5-1)-110+714+d=0 > -5-0+7+d=0 = 2+d=0 = d=-2
De esta manera 5x — 11y + 7z — 2 =0 es la ecuacion del plano.

Ejemplo: Determine la ecuacion del plano que contiene a la recta

x=1
r:y=2t ,teR, yalpuntoP(3,1,0).
z=-1+t

0
El vector u =|2]|, paralelo a la recta, es paralelo al plano. Para obtener otro
1

vector paralelo al plano, usamos el punto dado P(3, 1, 0) y otro punto cualquiera
que pertenece al plano. Por ejemplo, el punto puede ser el que se obtiene de
reemplazar t = 0 en la recta, obteniendo asi el punto Q(1, 0, —1). El vector que

2
%
determinan los dos puntos es QP =| 1|. El vector que surge de realizar el
1
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producto vectorial entre los vectores nombrados resulta perpendicular al plano
buscado.

- > -

i j k
- o 2 1
n=uxQP =

2 1 1
-> - - -

Resolvemos el determinante planteado y obtenemos n= i +2 j—4Kk..
La ecuacion cartesiana del planoes x + 2y —4z + d =0.
Reemplazando por las coordenadas de un punto que le pertenece, por ejemplo,
P@3,1,0)resulta:3+21-40+d=0 = 3+2+d=0 = d=-5

En consecuencia la ecuacion del plano es x + 2y — 4z -5=0.

EJERCICIOS
1) Analice la posicion relativa entre la recta y el plano dado:
Xx-6 y-4 z+2

a X+2y-3z+8=0
) 1 7 5 y Yy
[;,)>(:yT_6:Z+13 y Xx-9y-172+3=0
x+1 y z-2
c === 2x-y+2z-4=0
R Y Y
2) Halle la ecuacion del plano que es perpendicular a la recta X +32 = 3;13/ :g
y pasa por el punto (3,-1,7).
RESPUESTAS
1)a) la recta es paralela al plano, b) la recta esta incluida en el plano,

c) la recta es perpendicular al plano. 2)-3x-y+22-6=0

EJERCICIOS INTEGRADORES 5.3 POSICIONES RELATIVAS ENTRE DOS

RECTAS EN R®. POSICIONES RELATIVAS ENTRE RECTA Y PLANO EN R>.
1) Determine la posicién relativa entre los pares de recta dados. En caso de ser
secantes, encuentre el punto de corte.

Xx=3+2t X =-1-6t x=1+1 x =-3t
a)y=1-t vy y =3+3t b) <y=2-3t yqy=1+0t
z=5 z=5 z =4t z=-12t+2
] x=1-2t x=4+t
x-2_Y¥ _z ., x _¥y-1_z-1 - -
) 5 ="7=4Y =5 =T d) y=t y qy=-1
z=3-3t z=5-1

2) Halle la ecuacion de la recta que es perpendicular al plano de ecuacion
X —Yy + z=5Yy que contiene al punto (-2, 0, 4).
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3) Demuestre que larectar : ng =Y +21 = 23_1 es paralela al plano

2x—-3y -6z +3=0.
x=-1+2t

4) Demuestre que la recta r : <y =t y el plano 2z —4x —2y = 6 son
z=-t

perpendiculares.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE DEL CAPITULO

1) La ecuacién paramétrica de la recta a la que pertenece el punto P(2, -3, 1) y

- - - -
es paralela al vector u=2 j—-3 i-k es:

X=2+2t X=2-3t
a) ly=-3-3t b) ly=-3+2t
z=1-t z=1-t
x=-2—3t X=-2+2t
C) ly=3+2t d) Jy=3-3t
z=-1-t z=-1-t

2) La ecuacién simétrica de la recta a la que pertenece el punto R(-1, 2, 3) y es

- - - >
paralela al vector u=-k+2 j+3i es:

a)x—1ZY+2:z+3 py X+1_Y¥Y-2_2z-3
-1 2 3 -1 2 3
c)x+1_Y-2_z-3 dy x=1_Y*+2_z+3
3 2 1 3 2 1

3) Si una recta pasa por el punto P(-1, 3, 0) y es paralela al vector
-> - - -
u=i-3k+2 j,otropunto Q que pertenece a la misma es:

a) Q(-2, -1, -6) b) Q(0, 0, 2) c) Q(1,1,-3) d) Q(0, 5, -3)
4) La ecuacion de la recta a la que pertenece P(-2, 1, 2) y es paralela a
x=-1-2t

y=3+t es

z=3t
X+2 . 4_2-2 x+2 y-1_ z-2
Q) =y-1=73 b) == =3
X=2 _ . 4_2z+2 x-2_ Y+1 z4+2
© 5 =y-1=7 )5 =73

5) Una recta paralela al eje de abscisas que contiene al punto P(2, -3, —1) tiene
por ecuacion:.
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x=-2+t x=-2+t X=24+t x=2+t
a)ly=3-t b)ly=3 c) ly--3 d) Jy=-3-t
z=1+t z=1 z=-1 z=—1+1t

6) La ecuacion del plano que contiene al punto P(2, —1, —2) y es perpendicular al
- - -

vector 2 j— i —3 K es:

a)2x-y-3z-11=0 b)2x-y-3z+11=0

€) x+2y-3z2-2=0 d) x+2y-3z2+2=0

_ - o> -

7) Un plano contiene a la recta X+2 =%=Z—11 y el vector 2i— j+ Kk es
perpendicular al mismo. La ecuacion de dicho plano es:

a)2x-y+z-3=0 b)2x-y+z+3=0

c)2x-y+z-4=0 d)2x-y+z+4=0

L . x-3 y+1

8) La ecuacion del plano perpendicular a la recta —2=T:z—2 al que
pertenece el punto P(1, 2, -2) es:

a)2x+3y+z-2=0 b) 2x+3y+z+2=0

€)2x+3y+z-2=0 d)2x+3y+z+2=0

9) La ecuacion del plano que pasa por los puntos P(1, -2, 3), Q(-1, -1, 2) y es
perpendicular al plano 3x +y + 2z =1 es:

a)2x-3y +z=1 b) 2x - 3y + z = -1
c)-3x-y +5z=14 d) -3x-y +5z=-14
10) Los planos 4x -2y +z=3, X + by + 6z =-2 son
a) perpendiculares b) paralelos €) ninguno de los anteriores
11) Los planos 9x + 3y — 12z =2, -6x — 2y + 4z = 3 son:
a) perpendiculares b) paralelos ¢) ninguno de los anteriores

GUIA DE ESTUDIO DE TEORIA N° 8: RECTA Y PLANO EN EL ESPACIO

1) Deduzca la ecuacion vectorial de una recta en R3 conocidos un punto que le
pertenece y un vector paralelo a la misma.

2) Deduzca la ecuacion vectorial de la recta en R conocidos dos puntos que le
pertenecen.

3) Encuentre la ecuacion paramétrica de la recta en R3 conocidos un vector

paralelo a la misma y un punto que le pertenece.
4) Encuentre la ecuacidon paramétrica de la recta que pasa por los puntos

AlX1, Y1, 21) Y B(Xo, Yo, Z0).
5) Obtenga la ecuacién simétrica de la recta paralela al vector

- - - - .
vV =Vqi+Vy j+Vg Kk que contiene al punto P(x,, Yo, Zy).

6) Deduzca la ecuacion simétrica de la recta que pasa por los puntos
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R(Xo, Yo, 2o) Y Q(X4, Y1, Z4).
7) Encuentre la ecuacion del plano que contiene al punto R(x4, y4, z1) Y €s
- - - -
perpendicular al vector n=ai+b j+ck .
8) Indique cémo halla la ecuacion de un plano determinado por tres puntos.
9) Obtenga las ecuaciones de los planos coordenados. Grafique.
10) Indique las ecuaciones segun las distintas posiciones que puede tener un
plano con respecto a los planos coordenados.
11) Indique las ecuaciones segun las distintas posiciones que puede tener un
plano con respecto a los ejes coordenados.
12) Discuta las situaciones planteadas en la pregunta anterior.
13) Enuncie la condicién necesaria y suficiente para que dos planos sean:
a) paralelos,
b) perpendiculares,
¢) coincidentes.
14) Determine las condiciones de paralelismo y perpendicularidad de dos rectas
en R,
15) Explique como se calcula el angulo entre dos rectas.
16) ¢Cuando dos rectas son coincidentes?
17) Determine las condiciones de paralelismo y perpendicularidad entre plano y
recta.

18) Indique qué representa la ecuaciéon ax + by + c=0en R? yen R?,

AUTOEVALUACION N2 5: RECTA Y PLANO EN EL ESPACIO

1) Determine la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por los puntos

P(5, -2, 1) y Q(2, 4, 2). Encuentre otros tres puntos que le pertenezcan.

2) ¢En qué posicion se encuentran la recta que pasa por los puntos A(1, 4, 7) y

B(5, 10, 15) y el plano 2x + 3y + 4z = 177 {El punto (-2, 3, 4) pertenece al plano?

3) Halle la ecuacion del plano que contiene a los puntos P(1, 2, 3); Q@3, 2, 1) y

R(-1, -2, 2).

4) Encuentre la ecuacién del plano que contiene al punto (2, -1, 3) y es

perpendicular a la recta XTH =y-2= Z—_31

5) Obtenga la ecuacion del plano que contiene al punto Q(2, —1, 2) y a las rectas
X —2 x-1_y-1_2z

r: — = y+l=2zyro: 3 -4 "1 Grafique el plano obtenido.
6) £Qué posicion tienen entre si las rectas de ecuacion ry: x — 1= y—ZS = %3 y
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x=3+3t
fh:y=1+6t"7
z=8+9t

7)a) Calcule la ecuacion del plano que contiene al punto P(3, 2, 2) y es paralelo a

- - - -
losvectores u=|-1|y v=2j-Kk.

3

b) Encuentre la ecuacion de la recta perpendicular al plano que contiene al punto
Q@1, -2, 3).
8) Dados los planos my : 5x + by —z=0 y 7, : ax + 4y — 2z = 8, encuentre los
valores de a y b para que resulten paralelos.

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO

1)a) Obtenga la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por el punto

- - -
P(3, -1, 4) y es paralela al vector 5 j— i+4k .

b) Pase de la forma paramétrica a la simétrica.
2)a) Halle la ecuacién paramétrica de la recta que pasa por los puntos
A@2,-1,3) y B(O, 4, 1).

b) Determine otros dos puntos que pertenezcan a la recta obtenida en a).

3)a) Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por el punto R(1, 0, —2) y es

- -
paralela al vector 2k — j .

b) ¢{Para qué valor de t se obtiene el punto S(1, 3, —-8)?
y-a z+1

4) Determine los valores de ay b para que la recta x -3 = - = 5 pase por
el punto P(4, -5, 4).
x=-1+t
5) Sea la ecuacion de la recta {y =3 +2t. {Para qué valores de t le pertenecen
z=-3t

los puntos A(O, 5, -3); B(-3, -1, 6) y C(-1, 3, 0)?
- > -
6) Una recta pasa por el punto R(3, -1, —=1) y contiene al vector 2 j— i -3k .

a) Halle su ecuacion paramétrica.
b) Indigue cuéles de los siguientes puntos le pertenecen:
A2, 1,-4); B4, 2,5); C@8,-1,-2); D(4,-3,2); E(1,3,-7); E6, -7, 8).
7) Obtenga la ecuacion de la recta paralela al eje z que contiene al punto
Q(@3, 1, 1).
8) Halle la ecuacion de la recta que contiene al punto P(-2, 1, 0) y es paralela a la

recta x—1=y—;)2=z+4.
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9) Determine la ecuacién de la recta que pasa por el punto R(3, -3, 4) y es

x=1
perpendicular a la recta rq :X-£2 = y—13 = 22_:2 yalarectaro: sy =-1+1t.
z=t

10) Analice la posicion de los siguientes pares de rectas. En caso de ser
secantes, encuentre el punto de corte.

4 ’ Xx=-1+1
X + y—
Y= =1 r2:qy
z=5
x—1=t ]
X y+ z
b) rq: 2=3t : o~ =2 _=Z
Yriiqy+ 2t 5=y
z=-t
t=x+1 Xx=1-1
c)ri:4{2t=y ; ro:sqy=2-5t
—t=Z—3 Z:t
dr X 1_y-4_z-5 . x-2_y-8 z-1
2 1 2 -1 3 4

11) Encuentre la ecuacion del plano que contiene al punto P(3, -1, 2) y es
- > -
perpendicular al vector 2 i —k + j .

12) Halle la ecuacion del plano que contiene a la recta XT_1: y _z+l y es

1).

perpendicular al vector determinado por los puntos R(-1, 2, 0) ,
;B(2,0,0)

y
13) Obtenga la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(2,
y C(0, 1, 0). Grafique.
14) Halle la ecuacién del plano que contiene a los puntos A(1, 1, 1); B(-2, 2, 3) y
C(3, 0, 0). Grafique.
15) Determine la ecuacion del plano paralelo al plano xz que pasa por el punto
P(0, -2, 0).
16) Encuentre la ecuacion del plano que contiene al punto P(2, -1, 3) y es

s(1, 1
1,-1)

paralelo al plano determinado por las rectas rq : x—3 =y_+21: z-2 y rp:
X=4-t
y=-3 .
z=3-3t

17) Halle la ecuacién del plano que contiene al punto M(-2,0, 1)y es
paralelo al planox -2y +3z+1=0.
18) Encuentre la ecuacién del plano paralelo al planoy - x -z + 4 = 0 y que
Xx=2 _y+1_ z-3.

2 -1

contiene a la recta
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19) Calcule el valor de m de modo que el plano mx + 3y —z = 6 sea paralelo a la

X =1+2t
rectar: {y=-2 .
z=1-3t

20) Obtenga la ecuacion de la recta perpendicular al plano 2x + y —z=0a la
que le pertenece el punto R(3, 2, 1).

21) Analice la posicién relativa de los pares de planos dados en cada caso. En
caso de cortarse, determine la ecuacién de la recta que determinan.

a)my:X+y+z-2=0 ; Mo :2X+ 2y +22=4

b) ty:x-y+z-3=0 X Ty —3x +3y—-32+6=0
C)my:2x—-y+z-3=0 ; Mo X+y—-z-7=0
d)mt:2x-y+z-3=0 ; Mo X+y+2z-4=0
e)my:3x-2y +72-4=0 ; Mo —2X + 4y +22=16
fri:x+2y-z+4=0 ; Mo X=3y—-2z-1=0
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Respuestas a:

Ejercicios Integradores
Problemas de Aplicacién
Pruebas de Opcién Multiple
Ejercicios de Repaso

CAPITULO 1: VECTORES

EJERCICIOS INTEGRADORES 1.2 Operaciones entre vectores (pagina 18)
2)a)

b 3)$: (Z+7J:13+17
y "7 o
mayla by -2a ¢) ta.-La
2 373

EJERCICIOS INTEGRADORES 1.3 Descomposicion de vectores (pagina 30)
1 1

1)a){_2};b){_3]c) 3);d)|[-2
1 -1 3 5 5)a)[3 45° B =135°
3
2)aym=0,m=2 b)t=-4t=-6
Ja) m=0.m ) b) sf —SJE :
3)P(ir 3,£4/3,24/3
- ~5] g
4)QP=| 4 ¢) 31+3/2 -3k,
-1
N 37-3/2 -3k
FoaE
Q#"—‘B’ 01 - ¥

EJERCICIOS INTEGRADORES 1.4 Operaciones con vectores en funcion de
sus componentes (pagina 54)

> > > >

1)a)5i-2j;b)i-4j;
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17 17
— i+—]
NN
N

- -
e) 12i+5j+11k ;

c) - d) a=17°1 26"

-> - > o o
dxe=-2i+7j-k

> 5> 5 o5 >

exd=2i-7j+k

c) Paralelos
- - - -

5) b=-2i-4j+4k

6) Volumen =6

7) a) No; b) x :—%

_)
8)proy _, RS =17 ;
PQ S
17
proy _, PQ=—
RS 26
AN |
9) a=-7,a 7
-2 12
10) [-2|,|2
-2 |2
4 1] 4]
Jig || 18
11) _L, 1
J1g || 18
1 1
| V18] | 18]
12) a=4,p=5; a=-4,B=-7
13) o = 3 o

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE Vectores (pagina 55)
1) b;2) c; 3) d; 4) a;5) ¢; 6) b; 7) d; 8) c; 9) a; 10) d

APLICACIONES DE LOS VECTORES (pagina 58)

1)a)
.1
B &

4 %

- > >
Js

b) v=4i+6

N
v|=4+52;
a=56°18" 35", p=33°41"24"

-

R

RN

Fo

N

5
2)a)|R|=2|F, |=2|F, |;b) |R|=0;

— — -
c) RI=v2|F [=+2|F,

- |3
mmﬁ=&}
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- > s o o R 2
c)FfyR:ay=59 ;F,yR:ap =14 Y D
- - } 7
F3 y R ‘a3 = 64° 39 61 .
5{E [ R
- |2 2 -1 2 -1 Fofi
4)a) Fy = By = i Fp = 4 i
ma-he-l)m-0 )
b) No 2 ety ]
N 194k i
, » 6 H H
5)a) a=58°44 10;b) R = — ———————————
8 411 2 34 5 6%

s - >

_)
7Y)a=3u+3v; b=-2u+2v;

- - -

c=-25u-5v

AUTOEVALUACION N2 1. Vectores en el plano y en el espacio (pagina 60)

)R= | E= ] NN B 4 By B B
= , = — a4 u= , U= —
Ve J78| 5 J78|-5

5)V=5

6)z=3,z=1

7)a=3a=2

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO (pagina 61)

- -3 - |-8 19 |
2)a)-a = —:ll ,—b=

0

5 —4
b) (2];¢)| 10|;d)| -
- 1 - |- 0 -12
-c=|-1|,-d=| 1};
-2 —1

oo | wh
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2
3
e —[;f) 6 =90°
) 3 )
_2
L 3]
9
g)la =Jﬁ;003a——'
\/_
cosB—L' CoSy =
A r
¢ 3
b :x/ﬁ;cosa:—;cosB:O;
‘ ‘ V1o
COSy—_—1
JVio
- -1 1
c =J€;003a=—; COSP =—;
V6 V6
cosY—i
V6
)y=2y=-
! B(6,2)
| Bi(6 -6)
4)z=3, z=-1
13 1
5) X=—7;y=—
Y X= gy =y
6)a) y = 60° 0O y = 120°
2 2
b)| 22 [6|2v2
2 -2
+ 8
Je6
1 5 2
7a) ——;— ;b)|t—
38 /38 J66
14
+ —
| V66 |
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k
¢)| 5k|lkeR* 8)a=1
~7k
9)x=1,y=2 y=-2
_9V3]

2 15

10)| -2 | 11)a)|+10

2 +8

0
61 6 ]

101 101

4 4

b) |- ,

101 Jio1
A I T
Jio1 | | Aot
,_18 __18

101 101

12 12

c) |+ =

101 Jio1
L2 21

Jiot| | V101

d) /389 ; e) /538

12)a) Paralelos; b) 6 =91° 46 6°
¢) Perpendiculares;

13)a) x=-1; b) x=5; ¢) x=2;

RN

> o
14)a) —1; b) 13 1+29 j+2k ; ¢) 7;

d) -7; e) 1014

15)a) No; b) Si 16) x=0, x=4
17) w=-4 18)—'20
19) 8 20) x=3, x_—g
21) 4
- - - - - -
22) c=2a+4b;d=2b-a
- - - -
23)a=-5i-j;b=3i-2j;
- - - - > > -
c=—3j; d=3i+3j;e=3i
_)

- -
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;b)a=—1,B=%

CAPITULO 2: GEOMETRIA ANALITICA

25) o= -5, B=%

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.2 Coordenadas cartesianas (pagina 69)

1)

1)a) (x-2)% + (y - 3)%>=25:

b) 2x+3y-9=0;¢) x=-2;d) x-y
=0, x+ty=0;e) y—x=0;

f) 9% —16y° =144

2) a) Interseccion con los ejes
P(0,0).

Extension con respecto a x: x > 0,
extension con respecto ay: R.
Simétrica con respecto al eje x.

£ ¥

Fy
-

1
2 =0, =——
)x=5y 5
3)y=4, y=-8
4)x=3,><=—3—5

3
5)y=3 y=-1

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.3
Lugares geométricos (pagina 75)
b) Intersecciéon con los ejes: (-3,0);
(3,0); (0,-3); (0,3). Extensién con
respecto eje x: =3 < x < 3, extension
con respecto ejey: -3 <y <3.

Es simétrica respecto al eje x, al eje y
y al origen de coordenadas.

B
¥

-

EJERCICIOS INTEGRADORES 2.4 Coordenadas polares (pagina 81)

1) a) P; (4/8 ,135%) 0 P (~ /8 ,315)
b) P, (4, 0°) o P, (-4, 180°)

C)P;3 (4, 270°) 0 P4 (-4, 90°)

2) a) P; (1, V/3); b) Py (1,-+3)

c) P5 (0, -1)

3)a) p> —2p cos O =0
b) p.(senb — p.oos2 0)=0
4)a) y=5b) 2x-y=0
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PRUEBA DE OPCION MULTIPLE Elementos de Geometria Analitica (pagina

82)

1) c;2) b;3) d;4) a;5) b;6) d; 7) b; 8) a;9) ¢

AUTOEVALUACION N2 2. Elementos de geometria analltlca (pagina 83)

1) X2 4 2x — 8y +25=0

2) Extension: x < -3 6 x> 3,y € R.

Tiene simetria total.

3)a) p2 cos?0 - 8 psend=0

b) 5p cosb + psen6=0

c) 2p2 cos?0 + p2 sen®0 —4 =0
4) Tiene simetria total.
Extension: -4 <x<4, 2<y<2.

Interseccion con el eje x: (4, 0) y (4,
0). Interseccidon con el eje y: (0,

-2)y (0, 2).
Gréfica:

-2

5)a) P, (\/ﬁ,m;) 0
: [-vi8.315°)

b) P, [zﬁ, 288926’5”j 0

P, [-2@, 108°26’5”]

c) P (2, 180°) 0 P4 (-2, 0°)

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO (pagina 83)

1)y=2, y=-6;
2) A(1,0)yB(0, 3)
3) Lados: 3, 4,5, Area=6;

Puntos medios: (g,—Zj ;(4,0);

6)a) 5x — 7y — 24 = 0;

b) y?> - 8x + 16 = 0; €) 2y-x+3 = 0,
2y+x=3 =0, 2y+x+3 = 0, x-2y+3 =
0, d) 25x% + 9y? - 225=0

e) 3y° — x° — 30y + 2x + 26 =0,
f)y2—4y—4><—4:0

7)a) Interseccion eje x: P4(2, 0) y
P5(-2, 0). Interseccion eje y: Q4(0,3)
y Qs (0, —3). Simétrica con respecto
al eje x y al eje y. Extension con
respecto al eje x: 2 <x <2,

Extension con respecto al gje y:
-3<y<3
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=d
b
*

8)a) P1(110, 251°33) 0
P1(—+10, 71° 33)
b) Po(112 , 330°) 0 Po(-+12 ,150°)

-2 0 20X
c) P3(+/13 ,33°41°24") o
P3(-+/13 ,213°41°24”)
I d) P4(1, 90°) 0 P4(~1, 270°)
b) No tiene interseccion eje x. e) P5(1, 180°) o Ps (-1, 0°)

9)a) P1(2+/3, 2); b) P2(0, 3);

c) P3(3, ~3+3 ); d) P4(0, -2),

e) P5(—4,82; —1,34)

10)a) 5p cos6 — 4p send + 3 = 0;

b) pzsenze —4pcosb=0,

c) p2 —2p senb =0;

d) pzsene cosb-2=0

yt 11)a) y + 2 = 0; b) x° + y° — 4x = 0;

Interseccion eje y: P (0, %) .

Simétrica con respecto al eje y pero
no con respecto al eje x. Extensién
con respecto al eje x: R. Extensién

con respecto al eje y: Booj

C)x—y-2-0:d)y? —8x—-16=0

CAPITULO 3: RECTA EN EL PLANO

EJERCICIOS INTEGRADORES 3.1 Ecuacion de la recta (pagina 98)
1) a) -x + 3y = 0; b) 3x—4y-5=0

c) x + y-1=0 ; d) 2x-3y-6=0 ; ! Iy
e)x+3y+7=0 \K "
2)a) No pertenece; b) Si pertenece 5
3)a) Estan alineados; b) k =6 1
7 2 4 X

4)a)r1.y—§x+§, ™
ro:y= —lx +2

2

b) r1:(—g,0j;(0,gj; ro: (0,2) ;
(4,0); r3: (35,0);

241
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5)a) {’; - ﬁjﬂ ,teR (paramétrica);
5

3

1 8 .
=—X—— (explicita
y=3 3( plicita)

x —=3y—-8 = 0 (general)
DA
"8

3

b) {Xy:=21jr?t ,teR (paramétrica);

=1 (segmentaria)

(oo}

X—-2

=y —1 (simétrica)

1 7 .
=—-—X+— (explicita
y=-3 5( plicita)

X + 5y-7=0 (general)
DA i
7 + = 1 (segmentaria).

5

){;::_31123& ,teR (paramétrica)

(2)

x-3 y+1

-2 3

(simétrica)

= —Ex + 7 (explicita)
y=75%"%

3x + 2y—7=0(general)

XYy (segmentaria)

7 7

3 2

6)a=4,b=7 7)5x+ 3y-35=0
8)a) a =0, signo b = signo ¢

b) ¢ =0, signo a = signo b;

¢) c=0, signoa=signob

d) signo ¢ = signo a = signo b;

e) signo ¢ = signo a = signo b

EJERCICIOS INTEGRADORES 3.2 Posiciones relativas de dos rectas

(pagina 107)

1)a) a=45°;b) a=0°; €) a =90°
2)a) y f) Paralelas, d)
Perpendiculares; ¢) Coincidentes, b)
y ) Concurrentes

3) k=4

: _3
Ha)h =6, b)h=

Q) k=S ho6
3

5)3x-y+5=0

6)2x—-y+4=0

7) x+3y-2=0

8)a)2: b) —— - ¢) .
R RN

d) 10 ;e) V2

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE Recta en el plano (pagina 110)
1) b;2) d; 3) a;4) c;5) b; 6) a;7) c; 8) d; 9) c; 10) a; 11) ¢

AUTOEVALUACION N2 3. Recta en el plano (pagina 113)

Clx=1+2t
1)a) r: {y:2—3t
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V.
\\ ayk=2 k=38
3
5)a) 2x — 3y + k=0
2 i
k=9
X 3
X
k=0
r
0 kS
Y A
k=-9
3
b)r: X—_1=y_2,r:3x+2y—7:
2 -3 !

2) 1 {; =512 Elpunto 2, -4) b) 3x 42y + k=0

3 y‘.
le pertenece para t :E

El punto (1, 3) no le pertenece. 3

1
3)a) b= 3

b) * = i
. /r1 \

=] }{.. -3

k=g k=0 k=6
6) 6 =71°33 54"

-12

i

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO (pagina 113)
1)a)5x+y +2=0;b)x + 3y-7= i
0
c)x-y+5=0;d)3x-2y-6=0 ® &
e)2x+y=0

i)

243
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2a) {52251

b) Si t=0: P(-2,1). Sit = 1: Q(-1,

-2); Sit=-2:R(-4, 7);

1
c)t=4t=—

) 3
3)x+2y-5=0

4)a) AB =+/29 ; BC = /40 :
AC =17

b) 2x+5y-6 =0; x-3y-3=0;
4x—y+10=0

c) My =413 ; MB=%;

5)a) 2x+y-12=0, x-y+3=0,y+2 =
0
b) x+y-5=0,x-2y+1=0,x-3=0

c) P(3,2)

6) Xx-3_Yy
1 2
.1

\E
X .y

7) =+ L —1

)_g+—2
5

ot
2
1
—
= 1 }{
-2

244

8)

Ecuacion
paramétrica

Ecuacion
general

Ecuacion
segmentaria

X = 4t
y=2+2t

X
—2y+4=0

X =4t
y=-3+2t

x —2y—-6=0

Y 4
3

o <

X=-
{y:1+t

X +y-1=0

x+ty=1

9) 6 =63°26' 6"

¥

10)a=2,a=-2

-+ y-1=0

N
0

\}{

D+ 2y-1=10

12)c=4, c=-26

m-dy+4=10

-

J-dy-26=0

13)a) Si k = -3 son paralelas.
Si k=1 son perpendiculares.
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Sik= -3y k=1 son concurrentes.
En ningln caso son coincidentes.
b) Sik =3, k=-3 son paralelas.
Si k=0 son perpendiculares.

CAPITULO 4: SECCIONES CONICAS

Sik#3yk=-3yk=0son
concurrentes.
En ningln caso son coincidentes.

EJERCICIOS INTEGRADORES 4.1 Circunferencia (pagina 131)

1)a) (x—1)°+ (y-2)°=1

1 2
b) (x—1)2+[y+§j =9

2) Las tres ecuaciones cumplen la
condicibn necesaria para ser una
circunferencia ya que los
coeficientes de los  términos
cuadréticos son iguales.

a) (x—2)% + (y +2)?=09,
circunferencia de centro (2,-2) vy
radio 3.

b) El término independiente obtenido
luego de completar cuadrados es
igual a cero, por lo tanto se obtiene
el punto (-3, 1).

c¢) El término independiente obtenido
luego de completar cuadrados es
menor a cero, por lo tanto la
ecuacibn no representa lugar
geométrico.
3)a)y=-x+2,b) (0,2 y(20)

4) (-1,56;-0,44)y (5,44 ; 3,44)

EJERCICIOS INTEGRADORES 4.2 Parabola (pagina 145)

1) (y — 3)° =12(x + 4); eje focal y = 3;
directrizx = -7

2) (x —4)°=-8(y + 1);

vértice V(4, 1)

3) vy —3)2 =20x; eje focaly = 3;

foco F(5, 3)

4) (v + 1) = —4x-4); V@4, -1);
parabola de eje focal y=-1;

F(3, —1); directrizx =5

5) (0,3)y (2, -1)

EJERCICIOS INTEGRADORES 4.3 Elipse (pagina 158)

1) (X_41)2 +(y+1)2 =1

16
2)(X+1)2+(y_2)2:1
4 9
3) (X_5)2+(y+6)2 =1 e = ﬁ
16 9 4

2 2
4)a) XT+—(V‘91) =1,C(0,1);

V4(0, 4); V5(0, -2); V3(2,1);

V,(=2,1); F1(0, 14 +/5 ); F(0, 1-+/5 )
b) No se obtiene lugar geométrico.

EJERCICIOS INTEGRADORES 4.4 Hipérbola (pagina 175)

2
2 _X _
1)y 5 1
2 2
2) (y—6) _(X—2) =1
4 5

3) d =4, los focos se encuentran a la
misma distancia de cada una de las
asintotas.

2
4) (x+1)2—yT=1
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2
5)a)y?—(x+5)2=1

3 3
b)y=—=—x+6;y= ——x
)y 5 +0jYy 5

PROBLEMAS DE APLICACION Cénicas (pagina 185)

1) El maximo ancho posible es de
0,375 m. 2) Distancia: 174,43 m.

3) La longitud del tirante es de 9m.
4) La altura del arco es de 24,31 m.
5) La fuente de calor se ubicara a 4,
17 m desde la base sobre el eje de
simetria del espejo.

6)a) (x — 75)% = —500(y — 11,25)

(el inicio del arco se considera en el
origen de coordenadas);

b) h=7,2m

7) La altura del arco es 5,4 m.

8) Debe ubicarse a 1 m de cada
extremo

9) La altura de la cupula es 3,2 m
10)a) La longitud del semieje mayor
es de 58 millones de km;

b) e = 0,19; ¢) La ecuacion de la

2 2
LY
3364 3243

oOrbita es

11)a) La distancia minima entre el

satélite y el centro de Jupiter es108
m.
b) La distancia maxima entre

ambos es 9.108 m.
12) La ecuacién de la 6rbita de la

2 y2

2238016 ' 2237369

13) Diametro mayor: 35,87 U.A;
diametro menor: 9,12 U.A.

14)a) La longitud de la galeria es de
20m.; b) La altura del techo en el
centro de la galeria es de 8m.

15) La ecuacion de la curva que
describe las posibles posiciones del

2 y2

- =1.
2500 3900

Tierra es

avién es

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE Secciones Conicas (pagina 187)
1) b;2)b; 3)c;4)d; 5)b;6)c;7)b; 8)d;9)a;10) a; 11) c; 12) b; 13) a;14) a:15)

3) Los coeficientes de las variables
de segundo grado son iguales. Se
cumple la condicién necesaria para

d; 16) b
AUTOEVALUACION N2 4: Conicas (pagina 189)
1) (x-3)2+(y-2°=25
2 2
2) LT I gy e,
25 9

V2 (=6, 1), V3 (-1, 4), V4(-1, -2),
F1(3,1),F2(-5,1)

¥
4

-l

i

que sea la ecuacién de una
circunferencia.

Completando cuadrados resulta la
expresion (x — 1)2 +(y+ 2)2 =-15.
Como -15 < 0, no existe lugar
geométrico.

4) (X_2)2 _ (y_3)2 =1

9 4
5) (y - 2)° = 8 (x — 1) Parabola.
Veértice: V (1, 2). Foco F (3, 2).
Directriz x = -1




Geometria Analitica

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO (pagina 189)

1)a) (x + 3)% + (y + 5)° =49 d) (x+4)° + (y+1)°=52
" =

247
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vt
7 X
g) (><—2)2 + (y+4)2 =4 b) La recta es exterior a la
¥4 circunferencia.
4 . ¥
H 3 f

L
S
A

c) Larecta es tangente a la
circunferencia: P(1, 2)

N

'!Ifn.
2>—4rp
4 -""/ ’
_1 1 ¥

3)a) y° = 12x; b) X2 = -2y;

c) y2=—9x; d) x2=y; e) y2= gx
ly

2

4)a) V(0, 0); F(1, 0); eje focal eje x:
y =0; directriz x=-1.

f) x° = —

2)a) Larecta es secante a la
circunferencia: P1(1, 4) y Po (-2, 1)

248
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b) V(0, 0); F(0, %); eje focal eje :
x = 0; directriz y = —l.
4
3 . :
¢) V(0, 0); F(0, _Z); eje focal eje y:
x = 0; directriz y = §
4
d) V(0, 0); F(O, —% ); eje focal eje y:
x =0; directriz y = %

5)a) (y-4)° = 4(x-2); V(2, 4);
eje focaly =4
.

5 \‘;}{

b) (y + 1)° = —4(x-4); F(3, —1);
directrizx =5
R
4 }E
.,—'—'-"'"d_'-.
2 13
©) (-2)" = ~{y + 3): F2-—");

directrizy = —%

249

d) (x + 2% = (y + 2); F(-2,—

ENJEN

eje focal x =-2

6)a) La recta es tangente a la
parabola: P(2, 4)
vt

/ 2 '}{
-4

b) La recta es exterior a la
parabola.

v 1

e
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¢) La recta es secante a la parabola
Pi(2, 0), P2(1, 2)
vt

fi

X

ik
W/

-lz0
c)
2 2
X_+y_:‘|
4
Y1

250

3

(x+2)2 (y+1)2_ o
8 %5 T TV

V3(=2, ~1++/10 ); V4(-2, -1-410 );
Fy (-2+415 , —1); Fo(-2-+/15 , —1);

NE
-5
2 2
9)(X_3) +(y+6) =1,
50 25

V1(3++/50 ,—6); Vo(3— /50 ,-6);

0
V3(3,~1); Va(3, —11); F1(8,-6); Fa
(—2,-6)

10)a) La recta es secante a la
elipse:

P1(3,2) y P2(5,0)
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2 2

9 16
"

i

-

b) La recta es exterior a la elipse.

Py
jﬁ\“

&
+

' X2 _y?
/—1\ 36 64
ot
u\/“ }: /
_3 .
:E' /_6 5\ i
2 2
11)a) = - Y 4
25 144 2 g2
F 9 _—_=1
i 18 8
y
2 2
- f) Y__(X+93) =1
2 2
b) L -2
25 11
Y‘/
:{
¢

251
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Lo )
12) (X;:) —(y_91) -1:C@,1);

Vo(=2,1); F(7,1); Fo (=38, 1)
Asintotas: 3x — 4y -2 =0;

3x +4y-10=0
v

13)a) La recta es secante a la

hipérbola: P¢(6, 2) y P (%—%j

b) La recta es tangente a la

hipérbola: P(%TS,SJ

-
| /5
c) No existe interseccion.
La recta es exterior a la hipérbola.

L
AN
14)a) x> + (y + 3)°=9
b) (x + 5)° + (y —2)° = 4

(X_3)2+(y_2)2 =1
9 4
d) (x+2)2 +(y—‘|)2 _q
9 16
e) (x-2)°=(y + 4);
) y2 =-2(x-3),

2

g)yz—XT=1

c)
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2 2
5 3 ,
15)a)[x—§j +(y+5j =16;

C §_§ ;r=4
2 2

b) (y + 1)2 = 4(x - 5); V(5,-1);
F(4,-1); directriz: x = 6

c)@ﬂym)z =1;C(3, -2);
V1(5, —2);V2(1,-2);V3(3,-1);V4(3, 3);
F1(3+v3 -2); Fa3 -3 -2)

d) y% = 7(x + 2); V(-2, 0); F[—%,OJ ;

directriz: x + ? =0;

e) Punto p(— g1j ;

f) Ningun lugar geométrico.

2
4 4
X+—| =-8y;V|-=0
g)( 3) Y [3)
4 . .
F(_E’_2J ; directriz: y-2=0

(x-2)
9
V1(5, 2); Va(-1, 2); F1(2+ 410, 2);

Fo( 2—\/5, 2)

2 2
i) (y—2) _(X+3) :1;0(_3’ 2);
9 4

V1 (_3= 5): V2(_3=_1)1
Fi (=3, 2+413); Fo (-3, 2-4/13)

b (-2 (52 -s:

Cg,—é; r:\/g
22)

2 2

~(y-2 =1;C(2, 2);

253

2 2
k) =37  b+1" L C(3,-1);
9 5

V1(0,-1); Vo(6,-1); V3(3,—1+\/§);

V4(3,-1-+/5 ); Fy (3+ 14 -1);

Fa (3-414 1)

1) Las rectas x —2y—-1=0;

X +2y—1=0;

m) Lasrectasy-3=0;y+5=0

n) Ningun lugar geométrico.

16) (y + 1)° =—4(x-3)

17) (x + 1) )2

18)d = 2
4

)2

+(y+3) =25;

2 36

19) (x-3)° +(y-1)"= 22

20) (x +2)2 = (y +2)
21) 10
22)d = 542
23)a)a=1,b=5
b)

"

A

4

24) k = 1
25)a) k< +:b) k=—:¢) k>
2’ 2’ 2

26)a)a:§;b)d:£
2 2

27) k = -8

L
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CAPITULO 5: RECTA Y PLANO EN EL ESPACIO
EJERCICIOS INTEGRADORES 5.1 Recta en el espacio R3 (pagina 201)

X=-2-t
1)a) {y =3+3t;
z=5+t
b)x+2_y_—3:Z_5
-1 3
2)a) x+2=Y=3_ 255

X=-2+t
b) <y =3-3t
z=5+2t

EJERCICIOS INTEGRADORES 5.2 Plano en el espacio R® (pagina 215)

1)a) 2x+y+3z2+11=0
b) 11x + 5y +72-8=0
c)y=-3;, d)z=-3
2)x+y-3z-4=0
)x-y+z+4=0

4)a)se cortan en la recta

b) coincidentes. ¢) paralelos.

EJERCICIOS INTEGRADORES 5.3 Posiciones relativas entre recta y plano

en R? (pagina 227)

1)a) coincidentes, b) paralelas, €) se
cruzan d) se cortan en (3,-1,6)
2)x+2=-y= z-4

- -> - -
3 u=6i-2j+3k //r
- - - -
n=2i-3j-6k Lplano

-> o -> >
r//plano< uln <u.n=0

- =
u.n=12 4+ 6-18=0. Por lo tanto la

recta es paralela al plano.

- - > >
4) u=2i+1j-1k //r
- - - -
n=-4i-2j+2k 1 plano

- -
riplano & u//n <
Ui _Y2 U3
ny N2 n3g
i:i:iPor lo tanto, la recta
-4 -2 2

es perpendicular al plano.

PRUEBA DE OPCION MULTIPLE Recta y plano en el espacio (pagina 228)
1) b;2)c;3)d;4)a;5)c;6)c;7)b;8)a;9)c;10) a; 11) c

AUTOEVALUACION N2 5. Recta y plano en el espacio (pagina 230)

x=5+3t
1) y=-2-6t. Otros puntos
z=1-t

pueden ser: (11, 14, -1)sit=2;

(6,—4,%) si t:%; (-1, 10, 3) si

t=-2.

2) La recta y el plano son
perpendiculares. EI  punto no
pertenece al plano pues no verifica
su ecuacion.

) n:4x—-3y+4z-10=0
4)nt:3x+y-32+4=0

5) No se puede determinar porque
las rectas no son coplanares.



5)t=1t=-2,t=0

x=38-1
6)a) <y =-1+2t
z=-1-3t

Geometria Analitica

b) Pertenecen los puntos A, D, Ey F

x=3
7) <y =1
z=1+t
8) x+2=y—_1:z
3
9) x—3=y+3=z—4
-6 -2 2

10)a) Alabeadas; b) Paralelas;
c) Alabeadas
punto (3,5,7).
11)2x +y-z-3=0
12) 2x -y +z-1=0
13) x +2y +22-2=0

d) Se cortan en el

255

6) Las rectas son paralelas.
7)a) w:5x— 2y—4z-3=0
b)r - x-1_y+2 z-3

5 -2 -4
8)a=10,b=2

X
15)y+2=0
16) 3x +y-—=z-2=0
17) x-2y + 3z-1=0
18)x-y+z -6=0
19)m:—§

2

X—-3 z-1
20 —y-2=-2__
) =Y —

21)a) Coincidentes; b) Paralelos
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w10 X =6-4t
13% e) Perpendiculares, r: qy = 7—gt
¢) Perpendiculares, r: <y =?+t z—t
z=t
X = —E+t
7 2 T 5
X=—=——t 3
3 3 f) Concurrentes, r: <y = ——
d) Concurrentes, r: Jy = g—lt 5
Y= 3 3 z=t
z=t
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