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Capítulo 1Los Números Ra
ionalesEn este 
apítulo estudiaremos los números ra
ionales, es de
ir, los números que se ob-tienen 
omo 
o
iente de dos enteros. Para esto presentaremos las propiedades algebrai
as (esde
ir, las que satisfa
en las opera
iones de suma y multipli
a
ión) de los ra
ionales que sepueden tomar 
omo las más bási
as de tal manera que todas las otras se deduz
an de ellas.Comenzaremos presentando las propiedades algebrai
as de los enteros para que nos sirvande modelo para la de los ra
ionales. Como veremos, para entender mejor a los ra
ionales,además de sus propiedades algebrai
as, también debemos estudiar las propiedades del ordende los ra
ionales. Esto será de 
ru
ial importan
ia para 
omprender la diferen
ia entre el
onjunto de los números ra
ionales y el de los números reales.1.1. Los enteros desde un punto de vista abstra
toAntes de expli
ar qué haremos en esta se

ión 
reemos 
onveniente presentar un ejemploque ilustre lo que queremos ha
er. Considere la siguiente e
ua
ión en dos variables x e y:
4x + 5 − y = 4y − x + 5Por el pro
edimiento que el le
tor debe 
ono
er bien, de la igualdad anterior se 
on
luye que
4x + x = 4y + y + 5 − 5.Por lo tanto

5x = 5yy en 
onse
uen
ia
x = y.Le pedimos al le
tor que anali
e lo que a
abamos de ha
er y explique porqué estos 
ál
ulosson 
orre
tos. Es de
ir, determine 
uáles prin
ipios lógi
os y 
uáles propiedades poseen losnúmeros que garanti
en la validez de la 
on
lusión �nal, es de
ir, que x = y.El objetivo de esta se

ión es pre
isamente aislar esas propiedades de los números ymostrar 
omo ellas garantizan que razonamientos similares al anterior son 
orre
tos. Paraesto, estudiaremos a los números desde un punto de vista abstra
to y formal. Con estoqueremos de
ir que los estudiaremos basados ex
lusivamente en sus propiedades algebrai
as.1



2 CAPÍTULO 1. LOS NÚMEROS RACIONALES1.1.1. Las propiedades algebrai
as de los enterosComenzaremos estudiando los enteros, después los ra
ionales y �nalmente los númerosreales. A 
ontinua
ión damos una lista de las propiedades bási
as que satisfa
en las opera-
iones de suma y multipli
a
ión. Las letras a, b y c denotarán enteros.P1 a + (b + c) = (a + b) + c (Ley aso
iativa para la suma).P2 a + b = b + a (Ley 
onmutativa para la suma).P3 Existe un entero que denotaremos por 0 tal que d+0 = d para todo entero d. (Existen
iade elemento neutro para la suma).P4 Para 
ada entero x existe otro entero y tal que x + y = 0 (Existen
ia de elementoinverso 
on respe
to a la suma).P5 a · (b · c) = (a · b) · c (Ley aso
iativa para la multipli
a
ión).P6 a · (b + c) = a · b + a · c (Ley distributiva para la suma y la multipli
a
ión).P7 a · b = b · a (Ley 
onmutativa para la multipli
a
ión).P8 Existe un entero que denotaremos por 1 tal que d ·1 = d para todo entero d (Existen
iade elemento neutro para la multipli
a
ión) y 0 6= 1.Mu
has de las propiedades algebrai
as de los enteros se pueden dedu
ir a partir de estaso
ho propiedades junto 
on las leyes de la lógi
a. Ilustrar este he
ho es el objetivo prin
ipalde esta se

ión. Las demostra
iones las presentaremos de una manera que, podríamos de
ir,es mas �rigurosa�1 que la usada hasta ahora. La diferen
ia 
onsistirá en que seremos maspre
isos en señalar 
uáles son los prin
ipios y leyes usados para justi�
ar los argumentospresentes en las demostra
iones.1.1.2. Propiedades de la sumaPara ini
iar nuestro estudio formal de las propiedades de la suma daremos una justi�-
a
ión de la ley de 
an
ela
ión para la suma.Proposi
ión 1.1. (Ley de 
an
ela
ión para +) Dados enteros a, b y c tales que b+a = c+ase 
umple que b = c.Demostra
ión: Fijemos a, b y c. En lo que sigue denotaremos por d al inverso aditivo de adado en la propiedad P4, es de
ir, d satisfa
e que a + d = 0.1En matemáti
as se le da una gran importan
ia a los argumentos rigurosos, por éstos entenderemosaquellos argumentos de gran pre
isión y exa
titud tanto lógi
a 
omo 
on
eptual.



1.1. LOS ENTEROS DESDE UN PUNTO DE VISTA ABSTRACTO 3A�rma
ión Justi�
a
ión
(1) b + a = c + a Hipótesis
(2) (b + a) + d = (c + a) + d Sumando d a 
ada ladode la igualdad (1)
(3) b + (a + d) = c + (a + d) De (2) y P1
(4) b + 0 = c + 0 De (4) y el he
hoque a + d = 0
(5) b = c De (4) y P3

2Si el le
tor analiza 
on 
uidado el razonamiento usado podrá observar que además delas propiedades P1, ..., P8 usamos implí
itamente otros prin
ipios lógi
os relativos a laspropiedades de la rela
ión de igualdad. En efe
to, en la línea (2) implí
itamente hemosusado que al sumar d a 
ada lado de una igualdad se mantiene la igualdad. Por otra parte, lapropiedad P1 nos asegura que (b+a)+d = b+(a+d) y también que (c+a)+d = c+(a+d)y de esto junto 
on (2) hemos 
on
luido (3). El prin
ipio que está detrás de este argumentoes que si dos 
antidades son iguales a una ter
era, enton
es ellas son iguales entre sí. A
ontinua
ión enun
iaremos 
on pre
isión estos sen
illos prin
ipios que 
asi nun
a se men
ionaexplí
itamente por ser �obvios� pero que son impres
indibles.Comenzamos 
on las propiedades �lógi
as� de la igualdad. Las letras A, B y C denotannúmeros 
ualesquiera o expresiones algebrai
as.I1 A = A (Re�exividad)I2 Si A = B, enton
es B = A (Simetría)I3 Si A = B y B = C, enton
es A = C (Transitividad)Las siguientes propiedades se 
ono
en 
omo propiedades de 
ompatibilidad de la igualdady las opera
iones de suma y multipli
a
ión.C1 Sean a, b, c enteros. Si a = b, enton
es a + c = b + c y c + a = c + b.C2 Sean a, b, c enteros. Si a = b, enton
es a · c = b · c y c · a = c · b.Ejemplo 1.2. Daremos una justi�
a
ión de la siguiente identidad:
(a + b) + c = (c + b) + a.Transformaremos la expresión de la izquierda en la de la dere
ha usando 
omo reglas detransforma
ión las espe
i�
adas por las propiedades P1,..., P8.

(1) (a + b) + c = c + (a + b) P2
(2) a + b = b + a P2
(3) c + (a + b) = c + (b + a) De (2) y C1
(4) c + (b + a) = (c + b) + a P1
(5) (a + b) + c = (c + b) + a De (1), (3) y (4) e I3

2



4 CAPÍTULO 1. LOS NÚMEROS RACIONALESEjemplo 1.3. Para ilustrar lo engorroso que sería men
ionar el uso de los prin
ipios I1,I2, I3, C1 y C2 daremos una prueba de la ley de 
an
ela
ión para la suma donde haremosexplí
ito el uso de ellos.
(1) b + a = c + a Hipótesis.
(2) (b + a) + d = (c + a) + d De (1) por C1, donde des el inverso de a dado por P4
(3) b + (a + d) = (b + a) + d Por P1
(4) c + (a + d) = (c + a) + d Por P1
(5) b + (a + d) = (c + a) + d De (2) y (3) por I3
(6) b + (a + d) = c + (a + d) De (4) y (5) por I2 y I3
(7) a + d = 0 Por P4 pues d es el inverso de a �jado en (2)
(8) b + (a + d) = b + 0 De (7) por C1
(9) b + 0 = b Por P3

(10) b + (a + d) = b De (8) y (9) por I3
(11) c + (a + d) = c + 0 De (7) por C1
(12) c + 0 = c Por P3
(13) c + (a + d) = c De (11) y (12) por I3
(14) b + (a + d) = c De (6) y (13) por I3
(15) b = c De (10) y (14) por I2 y I3

2Observa
ión: Una de las ventajas que tiene esta forma de presentar las demostra
iones esque los prin
ipios lógi
os y matemáti
os en que se basan los argumentos quedan 
ompleta-mente espe
i�
ados. Al 
ontrario de lo que o
urre en las presenta
iones mas informales de laspruebas, donde el uso de esos prin
ipios puede pasar desaper
ibido. Para a
ortar la longitudde las demostra
iones algunos pasos serán abreviados.Una diferen
ia importante entre los prin
ipios I2, I3, C1, C2 y el resto, es que losprimeros se expresan por medio de proposi
iones 
ondi
ionales. Por esta razón 
ada vez quehagamos uso de ellos debemos señalar la línea (o las líneas) de la demostra
ión donde severi�
ó la premisa. Por ejemplo, la línea (5) se justi�
ó 
on I3 y tuvimos que señalar que laslíneas (2) y (3) 
ontienen la premisa de I3:
b + (a + d) = (c + a) + d premisa
c + (a + d) = (c + a) + d premisa
b + (a + d) = c + (a + d) 
on
lusiónEl le
tor podrá 
omprobar que las úni
as líneas que en su justi�
a
ión se requiere men
ionaruna (o algunas) de las líneas anteriores son aquellas que ha
en uso de I2, I3, C1 o C2.Mostraremos a 
ontinua
ión que el inverso aditivo de un entero (
omo lo indi
a lapropiedad P4) es úni
o. El esquema que seguiremos o
urre 
on fre
uen
ia y le re
omen-damos al le
tor que le ponga aten
ión: Supondremos que un entero a tiene dos inversosaditivos b y d y después mostraremos que b = d.



1.1. LOS ENTEROS DESDE UN PUNTO DE VISTA ABSTRACTO 5Proposi
ión 1.4. Sea a un entero, existe un úni
o entero b tal que a + b = 0.Demostra
ión: Supongamos que b y d son enteros que satisfa
en:
a + b = 0

a + d = 0De lo anterior se 
on
luye (usando I3) que
a + b = a + dPodemos ahora usar la proposi
ión 1.1 y 
on
luir que d = b.

2Ya que 
ada entero tiene un úni
o inverso lo denotaremos 
on un símbolo espe
ial:
−a.Observe el le
tor que si dos enteros a y b satisfa
en que a+ b = 0, enton
es podemos 
on
luirque b = −a (es de
ir, b es el inverso de a) y también que a = −b (es de
ir, que a es el inversode b). Usualmente se es
ribe a − b en lugar de a + (−b).A 
ontinua
ión mostraremos dos propiedades del inverso aditivo que el le
tor seguramente
ono
e y ahora veremos 
omo se dedu
en de los prin
ipios bási
os.Proposi
ión 1.5. Sean a y b enteros. Se tiene que(i) −(−a) = a,(ii) −(a + b) = −a − b.Demostra
ión: Note el le
tor que (i) simplemente di
e que el inverso de −a es a. En efe
to,
omo a + (−a) = 0, de la uni
idad del inverso 
on
luimos que −(−a) = a.Para estable
er la validez de (ii) bastaría ver que −a − b es el inverso aditivo de a + b.En efe
to,

(0) −a − b = −b − a Por P2
(1) (a + b) + (−a − b) = (a + b) + (−b − a) De (0) por C1
(2) ((a + b) − b) − a = (a + b) + (−b − a) Por P1
(3) (a + b) − b = a + (b − b) Por P1
(4) a + (b − b) = a + 0 Por P4 y C1
(5) a + 0 = a Por P3
(6) (a + b) − b = a De (3), (4) y (5) por I3
(7) ((a + b) − b) − a = a − a De (6) por C1
(8) ((a + b) − b) − a = 0 De (7) por P4 y I3
(9) (a + b) + (−a − b) = 0 De (1), (2) y (8) por I2 y I3

2De lo visto hasta ahora, podemos de
ir que el esquema ha seguir para la demostra
ión deuna igualdad en la aritméti
a se puede resumir de la manera siguiente: Use las propiedadesP1,..., P8 y 
uando haga falta sustituya �iguales por iguales�.



6 CAPÍTULO 1. LOS NÚMEROS RACIONALES1.1.3. Propiedades de la multipli
a
iónHasta ahora no hemos mostrado ninguna de las propiedades de la multipli
a
ión. Al igualque 
on la suma, las propiedades de la multipli
a
ión las podemos estable
er basándonos enP1,..., P8, C1,C2 y I1, I2, I3.Proposi
ión 1.6. a · 0 = 0 · a = 0 para todo entero a.Demostra
ión: Por P7 es su�
iente mostrar que a · 0 = 0.
(1) a · 0 + a · 0 = a · (0 + 0) Por P6
(2) 0 + 0 = 0 Por P3
(3) a · (0 + 0) = a · 0 De (2) por P7 y C2
(4) a · 0 + a · 0 = a · 0 De (1) y (3) por I3
(5) a · 0 + a · 0 = a · 0 + 0 De (4) por I3 y P3
(6) a · 0 = 0 De (5) por proposi
ión 1.1

2Proposi
ión 1.7. Sean a, c enteros. Enton
es −(a · c) = (−a) · c.Demostra
ión: Basta mostrar que a · c + (−a) · c = 0, pues esto garantiza que el inverso de
a · c es pre
isamente (−a) · c.

(1) a · c + (−a) · c = a · (c + (−c)) Por P6
(2) a · c + (−a) · c = a · 0 De (1), P4 y C2
(3) a · 0 = 0 Por proposi
ión 1.6
(4) a · c + (−a) · c = 0 De (2) y (3) por I3

2Mostraremos a 
ontinua
ión que el elemento neutro para la multipli
a
ión es úni
o.Proposi
ión 1.8. Supongamos que b es un entero tal que a · b = a para todo entero a.Enton
es b = 1.Demostra
ión: Como a · b = a para todo a ∈ Z, en parti
ular sustituyendo a por 1 tenemosque 1 · b = 1. Por P7 tenemos que 1 · b = b · 1 y en 
onse
uen
ia por P8 e I3 tenemos que
b = 1 · b. Por lo tanto b = 1.

2Ahora queremos demostrar la ley de 
an
ela
ión para la multipli
a
ión. Es de
ir, quere-mos ver que si a 6= 0 y
a · c = a · benton
es c = b. >Cómo razonaríamos informalmente para mostrar esta ley?. De la igualdadanterior se tiene que

a · c − a · b = 0.Por lo tanto,
a · (c − b) = 0.



1.1. LOS ENTEROS DESDE UN PUNTO DE VISTA ABSTRACTO 7Como a se supone que no es igual a 
ero, enton
es ne
esariamente c − b = 0, es de
ir c = b.Aqui hemos he
ho uso una propiedad importante de los números: si el produ
to de dos enteroses igual a 
ero, enton
es alguno de ellos es igual a 
ero. Sin embargo, esta propiedad no sepuede validar usando solamente los prin
ipiosP1,..., P8. Por esta razón introdu
iremos otraspropiedades. Denotaremos 
on el símbolo Z+ al 
onjunto de los números enteros positivos.Las propiedades de los enteros positivos que serán fundamentales son las siguientes:P9 (Ley de Tri
otomía) Para todo número entero a se 
umple una, y sólo una, de lassiguientes a�rma
iones:1. a = 0.2. a ∈ Z+.3. −a ∈ Z+.P10 Si a, b ∈ Z+, enton
es a + b ∈ Z+.P11 Si a, b ∈ Z+, enton
es a · b ∈ Z+.Proposi
ión 1.9. Sean a y b enteros. Si a · b = 0, enton
es a = 0 ó b = 0. 2Demostra
ión: Mostraremos la 
ontrare
ípro
a, es de
ir, si a 6= 0 y b 6= 0, enton
es a · b 6= 0.Por la tri
otomía P9 tenemos que a ∈ Z+ o −a ∈ Z+ y análogamente b ∈ Z+ o −b ∈ Z+.De esto se 
on
luye que existen 
uatro 
asos posibles:(i) a ∈ Z+, b ∈ Z+,(ii) a ∈ Z+ y −b ∈ Z+,(iii) −a ∈ Z+ y b ∈ Z+ y �nalmente(iv) −a ∈ Z+ y −b ∈ Z+.Cada uno de estos 
uatro 
asos hay que tratarlo por separado, pero de manera similar.Comen
emos 
on el primer 
aso. (i) Si a ∈ Z+, b ∈ Z+, enton
es por P11 se 
on
luye que
a · b ∈ Z+. Por lo tanto por la tri
otomía a · b 6= 0.Supongamos ahora que se da el 
aso (ii). Si a ∈ Z+ y −b ∈ Z+, enton
es a · (−b) ∈ Z+por P11. Como −(a · b) = a · (−b), enton
es −(a · b) 6= 0 (por P9). Por lo tanto a · b 6= 0(>porqué?). Dejaremos a 
argo del le
tor los dos 
asos restantes.

2De lo di
ho anteriormente y la proposi
ión 1.9 se obtiene la ley de 
an
ela
ión para lamultipli
a
ión. Dejamos a 
argo del le
tor 
ompletar los detalles de este argumento.Proposi
ión 1.10. (Ley de 
an
ela
ión para la multipli
a
ión) Sean a, b y c enteros 
on
c 6= 0. Si a · c = b · c, enton
es a = b.

22Como lo men
ionamos anteriormente, la proposi
ión 1.9 no se puede demostrar sin ha
er uso de losprin
ipios P9,P10 y P11. Esta a�rmar
ión no es fá
il de veri�
ar. Piense el le
tor 
ómo puede uno mostrarque una proposi
ión no se puede demostrar.



8 CAPÍTULO 1. LOS NÚMEROS RACIONALESA manera de ejemplo, mostraremos ahora que 1 ∈ Z+. En efe
to, primero observemosque
a · a = (−a) · (−a)(>porqué?) para 
ualquier entero a. En parti
ular, esto nos di
e que si a es un entero nonulo, enton
es independientemente de si a pertene
e o no a Z+, se tiene que a · a ∈ Z+. En
onse
uen
ia, 
omo 1 6= 0 y 1 · 1 = 1 (por P8), enton
es 1 ∈ Z+.1.1.4. Propiedades del ordenEl orden de Z también lo podemos estudiar de manera abstra
ta aislando sus propiedadesfundamentales. La idea 
entral es que un entero a es menor que un entero b si b−a es positivo.Esto es la 
lave para de�nir de manera abstra
ta el orden: Basta 
ono
er los enteros positivosy la opera
ión de restar.El objetivo de esta se

ión es mostrar que las propiedades fundamentales del orden sededu
en a partir de P1,..., P11. Un ejemplo típi
o es el siguiente. Considere la siguientea�rma
ión: Si a ≤ b y b ≤ c, enton
es a ≤ c.Para veri�
ar que es 
ierta, notemos que las hipótesis nos di
en que 0 ≤ b − a y 0 ≤ c − b.Sumando miembro a miembro obtenemos que 0 ≤ b− a + c− b. En 
onse
uen
ia, 0 ≤ c− a.Es de
ir, a ≤ c. En esta se

ión mostraremos que este tipo de razonamientos están validadospor los prin
ipios P1,..., P11.De�ni
ión 1.11. Sean a, b enteros, diremos que a es estri
tamente menor que b y es
ribire-mos a < b, si se 
umple que b − a ∈ Z+. Es
ribiremos a ≤ b si a = b o a < b.Observemos que, de la de�ni
ión de < y del he
ho que 0 es neutro para la suma, se tieneque a ∈ Z+ es equivalente a 0 < a.En lugar de b < a también usaremos el símbolo a > b y lo leeremos � a mayor que b�. Deigual manera es
ribiremos a ≥ b 
uando b es menor o igual que a.Proposi
ión 1.12. La rela
ión ≤ de�nida en 1.11 es un orden total, es de
ir, satisfa
e losiguiente:(i) (Re�exividad) a ≤ a.(ii) (Transitividad) Si a ≤ b y b ≤ c, enton
es a ≤ c.(iii) (Antisimetría) Si a ≤ b y b ≤ a, enton
es a = b.(iv) (Linealidad del Orden) Para todo a y b se 
umple una, y sólo una, de las siguientealternativas: a < b, b < a ó a = b .Demostra
ión:(i) es obvio a partir de la de�ni
ión de ≤.



1.1. LOS ENTEROS DESDE UN PUNTO DE VISTA ABSTRACTO 9(ii) Consideraremos tres 
asos. Caso 1: Si a = b, enton
es es 
laro que a ≤ c. Caso 2: Si
b = c, enton
es a ≤ c. Caso 3: Supongamos que a < b, y b < c y mostremos que a < c.En efe
to,

(1) b − a ∈ Z+ Por hipótesis a < b

(2) c − b ∈ Z+ Por hipótesis b < c

(3) (b − a) + (c − b) ∈ Z+ De (1) y (2) y P10
(4) (b − a) + (c − b) = (c − b) + (b − a) Por P2
(5) (c − b) + (b − a) = ((c − b) + b) − a Por P1
(6) (c − b) + b = c + (−b + b) Por P1
(7) (c − b) + b = c De (6) por P3, P4 e I3
(8) (c − b) + (b − a) = c − a De (5), (6) y (7) por C1 e I3
(9) c − a ∈ Z+ De (3), (4) y (8) por I3

(10) a < c De (9) y la de�ni
ión de <(iv) Sean a y b dos enteros, y 
onsideremos el entero a − b. Por P9 una, y sólo una, delas siguientes alternativas se 
umple: (1) a − b ∈ Z+, (2) a − b = 0 ó −(a − b) ∈ Z+.Anali
emos las tres alternativas por separado:(1) Si a − b ∈ Z+, enton
es b < a.(2) Si a − b = 0, enton
es a = b (justifíquelo).(3) Finalmente suponga que −(a − b) ∈ Z+. Por la proposi
ión 1.5(ii) tenemos que
−(a− b) = −a− (−b) = −a + b = b− a y por lo tanto b− a ∈ Z+, es de
ir a < b.(iii) Por redu

ión al absurdo, si a 6= b, enton
es de la hipótesis se tendría que a < b y

b < a, pero esto 
ontradi
e lo mostrado en (iv).
2Observa
ión: En la demostra
ión de la parte (ii) de la proposi
ión anterior hemos usado otroprin
ipio lógi
o que por ser muy obvio pasa desaper
ibido. En la linea (9) de esa demostra
ión
on
luimos que c − a ∈ Z+. Para ha
erlo nos basamos en que (b − a) + (c − b) = c − a yque (b− a) + (c− b) ∈ Z+. El prin
ipio que estamos usando (y que seguiremos ha
iendo sinmen
ionarlo) es el siguiente:Sea C un 
onjunto. Si a ∈ C y a = b, enton
es b ∈ C.Ahora mostraremos que la suma y el orden de Z son 
ompatibles.Proposi
ión 1.13. Sean a, b, c y d enteros.(i) Si a < b, enton
es a + c < b + c para todo entero c.(ii) Si a < b y c < d, enton
es a + c < b + d.(iii) Si a ≤ b, enton
es a + c ≤ b + c para todo entero c.(iv) Si a ≤ b y c ≤ d, enton
es a + c ≤ b + d.



10 CAPÍTULO 1. LOS NÚMEROS RACIONALESDemostra
ión:(i) Sean a y b enteros tales que a < b. Tenemos que
(1) b − a ∈ Z+ Por hipótesis a < b
(2) −(a + c) = −a − c Por la proposi
ión 1.5.
(3) (b + c) − (a + c) = (b + c) + (−a − c) De (2) por C1
(4) (b + c) + (−a − c) = b − a Ver ejer
i
io 3e
(5) (b + c) − (a + c) = b − a De (3) y (4) por I3
(6) (b + c) − (a + c) ∈ Z+ De (1) y (5)
(7) a + c < b + c De (6) por la de�ni
ión de <(ii) Sean a, b, c y d enteros tales que a < b y c < d. Tenemos que
(1) b − a ∈ Z+ Por hipótesis a < b
(2) d − c ∈ Z+ Por hipótesis c < d
(3) (b − a) + (d − c) ∈ Z+ De (1) y (2) por P10
(4) (b − a) + (d − c) = (b + d) − (a + c) Ver ejer
i
io 3f
(5) (b + d) − (a + c) ∈ Z+ De (3) y (4)
(6) a + c < b + d De (5) por la de�ni
ión de <(iii) y (iv) se dejan 
omo ejer
i
io.

2La siguiente proposi
ión trata de la 
ompatibilidad de la multipli
a
ión 
on el orden.Proposi
ión 1.14. Sea a, b, c enteros.(i) Si a < b y c > 0, enton
es a · c < b · c. Además si a ≤ b y c > 0 enton
es, a · c ≤ b · c.(ii) Si c < 0 y a < b, enton
es bc < ac. Además si a ≤ b y c < 0, enton
es bc ≤ ac.Demostra
ión: (i) Sean a, b y c enteros tales que a < b y 0 < c.
(1) b − a ∈ Z+ Por hipótesis a < b
(2) c ∈ Z+ Por hipótesis 0 < c
(3) (b − a) · c ∈ Z+ De (1) y (2) por P11
(4) (b − a) · c = b · c − a · c Por P6
(5) b · c − a · c ∈ Z+ De (3) y (4)
(6) a · c < b · c De (5) por la de�ni
ión de <Dejamos a 
argo del le
tor 
ompletar lo que resta de la demostra
ión.

2Los enteros tienen otra propiedad fundamental: el prin
ipio del mínimo entero positivo.Esta propiedad se expresa en un lenguaje diferente: el lenguaje de la teoría de 
onjuntos.Prin
ipio de Buena ordena
ión: Todo sub
onjunto no va
ío de Z+ tiene mínimo.



1.1. LOS ENTEROS DESDE UN PUNTO DE VISTA ABSTRACTO 11Con el prin
ipio de buena ordena
ión se 
ompleta la lista de las propiedades fundamen-tales de los enteros. Este prin
ipio es muy importante, en el se basan las demostra
iones porindu

ión. Ejer
i
ios 1.1En los siguientes ejer
i
ios use sólo las propiedades P1, P2, ..., P11 de las opera
ionesde suma y multipli
a
ión y las propiedades I1,I2, I3 y C1 y C2 de la igualdad.1. Sea b un entero 
on la propiedad que existe un entero a tal que a+ b = a. Muestre que
b = 0. Este ejer
i
io di
e que el elemento neutro para la suma es úni
o.2. Dados enteros a, b y c tales que a + b = 0 y a + c = 0, muestre que b = c.3. Demuestre las siguientes a�rma
iones donde a, b, c y d son enteros. Nota
ión: a2 = a·a.a) a + b = −(−a − b).b) a + b = a − (−b).
) Si a − b = c, enton
es a = b + c.d) Si a = b + c, enton
es c = a − b.e) (a + b) + (c − b) = a + c.f ) (b − a) + (d − c) = (b + d) − (a + c).g) a + (b + 1) = 1 + (b + a).h) a + (b + (c + d)) = ((d + c) + b) + a.i) a · b = (−a) · (−b).j ) (−a)2 = a2.k) Si a + b = c + d y a + c = b + d, enton
es b = c. >Es a = d?l) Si c + c = 1 + 1, enton
es c = 1. (Sugeren
ia: Use la ley distributiva para obtenerque c + c = (1 + 1) · c).m) a · (1 + b) + c = (c + ab) + a.4. Usando las de�ni
iones de < y ≤ dadas en esta se

ión muestre lo siguiente:a) Si 0 < a y b < 0, enton
es a · b < 0.b) Si a ≤ b y b ≤ c, enton
es a ≤ c.
) Si 0 < a y b < c, enton
es ab < ac.d) Si 0 < a y b ≤ c, enton
es ab ≤ ac.e) Si ac < bc y 0 < c, enton
es a < b.f ) Si a < 0 y b < c, enton
es ac < ab.g) Si a < b y c ≤ d, enton
es a + c ≤ b + d.



12 CAPÍTULO 1. LOS NÚMEROS RACIONALESh) Si 0 < a < b y 0 < c < d, enton
es ac < bd.i) Si a + b = d + c y a < d, enton
es c < b.j ) Si a + b < d + c y c < b, enton
es a < d.k) Si a+ b < d+ c y c < b, enton
es c+ a < b+ d. (Sugeren
ia: Muestre primero que
a < d).l) Si a > 0 y a · b > 0, enton
es b > 0.5. Justi�que, usando los prin
ipios vistos en esta se

ión, que si 4x + 5− y = 4y − x + 5,enton
es x = y.6. Considere la siguiente �demostra
ión� de: si a = b, enton
es 2 = 1.

(0) a = b
(1) a2 = ab
(2) a2 − b2 = ab − b2

(3) (a + b)(a − b) = b(a − b)
(4) a + b = b
(5) 2b = b
(6) 2 = 1Justi�que 
uáles de los pasos son 
orre
tos y determine donde está el error.7. Considere la siguiente demostra
ión:
(1) a + b = b Por hipótesis.
(2) (a + b) − b = b − b De (1) por C1 y P4
(3) b − b = 0 Por P4
(4) (a + b) − b = 0 De (2) y (3) por I3
(5) a + (b − b) = (a + b) − b Por P1
(6) a + (b − b) = 0 De (4) y (5) por I3
(7) a + (b − b) = a + 0 De (3) por C1
(8) a + 0 = a Por P3
(9) a + (b − b) = a De (7) y (8) por I3

(10) a = 0 De (6) y (9) por I2 y I3>Puede de
ir 
uál es la proposi
ión que se demuestra?1.2. Los números ra
ionalesLos números ra
ionales son las expresiones de la forma m
n

on n y m números enteros y

n 6= 0. El 
onjunto de los números ra
ionales se denotará 
on el símbolo Q. Algunos ejemplosde números ra
ionales:
1

4
,
7

5
,
−3

5
,

9

−2
.Re
ordemos que Z ⊆ Q, pues todo entero m se identi�
a 
on la fra

ión m

1
. Por ejemplo,el 1 se identi�
a 
on la fra

ión 1

1
y el 0 
on la fra

ión 0

1
. Notemos que 2

8
y 1

4
representan



1.2. LOS NÚMEROS RACIONALES 13al mismo número. Por esta razón diremos que dos fra

iones m
n
y p

q
son equivalentes si se
umple que

mq = np.En este 
aso esas dos fra

iones representan al mismo número ra
ional.La suma y la multipli
a
ión en Q se de�nen de la siguiente manera:
m

n
+

p

q
=

mq + np

nq

m

n
· p

q
=

mp

nq
.Si las propiedades P1, ..., P8 las entendemos 
omo re�riéndose a números ra
ionales enlugar de a números enteros, enton
es se tiene que Q satisfa
e P1, ..., P8. Como ilustra
iónveri�
aremos que P2 y P8 se 
umplen en Q y dejaremos el resto 
omo ejer
i
io (ver ejer
i
io3). Para ver que P2 se 
umple tenemos que veri�
ar que la suma en Q es 
onmutativa.Observemos que

m

n
+

p

q
=

mq + np

nq
=

pn + qm

qn
=

p

q
+

m

n
.Para probar que P8 se 
umple, basta mostrar que 1 es el elemento neutro de la mul-tipli
a
ión. Observemos que

m

n
· 1

1
=

m · 1
n · 1 =

m

n
.Mostraremos que las opera
iones de suma y multipli
a
ión que hemos de�nido no depen-den de las fra

iones representantes en el sentido expresado en el siguiente resultado.Proposi
ión 1.15. Sean n, m, p y q enteros, 
on n 6= 0 6= q. Supongamos que n′, m′, p′ y

q′ son otros enteros tales que las fra

iones m
n
y m′

n′ son equivalentes y las fra

iones p

q
y p′

q′también son equivalentes. Enton
es
m

n
+

p

q
es equivalente a m′

n′ +
p′

q′

m

n
· p

q
es equivalente a m′

n′ ·
p′

q′
.Demostra
ión: Mostraremos la segunda a�rma
ión y dejaremos la primera 
omo ejer
i
io.De la de�ni
ión de la multipli
a
ión lo que tenemos que mostrar es que

mp

nq
es equivalente a m′p′

n′q′
.Es de
ir, debemos mostrar que

mpn′q′ = m′p′nq.



14 CAPÍTULO 1. LOS NÚMEROS RACIONALESPo hipótesis, sabemos que mn′ = nm′ y pq′ = p′q. Multipli
ando término a término estasigualdades obtenemos lo bus
ado.
2La 
ara
terísti
a mas importante que distingue a los ra
ionales de los enteros es que en

Q existe inverso para la multipli
a
ión pero en Z no. Añadiremos una nueva propiedad a lalista de las propiedades P1,...,P8 la 
ual a�rma que todo elemento distinto del 
ero tieneinverso multipli
ativo.P12 Para todo a ∈ Q 
on a 6= 0, existe b ∈ Q tal que a · b = 1.La propiedad P12 no es válida en Z (¾por qué?). Re
ordemos que el inverso para lamultipli
a
ión en Q viene dado por la siguiente expresión: Sean n,m enteros no nulos
( n

m

)−1

=
m

n
.Para veri�
ar que Q satisfa
e P12 observemos que si m,n ∈ Z son ambos distintos de 
ero,enton
es

m

n
· n

m
=

1

1
= 1.Por el simple he
ho que en Q se satisfa
en P1,..., P8 tenemos quelas proposi
iones que mostramos ser válidas para Z también lo son para Q.Por ejemplo, la siguiente proposi
ión se demuestra igual a 
omo lo hi
imos para los enteros(ver las proposi
iones 1.1, 1.4, 1.8 y el ejer
i
io 1 de �1.1).Proposi
ión 1.16. (i) En Q los elementos neutro para la suma y la multipli
a
ión sonúni
os. De manera similar el elemento inverso para la suma en Q es úni
o.(ii) Sean a, b, c ∈ Q. Si a + b = a + c, enton
es b = c (Ley de 
an
ela
ión para la suma).

2Proposi
ión 1.17. En Q el elemento inverso para la multipli
a
ión es úni
o.Demostra
ión: Sea a un ra
ional. Como es usual, para demostrar la uni
idad del inversosupondremos que a tiene dos inversos b y c y mostraremos que b = c. Supongamos enton
esque b, c ∈ Q satisfa
en que
a · b = 1 y a · c = 1. (1.1)Multipli
ando por c ambos lados de la primera igualdad en (1.1), obtenemos que

(a · b) · c = 1 · c.



1.2. LOS NÚMEROS RACIONALES 15De lo anterior se obtiene que
(a · b) · c = c.Por las leyes aso
iativa y 
onmutativa para la multipli
a
ión obtenemos que
b · (a · c) = c.Como a · c = 1, enton
es b · (a · c) = b · 1. Y por lo tanto b · (a · c) = b. Como b · (a · c) = c,enton
es c = b. 2La nota
ión usual para el inverso multipli
ativo de un ra
ional a es a−1.Ejer
i
ios 1.21. Realize las opera
iones indi
adasa) 1

3
+ 3

4b) (2
5

+ 7
3
) − 4

8
) 4
7

+ 9
−5

− 3
5d) 5

2
· 3

11e) 9
2
· −6

5f ) (4
6

+ 45
13

) · (−3
5

)−12. Complete la demostra
ión de la proposi
ión 1.15.3. Muestre que la suma y la multipli
a
ión en Q satisfa
en las propiedades P1, P2,...,P8, P12.4. Muestre a partir de P1,..., P8, P12 las siguientes a�rma
iones, donde a y b denotanra
ionales:a) (ab)−1 = a−1b−1.b) (a−1)−1 = a.
) (−a)−1 = −(a−1).d) a2 = a si, y sólo si, a = 0 ó a = 1.e) a2 = 1 si, y sólo si, a = 1 ó a = −1.



16 CAPÍTULO 1. LOS NÚMEROS RACIONALES1.3. La e
ua
ión ax + b = cEl problema de resolver e
ua
iones ha sido fundamental en el desarrollo de las matemáti-
as. En esta pequeña se

ión 
omentaremos la importante rela
ión existente entre los ra
ionalesy el problema de resolver e
ua
iones lineales.Considere la siguiente e
ua
ión:
3x = 5.Esta e
ua
ión no tiene solu
ión en Z, pues no existe un entero que al sustituir la x por élsatisfaga la e
ua
ión anterior. Sin embargo, esta e
ua
ión si tiene solu
ión en el 
onjunto delos números ra
ionales. Pre
isamente, 1

3
es una solu
ión.En general tenemos que la e
ua
ión de la forma
ax + b = cdonde a, b, c son ra
ionales (llamados los 
oe�
ientes de la e
ua
ión) y a 6= 0, tiene solu
iónen Q. En efe
to, despejando x obtenemos que

x = (c − b) · a−1es la solu
ión. En general este número no es entero y por lo tanto esa e
ua
ión no tiene, engeneral, solu
ión en Z pero si la tiene en Q.En 
on
lusión podemos de
ir que, en lo que se re�ere a resolver e
ua
iones lineales, el
onjunto de los números ra
ionales es un sistema numéri
o que extiende al de los enteros yen el 
ual es posible resolver todas las e
ua
iones lineales 
on 
oe�
iente ra
ionales.Ejer
i
ios 1.31. Un gavilán le grita a un grupo de palomas posadas en un árbol: Adiós mis 
ien palomas.Una de las palomas le 
ontesta: Nosotras, más la mitad de nosotras, más la ter
eraparte de nosotras más usted señor gavilán somos 
ien. ¾Cuántas palomas había en elárbol? Plantee una e
ua
ión 
uya solu
ión de la respuesta a la pregunta anterior.2. Halle la solu
ión de 
ada una de las siguientes e
ua
iones:a) 3x + 5 = 7b) 2x − 8 = 9
) 5 − 4x = 12d) 1
4
x − 6 = 5

7e) 3x
4

+ 3
6

= −2x + 5f ) 5y − 6 = −7y + 9



1.4. LA ECUACIÓN X2 = A 171.4. La e
ua
ión x2
= aLa división (opera
ión inversa de la multipli
aión) es siempre posible en Q y es por estoque la e
ua
ión ax + b = c tiene solu
ión en Q (
uando a, b y c son ra
ionales). Sin embargono o
urre lo mismo 
on la poten
ia
ión y , 
omo veremos enseguida, no existe un ra
ional rtal que r2 = 2, o para de
irlo de manera equivalente, la e
ua
ión x2 = 2 no tiene solu
ión en

Q. Antes de mostrar que no existe un ra
ional 
uyo 
uadrado sea 2 ne
esitamos re
ordar unhe
ho importante a
er
a de las fra

iones. Ya dijimos que un número ra
ional está represen-tado por una in�nidad de fra

iones. Sin embargo, entre todas las fra

iones que representana un ra
ional dado hay una que se distingue de las demás por estar en forma irredu
ible.Una fra

ión m
n
se di
e irredu
ible si mcd(m,n) = 1 y n > 0, es de
ir, si n y m son 
oprimos.Re
uerde que mcd(n,m) denota el máximo 
omún divisor de n y m. La siguiente proposi
iónmuestra lo que a
abamos de de
ir.Proposi
ión 1.18. Dada una fra

ión m

n
existe otra fra

ión p

q
irredu
ible tal que m

n
= p

q
.Demostra
ión: Sea m, n dos enteros 
on n 6= 0. Denotaremos mcd(n,m) por d. Sea p = m/dy q = n/d. Enton
es mcd(p, q) = 1 y además p

q
= m

n
.

2La proposi
ión anterior nos di
e que siempre podemos suponer, si ha
e falta, que unnúmero ra
ional está representado por una fra

ión irredu
ible.Proposi
ión 1.19. No existe un ra
ional r tal que r2 = 2.Demostra
ión: Daremos un argumento indire
to, por redu

ión al absurdo. Supongamos quetal ra
ional existe, sea enton
es m
n
una fra

ión tal que

(m

n

)2

= 2.Por la proposi
ión 1.18 podemos suponer que m
n

es irredu
ible (¾por qué?), es de
ir que
mcd(m,n) = 1. Tenemos enton
es que

m2

n2
= 2y por lo tanto m2 = 2n2. Luego m2 es par. A�rmamos que en 
onse
uen
ia m también espar. En efe
to, si m no fuera par, enton
es sería impar, es de
ir, m = 2l+1 para algún entero

l. Por lo tanto,
m2 = (2l + 1)2 = 4l2 + 4l + 1 = 2(2l2 + 2l) + 1y de esto se tendría que m2 es impar. Lo 
ual no es posible. Por esto m es par.Como m es par, existe un entero k tal que m = 2k. Luego m2 = 4k2 y por lo tanto

2n2 = 4k2. De esto se obtiene que n2 es par y 
omo antes esto impli
a que n también espar. Por lo tanto m y n son pares, en 
onse
uen
ia mcd(n,m) 6= 1, lo que 
ontradi
e nuestrasuposi
ión de que m
n
era irredu
ible.

2



18 CAPÍTULO 1. LOS NÚMEROS RACIONALESEjer
i
ios 1.41. Determine la fra

ión irredu
ible equivalente a la fra

ión dada:(a) 3
27
, (b) 36

20
, (
) 100

68
, (d) −26

28
, (e) −45

352. Sea m un entero. Muestre que si m2 es impar, enton
es m es impar.3. Sean p y q enteros. Muestre que si mcd(p, q) = 1, enton
es mcd(pn, qn) = 1 para todonatural n.4. a) En 
ada uno de los siguiente ejer
i
ios determine si existe un ra
ional r quesatisfaga lo indi
ado:(i) r3 = 4, (ii) r2 = 12, (iii) r4 = 80, (iv) r3 = 64,1.5. El orden en QDe la misma forma que en Z, podemos de�nir el orden de Q usando el 
onjunto delos ra
ionales positivos (que denotaremos 
on el símbolo Q+). Los ra
ionales positivos sonlas fra

iones de la forma m
n


on n,m ∈ Z+. Sin embargo, 
omo una fra

ión donde eldenominador y el numerador son ambos negativos es positiva, también debemos in
luir esasfra

iones entre los ra
ionales positivos. En resumen, Q+ se de�ne 
omo
Q+ =

{m

n
: 
on n,m ∈ Z+ o −n,−m ∈ Z+

}

.Para de�nir el orden de Q primero mostraremos que Q+ tiene las propiedades deseadas,es de
ir, satisfa
e P9, P10 y P11.Proposi
ión 1.20. Sea Q+ el 
onjunto de los ra
ionales positivos. Se tiene que(i) Si a, b ∈ Q+, enton
es a + b, a · b ∈ Q+(ii) Para todo ra
ional a se 
umple una, y sólo una, de las siguientes a�rma
iones:
a ∈ Q+, a = 0 , −a ∈ Q+.(iii) 1 ∈ Q+.Demostra
ión: Supongamos que m

n
, p

q
∈ Q+. Tenemos que

m

n
+

p

q
=

mq + np

nq

m

n
· p

q
=

mp

nq
.Para mostrar la parte (i) debemos mostrar que

(mq + np) · nq > 0 y mp · nq > 0.



1.5. EL ORDEN EN Q 19En efe
to, observemos que
(mq + np) · nq = mnq2 + n2pq y mp · nq = (mn)(pq).Como m

n
, p

q
∈ Q+, enton
es sabemos que mn > 0 y pq > 0. Por otra parte, n y q no soniguales a 
ero. En 
onse
uen
ia mnq2 + n2pq es la suma de enteros positivos y por lo tantoes positivo. Por último, tenemos que (mn)(pq) es el produ
to de enteros positivos y por lotanto es positivo.Para ver (ii), sea m

n
una fra

ión 
ualquiera 
on n 6= 0. Hay tres 
asos posibles.Si m,n > 0 ó n,m < 0, enton
es es 
laro que m

n
está en Q+.Si m = 0, enton
es m

n
es igual a 0.Por último si n · m < 0, enton
es −m

n
está en Q+.Finalmente, 
omo 1 = 1

1
y 1 > 0 es 
laro de la de�ni
ión de Q+ que (iii) se 
umple.

2Ahora podemos de�nir el orden en Q 
omo lo hi
imos en los enteros.De�ni
ión 1.21. Sean a, b ∈ Q, de�nimos
a < b, si b − a ∈ Q+.Es
ribiremos a ≤ b si a = b o a < b.La siguiente proposi
ión di
e que la rela
ión ≤ sobre Q que a
abamos de de�nir satisfa
elas propiedades que uno espera de un orden. La demostra
ión es similar a la he
ha en Z (verla proposi
ión 1.12) y la dejaremos a 
argo del le
tor.Proposi
ión 1.22. La rela
ión ≤ de�nida en Q es un orden total es de
ir satisfa
e losiguiente:(i) a ≤ a (Re�exividad).(ii) Si a ≤ b y b ≤ c, enton
es a ≤ c (Transitividad).(iii) Si a ≤ b y b ≤ a, enton
es a = b (Antisimetría).(iv) Para todo a y b se tiene que a ≤ b o que b ≤ a (Linealidad).

2La siguiente proposi
ión se puede demostrar de manera análoga a 
omo lo hi
iéramos enel 
aso de los enteros (ver las proposi
iones 1.13 y 1.14).Proposi
ión 1.23. Sean a, b, c, d ra
ionales.(i) Si a < b, enton
es para todo c, a + c < b + c.



20 CAPÍTULO 1. LOS NÚMEROS RACIONALES(ii) Si a < b y c < d, enton
es a + c < b + d.(iii) Si a ≤ b, enton
es para todo c, a + c ≤ b + c.(iv) Si a ≤ b y c ≤ d, enton
es a + c ≤ b + d.(v) Si a < b y c > 0, enton
es a · c < b · c. Además, si a ≤ b y c > 0, enton
es, a · c ≤ b · c.
2Veamos un ejemplo de 
ómo se trabaja 
on la de�ni
ión del orden en Q.Proposi
ión 1.24. Sea a un número ra
ional. Se tiene que a > 0 si, y sólo si, a−1 > 0.Demostra
ión: Debemos mostrar dos impli
a
iones.(i) Supongamos que a > 0 y mostremos que a−1 > 0. El argumento es indire
to. Supon-dremos que a−1 6> 0 y llegaremos a una 
ontradi

ión.

(1) a−1 6> 0 Por hipótesis.
(2) a−1 ≤ 0 De (1) y la linealidad de ≤.
(3) a−1 6= 0 Ya que a · a−1 = 1 6= 0
(4) a−1 < 0 De (2), (3) y la de�n
ión de ≤
(5) −a−1 > 0 Por P9
(6) a > 0 Por hipótesis
(7) a · (−a−1) > 0 De (5) y (6) por P11
(8) a · (−a−1) = −1 Por P12
(9) −1 > 0 De (7) y (8) y esto 
ontradi
e P9 pues 1 > 0(ii) Supongamos que a−1 > 0, enton
es por lo mostrado en la parte (i) tenemos que

(a−1)−1 > 0. Pero (a−1)−1 = a (ver el ejer
i
io 4b de �1.2) y 
on esto termina lademostra
ión.
2Ejer
i
ios 1.51. Haga una lista en orden 
re
iente de los siguientes ra
ionales: 1

2
, 3

7
, 15

7
, 8

7
, 9

35
, 4

10
, 4

6
,5
9
.2. En 
ada uno de los ejer
i
ios siguientes determine para 
uales valores de n se 
umplela desigualdad indi
ada, donde n es un entero positivo:a) n

n + 1
≤ 2n

2n + 1b) n + 3

2n + 1
≤ n

n + 1
,
) n + 3

2n + 1
≤ 2n

2n + 1
.



1.6. SUBCONJUNTOS DENSOS DE Q 213. Sean n y m enteros positivos. Determine si la siguiente a�rma
ión es verdadera, justi-�que su respuesta:
n + m

n · m ≤ n · m
n + m

.4. Usando las propiedades P1,..., P12 y la de�ni
ión del orden en Q probar:a) 0 < a < 1 si, y sólo si, a−1 > 1.b) a > 1 si, y sólo si, 0 < a−1 < 1.
) 0 < a < b si, y sólo si, 0 < b−1 < a−1.d) a < b < 0 si, y sólo si, b−1 < a−1 < 0.5. Sean a, b, c y d ra
ionales tales que a < b < c < d.a) Muestre que c − b < d − a.b) ¾Será 
ierto que c − b < d − c?
) Muestre que 1

d − a
<

1

d − b
<

1

d − cd) Muestre que 1

a − b
<

1

a − c
<

1

a − de) ¾Será 
ierto que 1

b − a
<

1

b − c
<

1

b − d
?6. Sean a, b ∈ Q 
on a > 0 y b > 0. Muestre que a < b si, y sólo si, a2 < b2.7. Sean a, b ∈ Q.a) Muestre que a2 + ab + b2 ≥ 0. (Sugeren
ia: Muestre que a2 + ab + b2 ≥ (a+b)2

2
).b) Muestre que a ≤ b si, y sólo si, a3 ≤ b3.8. Muestre que si a > 2, enton
es a2 − 4 ≥ 0.9. Muestre que si a > 2, enton
es a2 − 2a ≥ 0.10. Muestre que si a > 1 y b > 1, enton
es ab > 1.11. Dé una prueba de 1.22 y 1.23 (Sugeren
ia: Vea lo he
ho en 1.12 y 1.13).1.6. Sub
onjuntos densos de QLa representa
ión geométri
a de los ra
ionales es la siguiente. Fijemos una re
ta l y unpunto o en ella. Llevemos in�nitas ve
es un segmento unitario ha
ia la dere
ha de ese punto



22 CAPÍTULO 1. LOS NÚMEROS RACIONALESDividiendo 
ada segmento en n partes iguales obtendremos los números ra
ionales de laforma m
n

on m ∈ Z. Si ha
emos ésto para 
ada natural n obtendremos una representa
ióngeométri
a de todos los ra
ionales.Aunque hemos usado la misma idea para de�nir el orden de Q que la usada en Z, el ordende Q es muy diferente al orden de Z. De la representa
ión se desprende que los ra
ionalesestán distribuidos sobre la re
ta de una manera diferente a 
omo están los enteros. En efe
to,observemos que 
ualquier intervalo (r, s) 
ontiene ra
ionales. Por esto se di
e que el ordende los ra
ionales es denso 3. La formula
ión pre
isa de esta propiedad del orden de Q es el
ontenido del siguiente resultado.Teorema 1.25. Dados s, r ∈ Q 
on r < s, existe t ∈ Q tal que r < t < s.Demostra
ión: Considere el siguiente ra
ional

t =
s + r

2que 
orresponde al punto medio de r y s. Mostraremos que r < t < s. En efe
to,
t − r =

s + r

2
− r =

s − r

2
.Como r < s, enton
es por de�ni
ión del orden, se tiene que s − r es positivo. Ahora bien

s − r

2
= (s − r) · 2−1.Como 2−1 es positivo (¾por qué?) enton
es s−r

2
también es positivo (por P11) y por lo tanto

r < t. Notemos que s − t = t − r y por 
onsiguiente s − t > 0, es de
ir, t < s.
2Observe que el orden de los enteros no tiene la propiedad expresada en el teorema anterior;por ejemplo, no existe ningún entero entre el 1 y el 2, 
omo tampo
o entre el 5 y el 6, et
.Como veremos en esta se

ión, existen sub
onjuntos de Q que tienen una propiedadsimilar a la que mostramos en el teorema 1.25, es de
ir, tienen la propiedad que entre 
adados ra
ionales existe un elemento del sub
onjunto. Estos sub
onjuntos se llamarán densos.De�ni
ión 1.26. Sea D ⊆ Q, diremos que D es denso en Q si para todo s, r ∈ Q 
on

r < s, existe t ∈ D tal que r < t < s.Ejemplos 1.27. 1. El 
onjunto Z no es denso en Q. En efe
to, basta notar que, porejemplo, 3 < 4 y no existe un elemento t de Z tal que 3 < t < 4.2. Consideremos ahora el 
onjunto A = Q \ {3}. Mostraremos que A es denso en Q. Sean
r < s dos ra
ionales 
ualesquiera. Sea t = r+s

2
. Si t ∈ A, enton
es no tenemos nadamas que mostrar pues r < t < s. En 
aso que t 6∈ A, se tiene que t = 3 y en este 
asotomamos u = 3+s

2
. El le
tor deberá 
onven
erse que r < u < s y u ∈ A.3Compare el signi�
ado que le estamos dando a la palabra denso 
on el que tiene en frases 
omo �ladensidad de pobla
ión�, �la densidad es igual a la masa sobre el volumen�.



1.6. SUBCONJUNTOS DENSOS DE Q 233. Anali
emos ahora el siguiente 
onjunto
{

1

n + 1
: n ∈ N

}

,que denotaremos 
on la letra B. Le sugerimos al le
tor que represente algunos de loselementos de B sobre un re
ta. Observará que quedan mu
ho �hue
os� donde no hayelementos de B. Por ejemplo, ningún elemento de B está estri
tamente entre 1/2 y
1. En efe
to, si 1/2 < 1

n+1
< 1, enton
es n + 1 < 2 y a la vez n + 1 > 1. Lo 
ual esimposible. En 
on
lusión B no es denso.

2Sea A un sub
onjunto de QPara mostrar que A no es denso debemos en
ontrar dos ra
ionales r < stal que ningún elemento de A esté entre r y s.Para mostrar que A es denso debemos garantizar que para 
ualquierpar de ra
ionales r < s, existe un elemento de A entre ellos.Mostraremos a 
ontinua
ión que entre dos ra
ionales 
ualesquiera existen tanto ra
ionales
omo un desee, de he
ho existe entre ellos una 
antidad in�nita de ra
ionales.Proposi
ión 1.28. Para todo r, s ∈ Q 
on r < s y todo natural n ≥ 1 existen ra
ionales
t1, t2, · · · , tn tales que

r < t1 < t2 < · · · < tn < sDemostra
ión: Fijemos r < s ra
ionales 
ualesquiera. La demostra
ión la haremos por in-du

ión.Base de la indu

ión: Para n = 1 el resultado es 
ierto pues es lo que probamos en elteorema 1.25.Paso indu
tivo: Supongamos que es válido para n = k y lo mostraremos para n = k+1.La hipótesis indu
tiva nos asegura que existen ra
ionales t1, t2, · · · , tk tales que
r < t1 < t2 < · · · < tk < sPor el teorema 1.25 apli
ado a tk y s sabemos que existe otro ra
ional u tal que

tk < u < s. Tomemos enton
es tk+1 = u.
2Los sub
onjuntos densos de Q se pare
en mu
ho a Q. Dejaremos 
omo ejer
i
io al le
tormostrar que la proposi
ión anterior también es válida para los sub
onjuntos densos de Q(vea el ejer
i
io 15).



24 CAPÍTULO 1. LOS NÚMEROS RACIONALESEjemplo 1.29. Sea D = Q\{1, 2, 3}. Mostraremos que D es denso. Sean r y s dos ra
ionales
ualesquiera 
on r < s. Por la proposi
ión 1.28 
on r, s y n = 4 existen 4 ra
ionales t1, t2, t3y t4 tales que
r < t1 < t2 < t3 < t4 < s.Como el 
onjunto {1, 2, 3} tiene 3 elementos, enton
es al menos uno de los ra
ionales t1, t2, t3, t4pertene
e a D. Con esto hemos mostrado que existe t ∈ D tal que r < t < s.

2Ejemplo 1.30. Sea D = Q \ N. Mostraremos que D es denso. Sean r y s dos ra
ionales
ualesquiera 
on r < s. Entre r y s hay, a lo sumo, una 
antidad �nita de naturales. Másformalmente, 
onsideremos el 
onjunto
F = {n ∈ N : r < n < s}.Dejamos al le
tor 
onven
erse que F es �nito (esto in
luye la alternativa que F sea va
ío).Digamos que F tiene k elementos. Por la proposi
ión 1.28 
on r, s y n = k + 1 existen k + 1ra
ionales t1, · · · , tk+1 tales que

r < t1 < t2 < · · · < tk+1 < s.Como el 
onjunto F tiene k elementos, enton
es al menos uno de los ra
ionales t1, · · · , tk+1pertene
e a D. Con esto hemos mostrado que existe t ∈ D tal que r < t < s.
21.6.1. El juego ∀ ∃Es
ribamos la de�ni
ión de 
onjunto denso en la nota
ión de la lógi
a simbóli
a. Sea

A ⊆ Q, enton
es A es denso si la siguiente proposi
ión es verdadera:
∀s ∈ Q ∀r ∈ Q [ r < s → ∃t ∈ A ( r < t < s)]. (1.2)Una 
ara
terísti
a de la proposi
ión anterior es que tiene los dos 
uanti�
adores, ∀ y ∃,y además apare
en es ese orden, primero apare
e dos ve
es el 
uanti�
ador ∀ y después ∃.La veri�

ión de la validéz de una proposi
ión de este tipo se puede entender en términos deun juego entre dos jugadores. El primer jugador (que llamaremos ∀) juega de primero y seen
arga de darle valores a las variables que están 
uanti�
adas universalmente. El segundojugador (que llamaremos ∃) juega después de ∀ y se le 
orresponde dar valores a las variablesque están existen
ialmente 
uanti�
adas. En el 
aso parti
ular que nos o
upa, la validéz de(1.2), el jugador ∀ le da valores a r y s y el jugador ∃ le asigna valores a t.Una partida de este juego se puede representar 
on una tabla. Un ejemplo 
on
reto es elsiguiente. El jugador ∀ asigna r = 3 y s = 5 y el jugador ∃ responde 
on t = 7/2.

∀ ∃
r s t
3 5

7/2



1.6. SUBCONJUNTOS DENSOS DE Q 25Diremos que el jugador ∃ gana esta partida si la respuesta t que él juega pertene
e al
onjunto A. En 
aso 
ontrario, diremos que ∀ gana la partida. El juego 
onsiste en la listade todas las partidas posibles.Por ejemplo, 
onsidere
∀ ∃

r s t
3 5

7/2
4 9/2

17/4
−7/9 −13/18

−26/36... ... ...El 
onjunto D es denso si no importa 
omo juegue el jugador ∀ es posible para el jugador
∃ jugar de tal manera que gane todas las partidas.1.6.2. Un ejemplo de sub
onjunto denso de QEl objetivo prin
ipal de esta se

ión es mostrar que el siguiente sub
onjunto de Q esdenso

{ m

10n
: m ∈ Z, n ∈ N

}¾Cuáles ra
ionales pertene
en a este 
onjunto? Pre
isamente aquellos que tienen expansiónde
imal �nita (no periódi
a).Para lograr nuestro objetivo ne
esitamos mostrar primero un resultado auxiliar que esinteresante en si mismo.Proposi
ión 1.31. (i) Sean r y s dos ra
ionales 
on r > 0, existe un natural n tal que
s < nr.(ii) Para todo ra
ional r > 0 existe n ∈ N tal que 0 < 1/n < r.(iii) Para todo ra
ional r > 0 existe n ∈ N tal que 0 < 1

10n < r.Demostra
ión:(i) Si s ≤ 0, enton
es basta tomar n = 1. Suponga enton
es que s > 0. Como s · r−1 > 0,enton
es existen enteros positivos p y q tales que s · r−1 = p/q. Como 1 ≤ q enton
es
p/q ≤ p. En 
onse
uen
ia, s · r−1 ≤ p y despejando s obtenemos que s < pr.(ii) Fijemos un ra
ional r > 0. Tome s = 1 y use la parte (i) para 
on
luir que existe n ∈ Ntal que 1 < nr. Por lo tanto, 0 < 1/n < r.



26 CAPÍTULO 1. LOS NÚMEROS RACIONALES(iii) Usaremos que n ≤ 10n para todo n ≥ 1 (esto se demuestra por indu

ión y lo dejaremosa 
argo del le
tor). En parti
ular esto di
e que
1

10n
≤ 1

n
.Ahora bien, dado r > 0 ra
ional, por lo probado en la parte (ii), sabemos que existeun natural n tal que 1/n < r. Como n ≤ 10n tenemos que

1

10n
≤ 1

n
< r.

2Ya tenemos lo que nos ha
e falta para mostrar lo indi
ado al 
omienzo de esta se

ión.Proposi
ión 1.32. Dados s, r ∈ Q 
on r < s, existe m ∈ Z y p ∈ N tales que r < m
10p < s.En 
onse
uen
ia, el siguiente 
onjunto es denso en Q:

{ m

10n
: m ∈ Z, n ∈ N

}

.Demostra
ión: Primero supondremos que r > 0. Por la parte (iii) de la proposi
ión 1.31sabemos que existe un natural p tal que
1

10p
< s − r. (1.3)Por la parte (i) de la proposi
ión 1.31, existe un n tal que r10p < n. Esto muestra que elsiguiente 
onjunto no es va
ío

B = {n ∈ N : r <
n

10p
}.El prin
ipio de buena ordena
ión nos garantiza que B tiene un primer elemento el 
ualdenotaremos 
on la letra m.A�rmamos que

r <
m

10p
< s. (1.4)La primera desigualdad es obvia por el he
ho que m pertene
e a B. La segunda desigualdadla mostraremos por redu

ión al absurdo. Supongamos que s ≤ m

10p . Por ser m el primerelemento de B tenemos que m− 1 6∈ B. Pero observe que m− 1 ≥ 0 pues r > 0, por lo tantola razón para que m − 1 no pertenez
a a B es que m−1
10p ≤ r. De lo anterior se dedu
e que

m − 1

10p
≤ r < s ≤ m

10p
.De esta desigualdad se 
on
luye que

s − r ≤ m

10p
− m − 1

10p
=

1

10p
.Lo que 
ontradi
e que p satisfa
e (1.3). Con esto hemos mostrado (1.4.Nos queda por analizar el 
aso r ≤ 0, pero 
omo el le
tor probablemente sospe
ha, lodejaremos 
omo ejer
i
io (ver ejer
i
io 13). 2



1.6. SUBCONJUNTOS DENSOS DE Q 27Ejer
i
ios 1.61. En 
ada uno de los ejer
i
ios siguientes halle dos ra
ionales estri
tamente entre losra
ionales indi
ados:(a) 2

3
y 7

9
, (b) 15

7
y 34

9
, (
) −4

5
y −6

9
, (d) 6

18
y 7

14
.2. Sean a, b, c, d enteros 
on b > 0 y d > 0. Muestre que si a

b
<

c

d
, enton
es a

b
<

a + c

b + d
<

c

d
.¾Que tiene que ver este resultado 
on el teorema 1.25?3. Determine 
uales de los siguientes sub
onjuntos de Q son densos en Q. Justi�que surespuesta.a) Q \ {7, 8, 10, 25}b) {r ∈ Q : r ≤ 6} ∪ {r ∈ Q : 10 ≤ r}
) {1, 2, 3, 4, 7, 8, 10, 11, 12}d) Ne) { 1

2n : n ∈ N}f ) {± 1
2n : n ∈ N}g) {m ± 1

n
: m,n ∈ Z y n > 0}h) {m ± 1

2n : m ∈ Z, n ∈ N}i) Q \ Z4. Lea de nuevo la demostra
ión del teorema 1.25 y determine si se puede usar s + r

3
enlugar de s + r

2
.5. Determine si la 
ondi
ión (*) es ne
esaria para que un sub
onjunto D ⊆ Q sea denso:(*) Para todo r, s ∈ Q se tiene que r + s

2
∈ D.Es de
ir, determine si un 
onjunto denso D de Q ne
esariamente satisfa
e (*).6. Sean r, s dos ra
ionales 
on r < 0. Muestre que existe un natural n tal que nr < s.7. a) Sea r un ra
ional positivo. Muestre que existe n ∈ N tal que 0 < 25/n < r.b) Sea a un entero positivo y r un ra
ional positivo. Muestre existe n ∈ N tal que

0 < a
n

< r.
) Enun
ie un resultado más general que el de la parte (b).8. Muestre que para todo ra
ional r > 0 existe un natural n tal que r > n
n2+1

.9. Sea a un entero 
on a ≥ 2. Muestre por indu

ión que m ≤ am para todo m ∈ N.



28 CAPÍTULO 1. LOS NÚMEROS RACIONALES10. Sea r ∈ Q y n ∈ N 
on n > 0. Muestre que existe un úni
o entero m tal que m
n

< r ≤
m+1

n
.11. En los siguientes ejer
i
ios damos dos ra
ionales r y s 
on r < s y le pedimos hallarun natural n que satisfaga la 
on
lusión del teorema 1.31, es de
ir, tal que s < nr.(a) 2
3

< 7
9
, (b) 3

2
< 15

6
, (
) 5

32
< 25

4
, (d) 12

13
< 7.12. Para 
ada uno de los pares de ra
ionales del ejer
i
io 11 halle un ra
ional de la forma

m
10n 
omo en la 
on
lusión de la proposi
ión 1.32.13. Complete la demostra
ión de 1.32. Ya mostramos que la 
on
lusión de 1.32 se 
umplepara r > 0. Muéstrela para r ≤ 0. (Sugeren
ia: El 
aso r = 0 ya fué analizado en laparte (iii) de la proposi
ión 1.31. Quedan otros 
asos a 
onsiderar: (a) r < 0 ≤ s. Este
aso es fá
il de tratar usando la proposi
ión 1.31. (b) Suponga r < s < 0 y observe que
0 < −s < −r. Ahora use el he
ho que para ra
ionales positivos ya lo probamos).14. Sean D ⊆ E ⊆ Q. Muestre que si D es denso en Q, enton
es E también es denso en
Q.15. Sea D ⊆ Q denso. Para todo r, s ∈ Q 
on r < s y todo natural n ≥ 1 muestre queexisten ra
ionales t1, t2, · · · , tn en D tales que

r < t1 < t2 < · · · < tn < sSugenre
ia: Modi�que la demostra
ión de la proposi
ión 1.28.16. Sea D un 
onjunto denso en Q. Muestre que D \ {a} es denso en Q para todo a ∈ D.Muestre que si F ⊂ D es �nito, enton
es D \ F es denso en Q.17. Sea a un entero 
on a ≥ 2 y de�na Da de la manera siguiente
Da =

{m

an
: m ∈ Z y n ≥ 0

}

.a) Muestre que Da es denso en Q (Sugeren
ia: Siga los pasos de la demostra
ión dela proposi
ión 1.32 y 
uando haga falta use el ejer
i
io 9).b) Muestre que si a|b, enton
es Da ⊆ Db.
) Muestre que mcd(a, b) = 1 si, y sólo si, Da ∩ Db = Z.18. En este ejer
i
io mostraremos que existen dos sub
onjuntos de Q disjuntos y ambosdensos.a) Muestre que si D ⊆ Q es denso en Q, enton
es D − Z también es denso en Q.b) Use (a) y el ejer
i
io 17 para mostrar que existen D,E ⊆ Q densos en Q 
on
D ∩ E = ∅.19. Un sub
onjunto D ⊆ Q se di
e que es denso en sí mismo si satisfa
e la siguientepropiedad: Para todo a, b ∈ D 
on a < b existe c ∈ D tal que a < c < b.



1.6. SUBCONJUNTOS DENSOS DE Q 29a) Muestre que todo sub
onjunto de Q que sea denso en Q es denso-en-sí-mismo.b) Sea D = {r ∈ Q : 1 < r < 2 ó 3 < r < 4}. Muestre que D es denso-en-sí-mismopero no es denso en Q.
) De otro ejemplo de un sub
onjunto de Q que sea denso-en-sí-mismo pero que nosea denso en Q.
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Capítulo 2Los Números RealesEl 
onjunto de los números reales se denota 
on la letra R. En este 
apítulo estudiaremosalgunas de sus propiedades. Primero que todo re
ordemos que los naturales, los enteros y losra
ionales son todos números reales, es de
ir,
N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.Los números reales se identi�
an 
on los puntos de una re
ta y es fre
uente referirse a R
omo la linea real. Esta interpreta
ión geométri
a de R permite aso
iar a 
ada segmento dela re
ta real un número real (su longitud) y vi
eversa, 
ada número real se puede identi�
ar
on la longitud de un segmento.La propiedad que distingue a los números reales de los ra
ionales se 
ono
e 
omo elAxioma de Completitud. Esta propiedad es 
ru
ial para la identi�
a
ión de R 
on una re
ta.Por ejemplo, si r es la longitud de la hipotenusa de un triángulo re
tángulo de lado 1,enton
es el teorema de Pitágoras nos asegura que r2 = 2. Sin embargo, 
omo lo mostramosanteriormente, r no es un número ra
ional. En parti
ular esto di
e que las propiedadesP1,. . . , P12, que satisfa
en los números ra
ionales, no son su�
ientes para garantizar que lae
ua
ión r2−2 = 0 tenga solu
ión. Agregando el axioma de 
ompletitud 
omo una propiedadadi
ional podemos mostrar que esa e
ua
ión tiene solu
ión, pre
isamente √

2. Este 
apítuloestá dedi
ado al estudio del axioma de 
ompletitud.Pensar los números reales 
omo puntos de una re
ta es 
onveniente para algunas 
osas,pero no lo es tanto 
uando se trata del 
ál
ulo avanzado o del análisis matemáti
o, puespara el desarrollo de esta ramas de la matemáti
as es fundamental el enfoque mas abstra
tobasado en el axioma del 
ompletitud. Enton
es, ¾Qué es un número real? Esta preguntaha re
ibido varias respuestas equivalentes. En �5.11 presentaremos una 
onstru

ión de Rbasada en el 
on
epto de 
ortadura de Dedekind.2.1. Las propiedades bási
as de RComenzaremos enun
iando las propiedades P1,. . . , P12 ahora para los números reales.Denotaremos 
on el símbolo R+ al 
onjunto de los números reales positivos.P1 a + (b + c) = (a + b) + c para todo a, b, c ∈ R (Ley aso
iativa para la suma).31



32 CAPÍTULO 2. LOS NÚMEROS REALESP2 a + b = b + a para todo a, b ∈ R (Ley 
onmutativa para la suma).P3 Existe un elemento de R denotado por 0 tal que a+0 = a para todo a en R (Existen
iade elemento neutro para la suma).P4 Para 
ada a ∈ R existe b ∈ R tal que a + b = 0 (Existen
ia de elemento inverso 
onrespe
to a la suma).P5 a · (b · c) = (a · b) · c para todo a, b, c en R (Ley aso
iativa para la multipli
a
ión).P6 a · (b + c) = a · b + a · c para todo a, b, c en R (Ley distributiva para la suma y lamultipli
a
ión).P7 a · b = b · a para todo a, b en R (Ley 
onmutativa para la multipli
a
ión).P8 Existe un elemento de R, que denotamos 
on 1, tal que 1 6= 0 y a · 1 = a para todo
a ∈ R (Existen
ia de elemento neutro para la multipli
a
ión).P9 (Ley de Tri
otomía) Para todo número real a se 
umple una y sólo una de las siguientesa�rma
iones:1. a = 0.2. a ∈ R+.3. −a ∈ R+.P10 Si a, b ∈ R+, enton
es a + b ∈ R+.P11 Si a, b ∈ R+, enton
es a · b ∈ R+.P12 Dado a ∈ R 
on a 6= 0, existe un b ∈ R tal que a ·b = 1 (Existen
ia de elemento inverso
on respe
to a la multipli
a
ión).Sabemos además que a partir de P1,. . . , P12 se demuestra que los elementos inversospara la suma y la multipli
a
ión dados por P4 y P8 son úni
os y se denotan por −a y

a−1 respe
tivamente. En el siguiente teorema se enun
ian las 
onse
uen
ias mas usadas deP1,. . . , P12.Teorema 2.1. (Leyes de 
an
ela
ión) Sean x, y, z, w ∈ R. Se 
umple que(i) Si x + z = y + z, enton
es x = y.(ii) Si xw = yw y w 6= 0, enton
es x = y. 2Teorema 2.2. Sean x, y, z, w ∈ R 
on z 6= 0 6= w. Tenemos que1. x · 0 = 02. −(−x) = x3. (w−1)−1 = w



2.2. EL AXIOMA DE COMPLETITUD 334. (−1) · x = −x5. x · (−y) = −(x · y) = (−x) · y6. −(x + y) = (−x) + (−y)7. (−x) · (−y) = x · y

2El orden de R se de�ne de manera análoga a 
omo lo hi
iéramos en Q.De�ni
ión 2.3. Sean a, b ∈ R. Es
ribiremos a < b 
uando o
urra que b − a ∈ R+. Además
onvenimos es es
ribir(i) a > b, si b < a(ii) a ≤ b, si a = b o a < b.(iii) a ≥ b, si b ≤ a.Las propiedades mas usadas de la rela
ión de orden las enun
iamos en el teorema siguienteTeorema 2.4. Para todo x, y, z, w ∈ R tenemos1. (Transitividad) Si x < y e y < z, enton
es x < z2. (Linealidad del orden) Se 
umple una, y sólo una, de las siguientes a�rma
iones:(i) x = y, (ii) x < y, (iii) y < x.3. Si x < y, enton
es x + z < y + z.4. Si z > 0 y x < y, enton
es xz < yz.5. Si z < 0 y x < y, enton
es xz > yz.6. z > 0 si, y sólo si 1/z > 0.7. 0 < x < y si, y sólo si 0 < 1/y < 1/x.8. Si x ≤ y y w ≤ z, enton
es x + w ≤ y + z.
22.2. El axioma de 
ompletitudLa siguiente de�ni
ión es 
ru
ial para enun
iar el axioma de 
ompletitud.De�ni
ión 2.5. Un 
onjunto A de números reales se di
e que es a
otado superiormentesi existe un número real c tal que x ≤ c para todo x ∈ A. Un número c 
on esta propiedadse di
e que es una 
ota superior de A.



34 CAPÍTULO 2. LOS NÚMEROS REALESEjemplo 2.6. Considere el siguiente 
onjunto de números reales.
A = {r ∈ R : r < 5}.Tenemos que 5 es una 
ota superior de A. Además todo número real mayor que 5 tambiénes una 
ota superior de A. Por ejemplo 11

2
y 6 son 
otas superiores de A. 2De�ni
ión 2.7. Dado un 
onjunto A de números reales a
otado superiormente, diremos queun número real c es una 
ota superior mínima de A si se 
umplen las dos 
ondi
ionessiguientes:(i) c es una 
ota superior de A.(ii) Si d es una 
ota superior de A, enton
es c ≤ d.Si A tiene una 
ota superior mínima enton
es ella es úni
a. En efe
to, si c y c′ son 
otassuperiores mínimas de A, es 
laro de la de�ni
ión que c ≤ c′ y también que c′ ≤ c. Luegopor la Ley de Tri
otomía tenemos que c = c′.En el 
aso que A admita una 
ota superior mínima c, diremos que c es el supremo de

A y es
ribiremos
c = sup A.Cuando haga falta para evitar ambigüedades también es
ribiremos sup(A).Diremos que c es el máximo de A si c ∈ A y c es una 
ota superior de A. Notemos quesi c es el máximo de A, enton
es c es el supremo de A. En otras palabras, un 
onjunto tienemáximo si, y sólo si, el 
onjunto tiene supremo y además el supremo pertene
e al 
onjunto.Ejemplo 2.8. 1. Considere el 
onjunto siguiente:

A = {r ∈ R : r ≤ 5}.Es 
laro que 5 es una 
ota superior de A y además 5 pertene
e a A. Luego 5 es elmáximo y por lo tanto 5 también es el supremo de A.2. Consideremos ahora el 
onjunto:
B = {1 − 1

n
: n ∈ N, n ≥ 1}.Observemos que para todo b ∈ B se tiene que b ≤ 1. Así que B es a
otado superior-mente. Por otra parte 1 6∈ B (¾por qué?). No es difí
il 
onven
erse que 1 debe ser elsupremo de B, sin embargo, para mostrarlo formalmente ne
esitaremos 
ono
er massobre los números reales.Pero si podemos mostrar que B no tiene máximo. En efe
to, observemos que

1 − 1

n
< 1 − 1

n + 1para todo natural n ≥ 1 (verifíquelo!). Esto indi
a que ningún elemento de B es mayorque todos los otros elementos de B.
2



2.2. EL AXIOMA DE COMPLETITUD 35Ahora bien, ¾será 
ierto que todo 
onjunto de números reales a
otado superiormente tienesupremo? La respuesta es a�rmativa, sin embargo no es posible dedu
irla de las propiedadesde los números reales vistas hasta ahora: P1, ..., P12. Por esta razón se introdu
e la siguientepropiedad que se 
ono
e 
omo el axioma de 
ompletitud o axioma del supremo.P13 (Axioma de Completitud) Todo 
onjunto no va
ío de números reales que sea a
otadosuperiormente tiene supremo.De manera análoga de�niremos los 
on
eptos de 
ota inferior y 
ota inferior máxima.De�ni
ión 2.9. Un 
onjunto A de números reales se di
e que es a
otado inferiormentesi existe un número real c tal que para todo x ∈ A, se 
umple que c ≤ x. Un número real c
on esta propiedad se di
e que es una 
ota inferior de A.De�ni
ión 2.10. Dado un 
onjunto A de números reales a
otado inferiormente, diremosque un número real c es una 
ota inferior máxima de A si se 
umplen las dos 
ondi
ionessiguientes:(i) c es una 
ota inferior de A.(ii) Si d es una 
ota inferior de A, enton
es d ≤ c.Si A tiene una 
ota inferior máxima, enton
es ella es úni
a (¾por qué?). En el 
aso que
A admita una 
ota inferior máxima c, diremos que c es el ín�mo de A y es
ribiremos

c = ı́nf A.También es
ribiremos ı́nf(A) 
uando haga falta para evitar ambigüedades.Diremos que c es el mínimo de A si c ∈ A y c es una 
ota inferior de A. Notemos que ces el mínimo de A si, y sólo si, c ∈ A y c es el ín�mo de A.El axioma de 
ompletitud impli
a que todo 
onjunto no va
ío de números reales a
otadoinferiormente tiene un ín�mo.Teorema 2.11. Todo 
onjunto de números reales no va
ío y a
otado inferiormente tieneín�mo.Demostra
ión: Sea A ⊆ R no va
ío y a
otado inferiormente. Sea
B = {y : y es una 
ota inferior de A}.Por hipótesis B no es va
ío. Por otra parte, mostraremos que 
ualquier x ∈ A es una 
otasuperior de B: en efe
to, dado x ∈ A por de�ni
ión de ín�mo se tiene que y ≤ x para todo

y ∈ B. Por el axioma de 
ompletitud B tiene supremo. Sea c el supremo de B. Mostraremosque c es el ín�mo de A. Tenemos que mostrar dos 
osas:1. c es una 
ota inferior de A. Sea x ∈ A. Ya mostramos que x es una 
ota superior de
B. Luego, 
omo c es el supremo de B, se tiene que c ≤ x.2. c es la mayor de la 
otas inferiores de A. Sea d otra 
ota inferior de A, es de
ir, d ∈ B.Como c es el supremo de B, se tiene que d ≤ c.



36 CAPÍTULO 2. LOS NÚMEROS REALES
2Veremos en seguida que el prin
ipio de buena ordena
ión de N ahora puede ser dedu
idodel axioma del supremo. Observe el le
tor que para el estudio de los números enteros yra
ionales se in
luyó este prin
ipio 
omo una propiedad más de Z junto 
on P1, ...., P12.Teorema 2.12. (Prin
ipio de buena ordena
ión) Sea A un sub
onjunto no va
ío de N.Enton
es A tiene un elemento mínimo.Demostra
ión: Como A está a
otado inferiormente por 0, enton
es del teorema 2.11 
on-
luimos que A tiene ín�mo. Sea

k = ı́nf A.Mostraremos que k ∈ A. De la de�ni
ión de ín�mo, sabemos que k + 1/2 no es una 
otainferior de A, en 
onse
uen
ia existe n ∈ A tal que
k ≤ n < k +

1

2
.De esto se 
on
luye que si m es un natural 
on m < n, enton
es

m ≤ n − 1 < k − 1

2
< ky en 
onse
uen
ia m 6∈ A. Por lo tanto, n es el mínimo de A y así k = n.

2Ejer
i
ios 2.21. Determine si los siguientes 
onjuntos son a
otados inferiormente y/o superiormente ysi tienen máximo y/o mínimo y en 
aso de tenerlo diga 
úal es.a) A = {m
n

: m,n ∈ Z , m ≥ 5 y n ≥ 5}b) B = {m
n

: m,n ∈ Z , m ≥ 5 y 1 ≤ n ≤ 5}
) C = {m
n

: m,n ∈ Z , 1 ≤ m ≤ 5 y n ≥ 5}d) D = {m
n

: m,n ∈ Z , 1 ≤ m ≤ 5 y 1 ≤ n ≤ 5}e) E = { m
m+1

: m ∈ Z , 0 ≤ m}f ) F = {m+1
m

: m ∈ Z , 0 < m}g) G = { m
m+1

: m ∈ Z , m < −1}h) H = { n2

n2+1
: n ∈ Z}i) I = { 3n2

2n2+1
: n ∈ Z}j ) J = {4n+7

5n+2
: n ∈ N}k) K = {4n+7

5n−2
: n ∈ N}l) L = {4n+7

5n−2
: n ∈ N} ∪ {4n+7

5n+2
: n ∈ N}



2.2. EL AXIOMA DE COMPLETITUD 37m) M = { n
2n2−1

: n ∈ N}n) N = { n−1
7−n2 : n ∈ N}2. Determine si los siguientes sub
onjuntos de R son (i) a
otados superiormente y (ii)a
otados inferiormente, en 
aso que lo sean, hallar su supremo y su ín�mo. Determinesi tienen máximo y/o mínimo.a) Rb) {x ∈ R : 3 ≤ x < 8}
) {x ∈ R : x2 + 2x + 1 ≥ 0}d) {x ∈ R : x2 + 2x − 3 ≥ 0} (Sugeren
ia: Note que x2 + 2x − 3 = (x + 1)2 − 4 )e) {x ∈ R : z ∈ Z y z ≤ 11

3
}3. a) Sea A ⊆ {x ∈ R : 2 < x < 5} 
on A 6= ∅ ¾Es A a
otado superiormente?b) Sea A ⊆ {x ∈ R : x < 2} 
on A 6= ∅ ¾Es A a
otado inferiormente?4. Sea A ⊆ R, designaremos 
on −A al 
onjunto

{−r ∈ R : r ∈ A}.Halle −A en 
ada uno de los siguientes ejer
i
ios:a) A = {2,−3, 2
3
, 5}b) A = {x ∈ R : x < 2}
) A = {x ∈ R : x ≥ 2}.d) A = {x ∈ R : x ≤ 3}e) A = {x ∈ R : x > 3}f ) A = {x ∈ R : 3 < x < 4}.5. Dados dos sub
onjuntos no va
íos A,B de R de�nimos los 
onjuntos A + B y A · B
omo sigue:

A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B} A · B = {ab : a ∈ A, b ∈ B}Por ejemplo, si A = {−1, 2} y B = {4, 5, 7}, enton
es
A + B = {−1 + 4,−1 + 5,−1 + 7, 2 + 4, 2 + 5, 2 + 7} = {3, 4, 6, 7, 9}y análogamente

A · B = {−4,−5,−7, 8, 10, 14}En 
ada uno de los siguientes ejer
i
ios determine A + B y A · B.a) A = {1, 2} y B = {1
2
, 3

4
, −2

9
}



38 CAPÍTULO 2. LOS NÚMEROS REALESb) A = {2} y B = N
) A = {1} y B = { 1
n

: n ∈ N, n 6= 0}d) A = Z y B = {−1}e) A = {x ∈ R : 1 < x < 2} y B = {1
2
}f ) A = {x ∈ R : x < 3} y B = {x ∈ R : x < 5}g) A = B = {x ∈ R : −1 < x < 1}h) A = {x ∈ R : 1 < x < 2} y B = {x ∈ R : 3 < x < 4}6. a) En 
ada uno de los 
onjuntos del ejer
i
io 5 determine si los 
onjuntos A, B, A+By A · B son a
otados superiormente y en 
aso que lo sean hallar sup A, sup B,

sup(A + B) y sup(A · B).b) Dados tres sub
onjuntos A,B,C de R ¾Es 
ierto que A · (B +C) = A ·B +A ·C?7. Sea A ⊆ R y B = A\[0, 1]. Suponga que B es a
otado superiormente y que sup(B) ≤ 0.Muestre que A es a
otado superiormente y que sup(A) ≤ 1.8. Sea A ⊆ R y B = A \ [0, 1]. Suponga que B es a
otado inferiormente y que ínf(B) ≥ 1.Muestre que A es a
otado inferiormente y que ínf(A) ≥ 0.9. Sean a, b, c, d ∈ R 
on a < b y c < d. Los intervalos (a, b), (−∞, a) y (a, +∞) se de�nende la siguiente manera:
(a, b) = {x ∈ R : a < x < b}

(−∞, a) = {x ∈ R : x < a}
(a, +∞) = {x ∈ R : a < x}.Usando la no
ión de suma de 
onjuntos del ejer
i
io 5, muestre que(i) (a, +∞) + (c, +∞) = (a + c, +∞)(ii) (−∞, a) + (−∞, c) = (−∞, a + c)(iii) (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d)10. Sea r un real positivo. Considere los siguiente 
onjuntos:

E = {x ∈ R : x = (1 + a)r para algún real a > 0.}
F = {x ∈ R : x =

r

1 − b
para algún real b 
on 0 < b < 1.}a) Determine si E ⊆ D o D ⊆ E o E = D.b) ¾Es E igual al intervalo (r, +∞) ?11. Considere los siguientes 
onjuntos:

E = {x ∈ R : ∃a, b ∈ R (a < x < b ≤ 2)}
F = {x ∈ R : ∃a ∈ R (a < x < 2)}
G = {x ∈ R : x < 2}Determine que rela
ión guardan entre sí. ¾Serán iguales entre sí?



2.3. LA PROPIEDAD ARQUIMEDIANA 392.3. La propiedad ArquimedianaEn esta se

ión mostraremos que los números reales satisfa
en el prin
ipio de Ar-químedes. Este prin
ipio es equivalente al he
ho que los naturales no son a
otados supe-riormente en R. Con estas herramientas a nuestra disposi
ión podremos dar ejemplos másinteresantes de 
onjuntos a
otados.Teorema 2.13. N no es a
otado superiormente en R.Demostra
ión: Daremos una prueba indire
ta por redu

ión al absurdo. Supongamos que Nes a
otado superiormente. Por el axioma de 
ompletidud N tiene supremo. Sea c el supremode N. Como c − 1 < c, enton
es c − 1 no es una 
ota superior de N. Luego existe n0 ∈ N talque c − 1 < n0. De esto último se obtiene que c < n0 + 1 y 
omo n0 + 1 ∈ N, enton
es c nosería una 
ota superior de N, lo 
ual es una 
ontradi

ión.
2Teorema 2.14. (Propiedad Arquimediana) Dados r, s ∈ R y r > 0, existe n ∈ N tal que

s < nr.Demostra
ión: Sean r, s reales 
on r > 0. Como N no es a
otado superiormente tenemos que
s · r−1 no es una 
ota superior de N. Por lo tanto existe un natural n tal que

s · r−1 < n.Multipli
ando por r ambos lados (re
uerde que r > 0) obtenemos el resultado deseado. 2La propiedad Arquimediana tiene una interpreta
ión geométri
a sen
illa. Di
e que da-dos dos segmentos arbitrarios de longitudes s y r respe
tivamente, podemos obtener otrosegmento de longitud mayor que s si 
on
atenamos el segmento de longitud r un númerosu�
iente de ve
es (es de
ir, si los 
olo
amos alineados uno después del otro). ¾Cuál es esenúmero su�
iente de ve
es? Esto depende por supuesto de s y r. Por ejemplo, para s = 14
9y r = 1

3
¾
uántas ve
es se requiere repetir un segmento de longitud 1

3
para obtener otrode longitud mayor que 14

9
? Es 
laro que s ≤ 14r, pero podemos obtener un resultado maspre
iso, en efe
to, 
omo 14

9
< 51

3
bastaría repetir 5 ve
es el segmento de longitud 1

3
.El siguiente resultado, que se usa 
on bastante fre
uen
ia, es análogo a la proposi
ión1.31.Corolario 2.15. Sea r ∈ R 
on 0 < r, existe n ∈ N tal que 1

n
< r.Demostra
ión: Sea r un real positivo. Por la propiedad Arquimediana 2.14 usada para s = 1obtenemos que existe n ∈ N tal que 1 < nr. Es de
ir, 1/n < r 
omo se requería.

2Ejemplo 2.16. Ahora podemos 
ompletar el ejemplo 2.8 mostrando que 1 es el supremodel 
onjunto
A = {1 − 1

n
: n ∈ N}.
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to, ya vimos que 1 es una 
ota superior de A. Veremos que 1 es la menor de las 
otassuperiores. Para ha
erlo basta mostrar que dado t < 1, existe x ∈ A tal que t < x pues estoprobaría que t no es una 
ota superior de A y por 
onsiguiente 1 es la menor de todas. Sea
t < 1, enton
es 1 − t > 0, luego por el 
orolario 2.15 existe un n0 ∈ N tal que

1

n0

< 1 − t.Luego
t < 1 − 1

n0

.Para 
on
luir el argumento, note que 1 − 1
n0

∈ A.Obsérvese que 1 no pertene
e a A. En general, el supremo de un 
onjunto no tiene queser un elemento del 
onjunto en 
uestión.
2Ejemplo 2.17. Consideremos el siguiente 
onjunto

A =

{

3n + 5

7n + 8
: n ∈ N

}

.Veamos algunos de los elementos de A ha
iendo una tabla
n 3n+5

7n+80 5/81 8/152 11/223 14/294 17/365 20/43Notemos que los números en la 
olumna de la dere
ha van de
re
iendo. Por ejemplo, tenemosque 5/8 > 8/15 > 11/22. De he
ho se tiene que la su
esión
{

3n + 5

7n + 8

}

n≥0es de
re
iente. Es de
ir, a medida que n aumenta 3n+5
7n+8

disminuye, o mas pre
isamente,
3n + 5

7n + 8
>

3(n + 1) + 5

7(n + 1) + 8
para todo natural n.En efe
to, tenemos que 7n + 8 y 7n + 15 son positivos para todo n ∈ N y por lo tanto

3n+5
7n+8

> 3(n+1)+5
7(n+1)+8

⇔ (3n + 5)(7(n + 1) + 8) > (3(n + 1) + 5)(7n + 8)

⇔ 21n(n + 1) + 24n + 35(n + 1) + 20 >
21n(n + 1) + 35n + 24(n + 1) + 40

⇔ 69n + 35 > 69 + 24
⇔ 35 > 24.



2.3. LA PROPIEDAD ARQUIMEDIANA 41Como la última desigualdad es válida podemos 
on
luir que la primera también lo es y porlo tanto los valores que toma 3n+5
7n+8

van de
re
iendo a medida que n 
re
e. Esto muestra queel valor máximo que toma 3n+5
7n+8

se al
anza 
uando n = 0. Es de
ir, 5/8 es el máximo de A(y por lo tanto A es a
otado superiormente).Además observemos que
3n + 5

7n + 8
=

3 + 5
n

7 + 8
n

.Esta última igualdadmuestra que 3n+5
7n+8

se �aproxima� a 3
7
para valores grandes de n. Mostraremosque el ín�mo de A es 3

7
. Debemos mostrar dos 
osas:(i) 3/7 es una 
ota inferior de A: en efe
to, para todo n ∈ N 
omo 7n + 8 > 0 enton
es

3
7

< 3n+5
7n+8

⇔ 21n + 24 < 21n + 35

⇔ 24 < 35.Como la última desigualdad es verdadera, enton
es la primera también lo es y por lotanto 3/7 es una 
ota inferior para A.(ii) Mostraremos que 3/7 es la mayor de las 
otas inferiores de A. Para ha
erlo veri�
aremosque para todo r > 3/7 existe x ∈ A tal que x < r (es de
ir, r no es una 
ota inferiorde A). Esto es equivalente a mostrar que existe n ∈ N tal que
3n + 5

7n + 8
< r.Observemos que 
omo 7n + 8 > 0, enton
es

3n+5
7n+8

< r ⇔ 3n + 5 < r(7n + 8)

⇔ 3n + 5 < 7rn + 8r
⇔ 5 − 8r < (7r − 3)n
⇔ 5−8r

7r−3
< n.Observe que para que la última equivalen
ia sea válida se requiere que 7r − 3 > 0, lo
ual es 
ierto pues 3/7 < r.De lo probado arriba se tiene que es su�
iente mostrar que existe un natural n tal que

n >
5 − 8r

7r − 3
·Pero esto es 
laro, pues el teorema 2.13 pre
isamente di
e que N no es a
otado supe-riormente en R y por lo tanto existe un natural mayor que 5−8r

7r−3
.

2Ejemplo 2.18. Consideremos el 
onjunto
B =

{

3n + 5

7n + 12
: n ∈ N

}

.Mostraremos que el supremo de B es 3/7. Observe la pequeña diferen
ia que existe entre lasde�ni
iones de A y B. Esta diferen
ia es la 
ausante que ahora 3/7 sea el supremo en lugardel ín�mo. Debemos mostrar dos 
osas:
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ota superior de B. En efe
to, 
omo 7n + 12 es positivo para todo n ∈ N,enton
es
3n + 5

7n + 12
<

3

7
⇔ 21n + 35 < 21n + 36 ⇔ 35 < 36.Ya que la última desigualdad es verdadera, enton
es 
on
luimos que la primera tambiénlo es.(ii) 3/7 es la menor de las 
otas superiores de B. En efe
to, sea r < 3/7, mostraremos que

r no es una 
ota superior de B. Para ha
erlo basta mostrar que existe x ∈ B tal que
r < x. Esto es equivalente a mostrar que existe n ∈ N tal que

r <
3n + 5

7n + 12
.Observemos que 7n + 12 es positivo y por lo tanto se tiene que

r < 3n+5
7n+12

⇔ r(7n + 12) < 3n + 5

⇔ 7nr + 12r < 3n + 5
⇔ 12r − 5 < (3 − 7r)n
⇔ 12r−5

3−7r
< n.Note que para que la última equivalen
ia sea válida se requiere que 3 − 7r > 0, lo
ual es 
ierto pues r < 3/7. Como antes, usando el he
ho que N no es a
otado en R,
on
luimos que existe n0 ∈ N tal que

12r − 5

3 − 7r
< n0.y usando la equivalen
ia mostrada anteriormente 
on
luimos que

r <
3n0 + 5

7n0 + 12
.Así que 3n0+5

7n0+12
es el elemento de B que requeríamos.

2

Sea A un sub
onjunto de RPara mostrar que A es a
otado superiormente debemos en
ontrar un real rtal que todo elemento de A es menor que r.Para mostrar que A no es a
otado superiormente debemos garantizar quepara 
ualquier real r existe un elemento de A mayor que r.



2.3. LA PROPIEDAD ARQUIMEDIANA 43Ejemplo 2.19. No todo 
onjunto a
otado superiormente tiene máximo, 
omo lo hemos vistoen los ejemplos. Pero esto si o
urre para los sub
onjuntos de N. En efe
to, sea A ⊆ N no va
íoy a
otado superiormente. Mostraremos que A tiene máximo. Sea r ∈ R una 
ota superior de
A. Como N no es a
otado superiormente (por el teorema 2.13), enton
es existe un natural
n0 tal que r < n0. En parti
ular, n0 6∈ A y en 
onse
uen
ia N\A no es va
ío. Por el prin
ipiode buena ordena
ión de N (teorema 2.12), 
on
luimos que N \ A tiene un primer elementoque llamaremos m0. Dejamos al le
tor la tarea de mostrar que m0 ≥ 1 y que m0 − 1 es elmáximo de A.

2Ejer
i
ios 2.31. Determine si los siguientes sub
onjuntos de R son (i) a
otados superiormente y (ii)a
otados inferiormente, en 
aso que lo sean, hallar su supremo y su ín�mo. Determinarsi tienen máximo y/o mínimo.a) Q, Zb) {n ∈ Z : n ≤ −4}
) { 1
n

: n ∈ N y n ≥ 1}d) { 1
n

: n ∈ Z y n 6= 0}e) {3 − 1
n−9

: n ∈ N y n ≥ 15}f ) {3 + 4
n

: n ∈ N y n ≥ 1}g) {24 − 5
7n+2

: n ∈ N y n ≥ 1}h) {3m+1
m

: m ∈ Z y m 6= 0 }i) { n2

n2+1
: n ∈ Z }j ) {x ∈ R : x = 3n + 1 para algún n ∈ N}k) { n2

5n2+2
: n ∈ N }l) { 1

n
+ (−1)n : n ∈ N y n ≥ 1 }m) {1 + (−1)n

n
: n ∈ N y n ≥ 1 }n) { 3

9+n
: n ∈ N y n ≥ 1 }ñ) {2−n + 3−m + 5−p : n,m, p ∈ Z+}o) {2n+7

6n+8
: n ∈ N}p) {2n+1

6n+8
: n ∈ N}q) { 2n+7

6n+(−1)n8
: n ∈ N}r) {2n+(−1)n7

6n+8
: n ∈ N}s) {2(−1)nn+7

6n+8
: n ∈ N}
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ada x ∈ R 
onsidere el siguiente 
onjunto
A(x) =

{

2n + x

6n + 8
: n ∈ N

}Muestre que 2/6 es el supremo de A(x) 
uando x = 1 y es el ín�mo 
uando x = 7.Determine que valores puede tomar x de tal forma que 2/6 sea el supremo de A(x).3. Sean x, y, z ∈ R tales que x < y < z. Muestre que existe n ∈ N tal que 1
n

< y−x

z−x
.4. Dados x, y ∈ R 
on x < y, muestre que existe n ∈ N tal que x + 1

n
< y.5. Sean x, y ∈ R tales que x + y ≥ 0. Suponga que para todo natural n ≥ 1 se 
umpleque x ≤ 1

n
− y. Muestre que x = −y.6. Sea A ⊆ R a
otado superiormente y c una 
ota superior de A. Muestre que las siguientesa�rma
iones son equivalentes:(i) c es el supremo de A.(ii) Para todo r > 0 existe x ∈ A tal que c − r < x ≤ c.(iii) Para todo n ∈ N existe x ∈ A tal que c − 1

n
< x.7. Muestre que los teoremas 2.13, 2.14 y 2.15 son en realidad lógi
amente equivalentes. Loque queda por ha
er es mostrar que si supone válido el 
orolario 2.15, enton
es puedededu
ir que N no es a
otado superiormente.2.4. In
ompletitud de QLa siguiente proposi
ión es la 
lave para mostrar que el axioma de 
ompletitud no esválido en Q.Proposi
ión 2.20. Sea r ∈ Q 
on r > 0.(i) Si r2 < 2, enton
es existe otro ra
ional t tal que r < t y t2 < 2.(ii) Si 2 < r2, enton
es existe t ∈ Q tal que 2 < t2 y 0 < t < r.Antes de dar la demostra
ión veamos el signi�
ado de esta proposi
ión. Consideremoslos 
onjuntos

A = {x ∈ Q : 0 < x y x2 < 2}
B = {x ∈ Q : 0 < x y x2 > 2}.Si representamos en la re
ta los elementos de A y de B observaremos que 
ada elemento de

A está a la izquierda de todo elemento de B. En efe
to, suponga x ∈ A y z ∈ B. Enton
es
x2 < 2 < z2.Como x y z son positivos, enton
es ne
esariamente x < z (¾por qué?).
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ular, esto indi
a que A es a
otado superiormente (pues todo elemento de Bes una 
ota superior de A). Como A no es va
ío (¾por qué?), el axioma de 
ompletitudgarantiza que A tiene supremo. Sin embargo, veremos que el supremo de A no es ra
ional ypor 
onsiguiente el axioma de 
ompletitud no es válido en Q. En efe
to, sea r el supremo de
A. Supongamos, por redu

ión al absurdo, que r es ra
ional. Como ya demostramos en laproposi
ión 1.19, r2 6= 2. Por lo tanto hay dos 
asos a 
onsiderar:(i) Supongamos que r2 < 2. Enton
es de la proposi
ión 2.20 se tiene que existe otrora
ional t tal que r < t y t2 < 2. En parti
ular, t ∈ A y esto 
ontradi
e que r es una 
otasuperior de A.(ii) Supongamos que 2 < r2. Enton
es de la proposi
ión 2.20 se tiene que existe otrora
ional t tal que 0 < t < r y 2 < t2. En parti
ular, t ∈ B y ya vimos que esto impli
a que tes una 
ota superior de A. Pero esto 
ontradi
e que r es la menor de las 
otas superiores de
A.

La interpreta
ión geométri
a de lo que a
abamos de mostrar es que existe un �hue
o�entre A y B. Ese �hue
o� lo o
upa el número real √2. Por esta razón se di
e que el orden de
Q es in
ompleto.Podemos enton
es 
on
luir que las propiedades P1,. . . , P12 no sirven para diferen
iara Q de R pues los números ra
ionales satisfa
en todas ellas. El axioma del supremo es lapropiedad mas importante que distingue a R de Q.Demostra
ión de 2.20:(i) Sea r un ra
ional positivo tal que r2 < 2. Bus
amos un ra
ional t que 
umpla que r < ty además que t2 < 2. Los 
andidatos para t serán los ra
ionales de la forma r + 1/n
on n ∈ N. El problema enton
es se 
onvierte en en
ontrar un natural n tal que

(

r +
1

n

)2

< 2 (2.1)Por inspe

ión (es de
ir, por ensayo y error) se 
onsigue que bastaría que n 
umplieraque n > 2r+1
2−r2 . Veamos que en efe
to es así. Primero debemos garantizar que existe unnatural 
on esa propiedad y después veri�
ar que satisfa
e (2.1). Por la proposi
ión2.13 sabemos que existe un natural n tal que

n >
2r + 1

2 − r2
·Ahora veremos que este natural n satisfa
e (2.1). De la desigualdad anterior se tieneque

r2 +
2r + 1

n
< 2
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onse
uen
ia
(

r +
1

n

)2

= r2 +
2r

n
+

1

n2
≤ r2 +

2r

n
+

1

n
= r2 +

2r + 1

n
< 2.Y esto es lo que queríamos.(ii) Sea r un ra
ional positivo tal que r2 > 2. Bus
amos un ra
ional positivo t que 
umplaque t < r y además que t2 > 2. Como hi
imos en el apartado anterior, los 
andidatospara t serán los ra
ionales de la forma r − 1/n 
on n ∈ N. El problema enton
es se
onvierte en en
ontrar un natural n tal que

(

r − 1

n

)2

> 2.Como queremos un ra
ional positivo, es de
ir, queremos que r − 1/n sea positivo,bus
aremos un natural n tal que
n >

1

r
· (2.2)De la misma manera que hi
imos en el apartado anterior, por inspe

ión, se obtieneque es su�
iente que n satisfaga lo siguiente

n >
2r

r2 − 2
· (2.3)Veamos que en efe
to es así. De la proposi
ión 1.31 se 
on
luye que existe un natural

n que 
umple ambas 
ondi
iones (2.2) y (2.3) (¾por qué?). En parti
ular, a partir de(2.3) se 
on
luye que
r2 − 2r/n > 2,de donde

(

r − 1

n

)2

= r2 − 2r

n
+

1

n2
> r2 − 2r

n
> 2.Y esto es lo que queríamos.

2Ejer
i
ios 2.41. En 
ada uno de los ejer
i
ios que siguen muestre que existe un natural n 
on lapropiedad indi
ada.a) (r − 1/n)2 > 3 donde r es un ra
ional positivo tal que r2 > 3.b) (r + 1/n)2 < 7 donde r es un ra
ional positivo tal que r2 < 7.
) (r + 1/n)3 < 2 donde r es un ra
ional positivo tal que r3 < 2.



2.4. INCOMPLETITUD DE Q 47d) (r − 1/n)4 > 3 donde r es un ra
ional positivo tal que r4 > 3.2. a) Sea r ∈ Q, 
on r > 0 y r2 < 2. Considere el ra
ional
t =

4r

r2 + 2
·Muestre que r < t y t2 < 2b) Sea r > 0 
on 2 < r2. Considere el ra
ional

t =
r2 + 2

2r
·Muestre que t < r y 2 < t2.3. En este ejer
i
io daremos otra prueba de la proposi
ión 2.20. Sean a, b ∈ N. Muestreque(i) Si (a

b

)2

< 2, enton
es 2 <

(

a + 2b

a + b

)2.(ii) Si 2 <
(a

b

)2, enton
es (

a + 2b

a + b

)2

< 2.(iii) Si (a

b

)2

< 2, enton
es (

3a + 4b

2a + 3b

)2

< 2 y además a

b
<

3a + 4b

2a + 3b
.(iv) Si 2 <

(a

b

)2, enton
es 2 <

(

3a + 4b

2a + 3b

)2 y además 3a + 4b

2a + 3b
<

a

b
.4. Considere los 
onjuntos

A = {r ∈ Q : 0 < r y r2 < 2}
B = {s ∈ Q : 0 < s y s2 > 2}(i) Muestre que A no tiene máximo y que B no tiene mínimo.(ii) Muestre que para todo r ∈ A y todo s ∈ B, r < s.5. Sean a, b ∈ N, veri�que quea) Si (a

b

)2

< 5, enton
es 5 <

(

a + 5b

a + b

)2.b) Si 5 <
(a

b

)2, enton
es (

a + 5b

a + b

)2

< 5.
) Sea
A = {r ∈ Q : 0 < r y r2 < 5}
B = {r ∈ Q : 0 < r y r2 < 5}.Muestre que A es a
otado superiormente pero no tiene máximo. Muestre que Bes a
otado inferiormente pero no tiene mínimo.6. Muestre que Z satisfa
e P13, es de
ir, si A ⊆ Z no es va
ío y es a
otado superiormente,enton
es el supremo de A pertene
e a Z.



48 CAPÍTULO 2. LOS NÚMEROS REALES2.5. Propiedades del supremo y del ín�moEn esta se

ión veremos algunas de las propiedades del supremo y del ín�mo. El siguienteteorema, de uso fre
uente, 
ara
teriza al supremo de un 
onjunto.Teorema 2.21. Sea A ⊆ R un 
onjunto a
otado superiormente. Las siguientes a�rma
ionesson equivalentes.(i) c es el supremo de A(ii) c es una 
ota superior de A y para todo t < c existe r ∈ A tal que t < r ≤ c.Demostra
ión: Veamos que (i) impli
a (ii). Supongamos que c es el supremo de A y sea t < c.Por de�ni
ión de supremo tenemos que t no puede ser una 
ota superior de A. Por lo tantoexiste r ∈ A tal que t < r y 
omo c es una 
ota superior de A, enton
es r ≤ c.Veamos que (ii) impli
a (i). Supongamos ahora que (ii) se 
umple y mostremos que c esel supremo de A. Por hipótesis c es una 
ota superior de A, así que sólo falta ver que c es lamenor de la 
otas superiores de A. En efe
to, por (ii) tenemos que si t < c, enton
es t no esuna 
ota superior de A. Por lo tanto todas las 
otas superiores de A son mayores o igualesa c.
2Tenemos una 
ara
teriza
ión del ín�mo similar a la que probamos en 2.21 para el supremo.Dejamos la demostra
ión 
omo un ejer
i
io.Teorema 2.22. Sea A ⊆ R un sub
onjunto a
otado inferiormente. Las siguientes a�rma-
iones son equivalentes:(i) c es el ín�mo de A.(ii) c es una 
ota inferior de A y para todo t > c existe r ∈ A tal que c ≤ r < t.
2El siguiente resultado nos di
e 
ómo 
al
ular el supremo de A ∪ BTeorema 2.23. Sean A y B dos sub
onjuntos de R a
otados superiormente. Enton
es A∪Bes a
otado superiormente y además

sup(A ∪ B) = máx{sup(A), sup(B)}.Demostra
ión: Hay dos 
asos posibles: sup A ≤ sup B o sup B < sup A. Como el papel quejuegan A y B es simétri
o, ambos 
asos se tratan exa
tamente de la misma manera y poresto sólo haremos el primero.Supongamos que sup A ≤ sup B. Esto nos di
e que
máx{sup A, sup B} = sup By por 
onsiguiente lo que debemos mostrar es que

sup(A ∪ B) = sup(B).Para 
omenzar mostraremos que A∪B es a
otado superiormente. En efe
to, sea x ∈ A∪B.Hay dos alternativas: x ∈ A o x ∈ B. Si x ∈ A, por de�ni
ión del supremo tenemos que



2.5. PROPIEDADES DEL SUPREMO Y DEL ÍNFIMO 49
x ≤ sup A y 
omo estamos suponiendo que sup A ≤ sup B, enton
es x ≤ sup B. De igualmanera, si x ∈ B, enton
es por de�ni
ión de supremo tenemos que x ≤ sup B. Hemosmostrado enton
es que x ≤ sup B para todo x ∈ A ∪ B. Esto di
e que sup B es una 
otasuperior de A ∪ B.Para mostrar que sup B es el supremo de A ∪ B usaremos el teorema 2.21. Como yamostramos que sup B es un 
ota superior de A∪B, sólo nos queda veri�
ar la 
ondi
ión (ii)en 2.21. Sea enton
es r < sup B. Enton
es r no es una 
ota superior de B, por 
onsiguienteexiste x ∈ B tal que r < x ≤ sup B. Pero obviamente x también pertene
e a A ∪ B y 
onesto queda veri�
ada la 
ondi
ión (ii).

2Ejer
i
ios 2.51. Considere el 
onjunto
A = (1, 3] ∪ (4, 8)y la siguiente a�rma
ión:Para todo t < c existe x ∈ A tal que t < x ≤ c.Muestre que si c = 4 esta proposi
ión es falsa, pero para c = 7 es verdadera. ¾Quérela
ión guarda este ejer
i
io 
on el teorema 2.21?2. Sea
A = [1, 5) ∪ (6, 9].Determine si la siguiente a�rma
ión es verdadera o falsa:Para todo t < 19

2
existe r tal que t < r ≤ 19

2
.¾Que rela
ión guarda este ejer
i
io 
on el teorema 2.21?3. Sea

B = {c ∈ R : Para todo t < c existe x ∈ A tal que t < x ≤ c}.Dé toda la informa
ión que pueda a
er
a de B para 
ada uno de los siguientes valoresde A.a) A = [1, 2)b) A = {1, 2, 3, 4, 5} ∪ [9, 24)
) A = (2, 3) ∪ (3, 5]d) A = (1, 6] ∪ {7, 22
3
, 36

5
, 8}e) A = { n

n+1
: n ∈ N}4. a) Sea A un 
onjunto a
otado superiormente y c un real que satisfa
e que para todo

t < c existe r ∈ A tal que t < r ≤ c ¾Es c el supremo de A?
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onjunto a
otado superiormente y c una 
ota superior de A que ademássatisfa
e que para todo t < c existe r tal que t < r ≤ c ¾Es c el supremo de A?¾Qué rela
ión guarda este ejer
i
io 
on el teorema 2.21?5. Sea A ⊆ R un sub
onjunto a
otado inferiormente. Muestre que los siguientes enun
ia-dos son equivalentes.a) c es el ín�mo de A.b) c es una 
ota inferior de A y para todo t > c existe r ∈ A tal que c ≤ r < t.6. Sean A,B ⊆ R a
otados inferiormente. Muestre que A ∪B es a
otado inferiormente yademás que
ı́nf(A ∪ B) = mı́n{́ınf(A), ı́nf(B)}.7. Sean A y B sub
onjuntos de R a
otados superiormente tales que A ∩ B 6= ∅.a) Muestre que

sup(A ∩ B) ≤ mı́n{sup A, sup B}.b) Halle dos 
onjuntos tales que la desigualdad anterior sea una igualdad
) Halle dos 
onjuntos tales que la desigualdad anterior sea estri
ta.8. Sea A un sub
onjunto de R 
on las siguientes propiedadesa) Si x ∈ A y y < x, enton
es y ∈ A.b) A 6= ∅.
) A 6= R.d) Si x ∈ A, enton
es existe algún y ∈ A tal que x < y.Muestre que A es a
otado superiormente y que A = {r ∈ R : r < supA} (Sugeren
ia:Re
uerde que para mostrar que dos 
onjuntos X e Y son iguales se debe mostrar quetodo elemento de X pertene
e a Y y también que todo elemento de Y pertene
e a X.Es de
ir, hay que mostrar que X ⊆ Y y también que Y ⊆ X).9. Re
uerde que dados dos sub
onjuntos A,B de R de�nimos
A + B = {x + y : x ∈ A, y ∈ B}.a) Sean A y B dos sub
onjuntos de R a
otados superiormente. Muestre que

sup(A + B) = sup A + sup B.(Sugeren
ia: Para ver que sup(A + B) ≤ sup A + sup B, basta mostrar que
sup A + sup B es una 
ota superior de A + B. Por otra parte, para ver que
sup A + sup B ≤ sup(A + B), muestre que dado a ∈ A 
ualquiera, se tiene que
sup(A+B)−a es una 
ota superior de B. De esto deduz
a que sup(A+B)−sup Bes una 
ota superior para A).



2.6. LOS NÚMEROS IRRACIONALES Y LA ECUACIÓN XN = A 51b) Sean A y B dos sub
onjuntos de R a
otados inferiormente. Muestre queínf (A + B) = ínf A + ínf B.10. Sea A ⊆ R, de�nimos el 
onjunto −A de la manera siguiente
−A = {−r ∈ R : r ∈ A}.a) Suponga que A ⊆ R no es va
ío y es a
otado inferiormente. Muestre que −A estáa
otado superiormente y además que

− sup(−A) = ı́nf(A).b) Use el ejer
i
io anterior para dar otra demostra
ión de que todo 
onjunto no va
íode números reales que sea a
otado inferiormente tiene ín�mo.11. a) Sean A y B dos 
onjuntos no va
íos de números reales. Supongamos que a ≤ bpara todo a ∈ A y todo b ∈ B.Muestre que(i) sup A ≤ b para todo b ∈ B.(ii) sup A ≤ ı́nf Bb) De un ejemplo de dos 
onjuntos de números reales A y B no va
íos tales que a ≤ bpara todo a ∈ A y todo b ∈ B.12. Sean A,B dos sub
onjuntos de R tales que A ⊆ B y A 6= ∅.a) Muestre que si B es a
otado superiormente, enton
es A también lo es y en este
aso se 
umple que sup A ≤ sup B.b) De manera similar, muestre que si B es a
otado inferiormente, enton
es A tambiénlo es y además ı́nf B ≤ ı́nf A.
) Suponga que B no es a
otado superiormente (y A ⊆ B) ¾Es posible que A seaa
otado superiormente? Si su respuesta es �si�, de un ejemplo.d) ¾Existirán sub
onjuntos de R tales que A ⊆ B, B a
otado superiormente, A 6= By sup A = sup B ?2.6. Los números irra
ionales y la e
ua
ión xn
= aHemos visto que la e
ua
ión

x2 = 2no tiene solu
ión en Q. Ahora mostremos que sí la tiene en R, en otras palabras, existe unnúmero real, que se denota por √2, tal que
(
√

2)2 = 2.La prueba de este he
ho que, por ser tan 
ono
ido, pare
ería simple de mostrar, no lo es deltodo. Primero mostraremos un resultado auxiliar (se a
ostumbra a llamar lema a este tipode resultados auxiliares).



52 CAPÍTULO 2. LOS NÚMEROS REALESLema 2.24. Sea r un real tal que 0 < r < 1. Enton
es se 
umple que
(1 + r)2 < 1 + 3rDemostra
ión: Como 0 < r < 1, enton
es multipli
ando por r la segunda desigualdadobtenemos que r2 < r. Por otra parte tenemos que (1 + r)2 = 1 + 2r + r2. Por lo tanto

(1 + r)2 = 1 + 2r + r2 < 1 + 2r + r = 1 + 3r.
2Teorema 2.25. Dado un real a > 0, existe un número real b > 0 tal que b2 = a.Demostra
ión: Consideremos el 
onjunto

A = {x ∈ R : x ≥ 0, x2 ≤ a}.Es obvio que A no es va
ío pues 0 ∈ A. Veamos ahora que A es a
otado superiormente. Enefe
to, mostraremos que 1+a es una 
ota superior de A. Sea x ∈ A. Consideramos dos 
asos:(i) Si x < 1, enton
es es 
laro que x < 1 + a. (ii) Si x ≥ 1, enton
es x ≤ x2. Como x ∈ A,enton
es x ≤ a. En 
onse
uen
ia x < 1 + a.Por el axioma de 
ompletitud A tiene supremo. Sea c el supremo de A. Veremos que
c2 = a. Supongamos que no es 
ierto, es de
ir, que c2 6= a. Hay dos 
asos a 
onsiderar:(1) c2 < a y (2) a < c2. Los analizaremos por separado y veremos que ambos llevan a una
ontradi

ión.Caso 1: Supongamos que c2 < a. Primero mostraremos que c > 0. En efe
to, es fá
ilveri�
ar que a

a+1
∈ A y 
omo a

a+1
> 0 se tiene que c > 0.Mostraremos que existe t > 0 tal que c < t y t2 < a. Esto 
ontradi
e que c es una
ota superior de A. El t deseado lo bus
aremos que tenga la forma (1 + r)c 
on r > 0.Estos números son 
laramente mayores que c. Ahora lo que estamos bus
ando es unreal r > 0 tal que

[(1 + r)c]2 < a.Y esto es equivalente a
(1 + r)2 <

a

c2
.Por el lema 2.24 sabemos que para todo 0 < r < 1 se 
umple que

(1 + r)2 < 1 + 3r.Por esto, bastaría hallar r tal que 0 < r < 1 y además que
1 + 3r <

a

c2
.Veamos que si podemos elegir un real 
on esas 
ara
terísti
as. Como a−c2

3c2
> 0 podemoses
oger un real r0 tal que

0 < r0 <
a − c2

3c2



2.6. LOS NÚMEROS IRRACIONALES Y LA ECUACIÓN XN = A 53y además también podemos pedir que
r0 < 1.En resumen, sea t = c(1 + r0). De la dis
usión que a
abamos de ha
er se dedu
e que

1 + 3r0 <
a

c2
.y por lo tanto t2 < a y c < t.Caso 2: Supongamos que c2 > a. Análogamente al 
aso 1, mostraremos que existe t > 0 talque t < c y t2 > a. Como un real t 
omo el anterior pertene
e a A, esto mostraría que

c no es una 
ota superior de A lo 
ual es una 
ontradi

ión.Ahora veremos 
omo hallar t. En este 
aso t lo bus
aremos entre los números de laforma c
1+r


on r > 0, que 
laramente son todos menores que c. Es
ojamos un real r < 1tal que
0 < r <

c2 − a

3a
.De la última desigualdad se dedu
e que

3ar < c2 − a.Luego
3ar + a < c2.Fa
torizando obtenemos

a(1 + 3r) < c2.De nuevo usando el lema 2.24 obtenemos a partir de la última desigualdad que
a(1 + r)2 < c2.Por lo tanto
a <

(

c

1 + r

)2

.y esto era lo que bus
ábamos.
2El número real b dado por el teorema anterior se llama la raíz 
uadrada de a y se denotapor √

a.Los números reales que no son ra
ionales se llaman irra
ionales y se denotan 
on laletra I.
I = R \ Q.



54 CAPÍTULO 2. LOS NÚMEROS REALESYa vimos que, por ejemplo, √2 es irra
ional. Ahora mostraremos un resultado mas general.Considere la e
ua
ión
xn = a.Mostraremos que tiene solu
ión en R para todo entero positivo n y todo real positivo a.Al igual que lo he
ho para la demostra
ión de la existen
ia de la raíz 
uadrada ne
esitamosun resultado preliminarLema 2.26. Sea r un real tal que 0 < r < 1 y n un entero positivo. Enton
es se 
umple que

(1 + r)n < 1 + 3nr.Demostra
ión: La demostra
ión la haremos por indu

ión.Base de la indu

ión: Cuando n = 1 es evidente que
1 + r < 1 + 3r.Paso indu
tivo: Supongamos que

(1 + r)n < 1 + 3nr (2.4)y mostraremos que
(1 + r)n+1 < 1 + 3n+1r.En efe
to, tenemos que

(1 + r)n+1 = (1 + r)n(1 + r).Multipli
ando ambos lados de la desigualdad 2.4 por (1 + r) (que es positivo, ¾por qué?)obtenemos
(1 + r)n+1 < (1 + 3nr)(1 + r).Por otra parte, tenemos que

(1 + 3nr)(1 + r) = 1 + 3nr + r + 3nr2.Ahora bien, 
omo 0 < r < 1 enton
es r2 < r (¾por qué?) y así 3nr2 < 3nr. Además 1 < 3n,luego r < 3nr. De esto 
on
luimos que
1 + 3nr + r + 3nr2 < 1 + 3nr + 3nr + 3nr = 1 + 3n+1r.Usando la transitividad de < obtenemos de las desigualdades anteriores que

(1 + r)n+1 < 1 + 3n+1r.Y 
on esto termina la veri�
a
ión del paso indu
tivo. 2Teorema 2.27. Dado un real a > 0 y un entero positivo n, existe un número real b > 0 talque bn = a.



2.6. LOS NÚMEROS IRRACIONALES Y LA ECUACIÓN XN = A 55Demostra
ión: La demostra
ión es enteramente análoga a la del teorema 2.25. Daremossu�
iente indi
a
iones 
omo para que el le
tor interesado pueda 
ompletarla. Fijemos a > 0y un entero positivo n. Consideremos el 
onjunto
A = {x ∈ R : x ≥ 0, xn ≤ a}.

A no es va
ío pues 0 ∈ A. Muestre que A es a
otado superiormente veri�
ando que 1 + aes una 
ota superior de A. Sea c el supremo de A. Muestre, por redu

ión al absurdo, que
cn = a. Hay dos 
asos a 
onsiderar: (1) cn < a y (2) a < cn. Se analizan por separado.Caso 1: Suponga que cn < a. Muestre que c > 0. Ahora muestre que existe un real t > 0tal que c < t y tn < a y de esto deduz
a una 
ontradi

ión.El real t lo bus
aremos entre los números de la forma c(1+r) 
on r > 0. Como a−cn

3ncn > 0podemos es
oger un real r tal que 0 < r < a−cn

3ncn y además r < 1. Usando el lema 2.26y siguiendo los mismos pasos que en la demostra
ión del teorema 2.25 demuestre que
[c(1 + r)]n < a.Por lo tanto c(1 + r) ∈ A. De esto deduz
a una 
ontradi

ión.Caso 2: Suponga que cn > a. Análogamente al 
aso 1 podemos es
oger un real r < 1 talque 0 < r < cn−a

3na
. Siguiendo los mismos pasos que la demostra
ión del teorema 2.25(
aso 2) muestre que

a <

(

c

1 + r

)n

.Como ( c
1+r

) < c, enton
es c no es el supremo de A.
2Dado un real a > 0 y un entero positivo n, el real b > 0 tal que bn = a, dado por elteorema 2.27, se llama la raíz n-ésima de a y se denota por

n
√

a.El he
ho que no exista un ra
ional 
uyo 
uadrado sea 2 no se debe a que el 2 tenga algoespe
ial. En este sentido el siguiente resultado es más general.Proposi
ión 2.28. Sean n, a ∈ N. Si existe un ra
ional r tal que rn = a, enton
es existeun natural m tal que mn = a.Demostra
ión: Sean p, q ∈ N tales que
(

p

q

)n

= ay mcd(p, q) = 1. Enton
es pn = aqn, por lo tanto qn|pn. Pero mcd(pn, qn) = 1 (¾por qué?),enton
es qn = 1 y por lo tanto pn = a.



56 CAPÍTULO 2. LOS NÚMEROS REALES
2De lo di
ho anteriormente se 
on
luye que los siguiente números son irra
ionales

4
√

21,
3
√

15,
7
√

2Para 
on
luir esta se

ión, daremos la de�n
ión de aq para un ra
ional q y un real a > 0.De�ni
ión 2.29. Sea a un real positivo y q un ra
ional 
ualquiera. De�nimos
aqde la manera siguiente:1. a0 = 1.2. Si q = m

n

on n,m > 0, enton
es aq = n

√
am.3. Si q = −m

n
y 
on n,m > 0, enton
es aq = n

√

1
am .Por ejemplo:

3
2
3 =

3
√

32 =
3
√

9.Ejer
i
ios 2.61. Demuestre que los siguiente números son irra
ionales:a) √
3,
√

5 , √6b) 3
√

2 y 3
√

3
) √
2 +

√
3 + 2d) √

6 −
√

2 −
√

32. ¾Para 
uáles naturales n existe un ra
ional r tal que rn = n?3. Use la proposi
ión 2.28 para determinar para 
uáles naturales n y a se 
umple que n
√

aes irra
ional.4. a) Si a es ra
ional y b es ra
ional, ¾Es a + b ne
esariamente ra
ional? ¾Y si a ó b esirra
ional?b) Si a es ra
ional y b es irra
ional, ¾es ab ne
esariamente irra
ional?
) ¾Existe algún número real a tal que a2 es irra
ional pero a4 es ra
ional?d) Determine si la suma de irra
ionales es irra
ional.e) ¾Existen dos números irra
ionales tales que tanto su suma 
omo su produ
to seanra
ionales?f ) Sea a un número irra
ional, ¾Es a−1 irra
ional?



2.6. LOS NÚMEROS IRRACIONALES Y LA ECUACIÓN XN = A 575. Sean x, y ∈ R 
on x < y. Muestre que existe un real r > 0 tal que y = (r + 1)x.6. Sean a, b, c números reales. Suponga que b2 − 4ac > 0. Muestre que los siguientes dosreales
−b +

√
b2 − 4ac

2a
y −b −

√
b2 − 4ac

2a
umplen 
on la e
ua
ión
ax2 + bx + c = 0.7. Sean a, b, c y d ra
ionales y x un irra
ional tal que cx + d 6= 0. Muestre que

ax + b

cx + des irra
ional si, y sólo si, ad 6= bc.8. a) Sea r ∈ R 
on 0 < r < 1. Muestre que 0 < rn < r para todo entero n > 1.b) Sea r ∈ R 
on 1 ≤ r. Muestre que r ≤ rn para todo entero n ≥ 1.
) Sean a, b reales positivos 
on a < b. Muestre que a2 < b2.d) En general, muestre que si 0 < a < b, enton
es an < bn para todo entero n > 1(Sugeren
ia: Re
uerde que bn − an = (b − a)(bn−1 + bn−2a + · · · + ban−2 + an−1)).9. Sea x un real positivo. Muestre que
√

x + 1 −√
x <

1

2
√

x
<

√
x −

√
x − 1.(Sugeren
ia: 1 = (

√
x + 1 −√

x)(
√

x + 1 +
√

x))10. (Desigualdad de Bernoulli) Sea r ∈ R, 
on r > −1, r 6= 0 y n > 1 un entero. Enton
es
(1 + r)n > 1 + nr(Sugeren
ia: Use indu

ión).11. Sean x e y reales. Muestre que

2xy ≤ x2 + y2 y 4xy ≤ (x + y)2.12. Sean x e y reales positivos. Muestre que
√

xy ≤ x + y

2
.13. Sea x un real positivo. Muestre que

2 ≤ x +
1

x
.



58 CAPÍTULO 2. LOS NÚMEROS REALES14. Sean a y b dos reales positivos. Muestre que
(

1
1
a

+ 1
b

)2

≤ a · b
4

.15. Dados x, y ∈ R 
on x < y, muestre que existe r ∈ R tal que x <
√

5r < y.16. Dados x, y ∈ R 
on x < y, muestre que existe r ∈ R tal que x < 1√
7r

< y.17. Considere las siguientes fun
iones de R en R: g(x) = x2 y
h(x) =

{

0 , si x es ra
ional
1 , si x es irra
ional.Determine para 
uáles reales x se 
umple que h(x) ≤ g(x)18. Considere la fun
ión

h(x) =

{

0 , si x es ra
ional
1
x

, si x es irra
ional.Determine para 
uáles reales x se 
umple que h(x) ≤ x.2.7. Q es denso en RVeremos en seguida una 
onse
uen
ia interesante de la propiedad Arquimediana: entre
ada dos reales existe un ra
ional. Este he
ho es muy importante, pues nos indi
a que losnúmeros reales se pueden aproximar 
on ra
ionales y la aproxima
ión se puede lograr 
on lapre
isión que se desee.Antes de mostrar lo di
ho anteriormente ne
esitamos de�nir la parte entera de un númeroreal y para ello ne
esitaremos el siguiente resultado.Teorema 2.30. Sea r ∈ R. Existe un úni
o entero m tal que
m ≤ r < m + 1.Demostra
ión: Primero probaremos el resultado suponiendo que r ≥ 0 y después analizare-mos los 
asos restantes. Consideremos el siguiente 
onjunto:

A = {n ∈ N : r < n}.Como N no es a
otado superiormente sabemos que A no es va
ío (¾ por qué?). Por el prin
ipiode buena ordena
ión para N sabemos que A tiene un primer elemento que denotaremos 
on
n0. Notemos que n0 − 1 ≥ 0 (¾por qué?) y 
omo n0 − 1 6∈ A, enton
es 
on
luimos que
n0 − 1 ≤ r. Por esto m = n0 − 1 es el entero bus
ado.Ahora analizaremos el 
aso r < 0. Como −r > 0 , enton
es por lo visto arriba sabemosque existe un entero n tal que n ≤ −r < n + 1. Tenemos enton
es que −n − 1 < r ≤ −n,luego hay dos 
asos posibles: (a) Si r es un entero, tomamos m = r que 
laramente satisfa
e



2.7. Q ES DENSO EN R 59los deseado. (b) Si r no es un entero, enton
es tomamos m = −n− 1 que ya vimos satisfa
eque −n − 1 ≤ r < −n.Por último mostraremos que existe un úni
o entero m 
on esas propiedades. Supongamosque m y m′ son enteros tales que ambos satisfa
en que m ≤ x < m + 1 y m′ ≤ x < m′ + 1.Enton
es tenemos que m < m′ +1 y también que m′ < m+1. Luego m ≤ m′ y m′ ≤ m, porlo tanto m = m′.
2De�ni
ión 2.31. Para 
ada real r el entero m dado por el teorema 2.30 se llama la parteentera de r y se denota por [r]. En otras palabras, la parte entera [r] es el úni
o entero quesatisfa
e

[r] ≤ r < [r] + 1.

2Ejemplo 2.32. 1. La parte entera de 3
2
es 1, en símbolos, [3

2
] = 1. Pues es 
laro que

1 ≤ 3
2

< 2.2. [−4
3
] = −2, pues −2 ≤ −4

3
< −1.3. Sea n un entero, enton
es de la de�ni
ión de la parte entera es 
laro que [n] = n. Porejemplo, [4] = 4, [−57] = −57.

2Ahora podemos mostrar que los ra
ionales son densos en R. Este es una propiedad fun-damental del orden de los números reales.Teorema 2.33. (Densidad de Q) Dados dos reales r, s 
on r < s, existe un ra
ional q talque r < q < s.Demostra
ión: Como s − r > 0, por el 
orolario 2.15 existe un entero positivo n0 tal que
1

n0

< s − r. (2.5)Considere la parte entera de nr0, es de
ir, el entero [n0r]. Tenemos enton
es
[n0r] ≤ n0r < [n0r] + 1. (2.6)De (2.5) se tiene que

n0r + 1

n0

< sy (2.6) se tiene que
r <

[n0r] + 1

n0

≤ n0r + 1

n0



60 CAPÍTULO 2. LOS NÚMEROS REALESDe lo anterior 
on
luimos que el ra
ional bus
ado es
[n0r] + 1

n0

2En resultado anterior nos di
e, por ejemplo, que dado un real r 
ualquiera y un natural
n existe un ra
ional q tal que

r < q < r +
1

10n+1esto quiere de
ir que q y r están muy 
er
a. La diferen
ia entre ellos es menor que 1
10n+1 , porlo tanto las primeras n 
ifras de sus respe
tivas expansiones de
imales 
oin
iden.Ejer
i
ios 2.71. Sean x, y ∈ R. Suponga que para todo r > 0 se 
umple que x ≤ y + r. Muestre que

x ≤ y. (Sugeren
ia: Suponga lo 
ontrario y use el 
orolario 2.15).2. Dados x, y ∈ R 
on 0 < x < y, muestre que existe r ∈ Q tal que
1

y
<

1

r
<

1

x
.3. Dado x > 1, muestre que existe un ra
ional y > 1 tal que

1 +
45

y
< x.4. Sean x, y, z ∈ R tales que x < y < z. Muestre que existe r ∈ Q tal que

x <

(

z − x

y − x

)

r < y.5. Sean x, y ∈ R 
on x < y. Muestre que existe z ∈ R+ tal que x + w < y para todo
w ≤ z.6. Dado x < 7, muestre que existe y < −1 y z < 8 tal que x = y + z.7. Muestre que para todo x ∈ R existen y, z ∈ R tales que y < 3, z > 6 y x = y + z.8. Sea x un número real tal que 2 < x < 5, muestre que existen dos números reales a, btales que 1 < a < 3, 1 < b < 2 y x = a + b.9. Sea x un número real tal que 1 < x < 6, muestre que existen dos números reales a, btales que 1 < a < 3, 1 < b < 2 y x = ab.10. Sea A ⊆ R a
otado superiormente y c una 
ota superior de A. Muestre que las siguientesa�rma
iones son equivalentes:



2.8. SUBCONJUNTOS DENSOS DE R 61(i) c es el supremo de A.(ii) Para todo r ∈ Q+ existe x ∈ A tal que c − r < x ≤ c.11. Sean r, s ∈ R y n ∈ N 
on n > 0. Muestre quea) [r + s] ≥ [r] + [s]b) [[r]/n] = [r/n]12. Sean
A =

[

(
√

2, 6) ∪ (6, +∞)
]

∩ Q

B = {c ∈ R : Para todo t > c existe x ∈ A tal que c ≤ x < t}.Determine todos los elementos de B.2.8. Sub
onjuntos densos de RDe�niremos ahora la no
ión de sub
onjunto denso de R de manera análoga a 
omo lohi
iéramos para los ra
ionales (ver la de�ni
ión 1.26).De�ni
ión 2.34. Sea D ⊆ R, diremos que D es denso en R si para todo par de reales r, s
on r < s, existe un elemento d ∈ D tal que r < d < s.El teorema 2.33 nos di
e que Q es un sub
onjunto denso de R. Existen mu
hos sub
on-juntos de R que son densos. Veremos a 
ontinua
ión que el 
onjunto de los irra
ionales esuno de ellos.Teorema 2.35. El 
onjunto de los números irra
ionales es denso en R.Demostra
ión: Sabemos que √2 es un irra
ional. Mostraremos primero que el siguiente 
on-junto es denso en R

D = {q
√

2 : q ∈ Q}.Y a partir de esto mostraremos que el 
onjunto de los irra
ionales es denso en R. Sean r, sreales tales que s < r. Mostraremos que existe un elemento a en D tal que s < a < r. Como
1/
√

2 > 0 (¾por qué?) se tiene que s/
√

2 < r/
√

2. Como Q es denso en R (por el teorema2.33) sabemos que existe un ra
ional q tal que
s/
√

2 < q < r/
√

2.Y de esto se obtiene que
s <

√
2 · q < r.Como √

2 · q ∈ D, enton
es 
on
luimos que D es denso en R.Observemos ahora que
D \ {0} ⊆ I.En efe
to, para 
ualquier ra
ional q distinto de 0 el número √

2 · q no puede ser ra
ional: silo fuera, enton
es √2 también sería ra
ional (¾por qué?).



62 CAPÍTULO 2. LOS NÚMEROS REALESMostremos que I es denso en R. Sean r, s ∈ R tales que r < s. Como D es denso en Renton
es existe t ∈ D tal que r < t < s. Si t 6= 0, ya observamos que D \ {0} ⊆ I por lotanto t ∈ I. En el 
aso que t = 0, usamos de nuevo el he
ho que D es denso para obtener
t′ ∈ D tal que r < t′ < 0 < s y ahora t′ es irra
ional. 2Ejer
i
ios 2.81. Muestre que los siguientes 
onjuntos son densos en Ra) {q

√
5 : q ∈ Q}.b) {q +
√

2 : q ∈ Q}.
) {q −
√

3 : q ∈ Q}2. Determine si los siguientes 
onjuntos son densos en R.a) R \ {7}b) {r ∈ R : r ≤ 6} ∪ {r ∈ R : 10 ≤ r}
) {1,
√

2,
√

5, 5
√

3}d) Ne) Zf ) { 1
2n : n ∈ N}g) {± 1

2n : n ∈ N}h) {m + 1
n

: m,n ∈ Z n 6= 0}i) {m ± 1
2n : m ∈ Z, n ∈ N}j ) R \ Z3. Muestre que el siguiente 
onjunto es denso en R

{ m

10n
: m ∈ Z, n ∈ N

}

.(Sugeren
ia: Use la proposi
ión 1.32)4. Determine si las siguientes a�rma
iones son verdaderas. Justi�que su respuesta, esde
ir, de una prueba en 
aso de ser verdadera y un 
ontraejemplo en 
aso de ser falsa.a) Sea D ⊆ Q. Si D es denso en R, enton
es D es denso en Q.b) Sea D ⊆ Q. Si D no es denso en R, enton
es D no es denso en Q.
) Sea D ⊆ R. Si D es denso en R, enton
es D es denso en Q.d) Sean E ⊆ D ⊆ R tales que E es denso en R. Muestre que D es también denso en
R.e) Existen dos sub
onjuntos D,E de R que no son densos, pero tal que D ∪ E esdenso.



2.8. SUBCONJUNTOS DENSOS DE R 635. Sea D ⊆ R un sub
onjunto denso en R. Sea r ∈ R un real 
ualquiera distinto de 0.De�nimos
rD = {rx : x ∈ D} y D + r = {r + d : d ∈ D}.a) Muestre que rD y r + D son densos en R. En parti
ular 
on
luya que el 
onjuntode todos los números reales de la forma q

√
2 
on q un ra
ional es denso. Igual-mente, 
on
luya que el 
onjunto de los reales de la forma q +

√
2 es denso en R .(Sugeren
ia: Ver la demostra
ión de que los irra
ionales son densos en R).b) Muestre que (Q +

√
2) ∩ (Q +

√
3) = ∅.
) Muestre que si r es un irra
ional, enton
es (Q + r) ∩ Q = ∅.d) De los ejer
i
ios anteriores deduz
a que existen tres sub
onjuntos densos E, F y

G de R tales que E ∩ F = ∅, F ∩ G = ∅ y E ∩ G = ∅.6. Muestre que si D es denso en R, enton
es para 
ualquier 
onjunto no va
ío E ⊆ R el
onjunto D + E es denso en R.7. Muestre
Q + (0, 1) = R.8. Sea D ⊆ R denso y a < b reales. Muestre que
D + (a, b) = R.9. Sea E ⊆ R tal que Q + E = R. Muestre que E ∩ Q 6= ∅.



64 CAPÍTULO 2. LOS NÚMEROS REALESEjer
i
ios suplementarios para el Capítulo 21. Determinar si los siguientes sub
onjuntos de R son a
otados superiormente y/o a
ota-dos inferiormente, en 
aso que lo sean, hallar su supremo y/o su ín�mo. Determinar sitienen máximo y/o mínimo.a) {3n+5
7n+8

: n ∈ N} (Ayuda: El ín�mo es 3
7
)b) { 3n+5

7n+12
: n ∈ N} (Ayuda: El supremo es 3

7
)
) {7n+8

3n+5
: n ∈ N} (Ayuda: El supremo es 7

3
)d) {7n+12

3n+5
: n ∈ N} (Ayuda: El ín�mo es 7

3
)e) { 3−n2

5−2n2 : n ∈ N}f ) { 3−n2

7−2n2 : n ∈ N}g) {5−2n2

3−n2 : n ∈ N}h) {7−2n2

3−n2 : n ∈ N}i) { 3−n2

6−2n2 : n ∈ N}j ) {7 − (−1)n

n2+1
: n ∈ N}k) {7 + (−1)n

n2+1
: n ∈ N}l) {2n2+n+1

3n2+n+1
: n ∈ N}m) {2q2+5q+3

3q2−q+8
: q ∈ Q, q ≥ 1}n) {3x2+5

7x2+8
: x ∈ R, x ≥ 1}ñ) { 3

x−1
: x > 1, x ∈ R}o) { 3

x−1
: x < 1, x ∈ R}p) { 1

2n : n ∈ N}q) {1 − 1
n+8

: n ∈ N y n ≥ 1}r) {8 − 2
2n+1−1

: n ∈ N}s) {5x : x ∈ Z}t) {(−5)x : x ∈ Z}u) {nn : n ∈ N}v) { 1
nn : n ∈ N}w) {3n+(−1)n5

7n+8
: n ∈ N}



Capítulo 3Rela
ionesEn este 
apítulo introdu
iremos el 
on
epto de rela
ión sobre un 
onjunto. Este es un
on
epto importante en matemáti
as. Para nosotros su mayor utilidad reside en que él se basala de�ni
ión de fun
ión que veremos en un 
apítulo posterior y por esto, si hay limita
ionesde tiempo, basta leer hasta la se

ión 3.3. Como ejemplo del uso del 
on
epto de rela
ión,in
luimos un breve introdu

ión a la no
ión de grafo.3.1. El produ
to CartesianoEn esta se

ión introdu
iremos otra opera
ión entre 
onjuntos. Sean A y B dos 
onjuntosninguno de ellos va
ío. Para 
ada a ∈ A y 
ada b ∈ B formamos el par ordenado
(a, b).El elemento a se llama la primera 
omponente del par ordenado (a, b) y b la segunda
omponente. La 
ole

ión de todos los pares ordenado (a, b) 
on a ∈ A y b ∈ B se llama elprodu
to Cartesiano 1 de A por B y se denota por A × B.

A × B = {(a, b) : a ∈ A y b ∈ B}.Como su nombre lo indi
a, el orden en un par ordenado es importante pues dos paresordenados (a, b) y (c, d) son iguales si se 
umple que a = c y b = d.
(a, b) = (c, d) si, y sólo si, a = c y b = d.1La palabra Cartesiano ha
e referen
ia al nombre del �lósofo y matemáti
o fran
és René Des
artes (1596-1650) quién fué el 
reador de la geometría analíti
a.65



66 CAPÍTULO 3. RELACIONESEjemplo 3.1. Veamos 
omo se usa la de�ni
ión de igualdad de pares ordenados. Mostraremosque (a, b) = (b, a) si, y sólo si a = b. Debemos mostrar dos 
osas: (i) Supongamos que
(a, b) = (b, a), enton
es por la de�ni
ión de igualdad de pares ordenados obtenemos que
a = b. (ii) Supongamos que a = b, enton
es las primeras y segundas 
omponentes de (a, b) y
(b, a) son iguales y por lo tanto (a, b) = (b, a). 2Ejemplos 3.2. 1. Sea A = {1, 2} y B = {p, q, r} Enton
es tenemos que

A × B = {(1, p), (1, q), (1, r), (2, p), (2, q), (2, r)}.2. Sea A = B = {1, 2} Enton
es
A × B = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.Observe que (1, 2) 6= (2, 1) a diferen
ia de lo que o
urre 
on los 
onjuntos donde elorden no es importante, pues {1, 2} = {2, 1}. El par (1, 1) es legítimo, en 
ambio el
onjunto {1, 1} es en realidad el 
onjunto {1} pues no ha
e falta repetir los elementos.En algunos libros los pares ordenados se denotan por < 1, 2 > para evitar una posible
onfusión 
on el intervalo (1, 2) de la re
ta real. Nosotros mantendremos la nota
iónmás tradi
ional de (a, b) para pares ordenados pues el 
ontexto siempre a
larará a quénos estamos re�riendo.3. El produ
to 
artesiano de un 
onjunto A 
onsigo mismo también se a
ostumbra denotarpor A2 en lugar de A × A.4. Si A tiene un sólo elemento, digamos {a}, también podemos formar A×B y obtenemos

{a} × B = {(a, b) : b ∈ B}.
2Los pares ordenados y el produ
to 
artesiano son muy útiles para modelar situa
ionesreales. A 
ontinua
ión damos un ejemplo que ilustra lo que a
abamos de de
ir.Ejemplo 3.3. Si se tira dos ve
es una moneda al aire y 
onvenimos en representar 
on laletra c si sale �
ara� y 
on s si sale �sello�, enton
es todos los resultados posibles son: cs,

cc, ss y sc. Podemos usar el produ
to 
artesiano {c, s} × {c, s} para representar todas lasposibilidades
{c, s} × {c, s} = {(c, s), (c, c), (s, s), (s, c)}.

2Ejemplo 3.4. Mostraremos que
A × (B ∪ C) = (A × B) ∪ (A × C).Debemos veri�
ar dos 
osas:(i) A × (B ∪ C) ⊆ (A × B) ∪ (A × C) y(ii) (A × B) ∪ (A × C) ⊆ A × (B ∪ C).



3.1. EL PRODUCTO CARTESIANO 67(i) Sea (x, y) ∈ A × (B ∪ C), enton
es x ∈ A y y ∈ (B ∪ C). Luego hay dos 
asos a
onsiderar:Caso a: Supongamos que y ∈ B. Enton
es 
omo x ∈ A, se tiene que (x, y) ∈ A×B, y porlo tanto (x, y) ∈ (A × B) ∪ (A × C).Caso b: Supongamos y ∈ C. Enton
es 
omo x ∈ A, se tiene que (x, y) ∈ A × C, y por lotanto (x, y) ∈ (A × B) ∪ (A × C).(ii) Sea (x, y) ∈ (A × B) ∪ (A × C). Enton
es hay dos 
asos a 
onsiderar:Caso a: Supongamos (x, y) ∈ A × B. Enton
es x ∈ A y y ∈ B. Por lo tanto y ∈ B ∪ C yen 
onse
uen
ia (x, y) ∈ A × (B ∪ C).Caso b: Supongamos (x, y) ∈ A × C. Enton
es x ∈ A y y ∈ C. Por lo tanto y ∈ B ∪ C yen 
onse
uen
ia (x, y) ∈ A × (B ∪ C).
2Ejemplo 3.5. Hay otra forma de presentar las demostra
iones en el álgebra de 
onjuntos.El ejemplo anterior lo podemos presentar de la manera siguiente. Para probar la igualdadque queremos, debemos mostrar que

(x, y) ∈ A × (B ∪ C) ⇔ (x, y) ∈ (A × B) ∪ (A × C).Iremos mostrando una serie de equivalen
ias y la última de ellas será la deseada.
(x, y) ∈ A × (B ∪ C) ⇔ x ∈ A y y ∈ B ∪ C

⇔ x ∈ A y (y ∈ B ó y ∈ C)
⇔ (x ∈ A y y ∈ B) ó (x ∈ A y y ∈ C)
⇔ (x, y) ∈ A × B ó (x, y) ∈ A × C
⇔ (x, y) ∈ (A × B) ∪ (A × C).Observe que en el segundo y ter
er paso hemos introdu
ido los paréntesis para evitarambigüedad lógi
a 
on los 
one
tivos. En el ter
er paso hemos usado la ley distributiva dela lógi
a proposi
ional que di
e lo siguiente

p ∧ (q ∨ r) ⇐⇒ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r).

2Ejemplo 3.6. (El plano Cartesiano) El 
onjunto R2 que 
onsiste de todos los pares orde-nados de números reales sirve para representar un plano. El 
onjunto R2 generalmente serepresenta por un sistema de 
oordenadas, llamadas pre
isamente 
oordenadas Cartesianas.
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b

x

y

(x, y)

2

Ejemplos 3.7. Podemos de�nir sub
onjuntos interesantes de R2 usando ×.1. Consideremos el intervalo de la re
ta real [0, 1] que 
onsiste de todos los números reales
x tales que 0 ≤ x ≤ 1. El produ
to 
artesiano [0, 1] × [0, 1] tiene una interpreta
ióngeométri
a: un 
uadrado de lado 1.

(0, 0) (1, 0)

(1, 1)(0, 1)

2. Sea A el intervalo 
errado [1, 3] y B el intervalo abierto (1, 3). El 
onjunto A × R serepresenta de la siguiente manera.
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(0, 0) (1, 0) (2, 0) (3, 0)

A × R

b b b

y el 
onjunto R × B se representa de la siguiente manera
R × B

b

b

b

(0, 0)

(0, 1)

(0, 2)

(0, 3)

Considere ahora el 
onjunto (A × R) ∩ (R × B).
[1, 3] × (1, 3)

bc bc

bcbc

b b b

b

b

b

1

2

3
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2Podemos formar el produ
to 
artesiano de tres 
onjuntos: A × B × C. Para esto seintrodu
e el 
on
epto de una tripleta ordenada (a, b, c) donde a ∈ A, b ∈ B y c ∈ C.

A × B × C = {(x, y, z) : x ∈ A, y ∈ B, z ∈ C}.Al igual que 
on el produ
to 
artesiano de dos 
onjuntos, se a
ostumbra a es
ribir
A3.en lugar de A × A × A.Ejemplos 3.8. 1. (El espa
io tridimensional) El 
onjunto R3 que 
onsiste de todas lastripletas ordenadas de números reales se usa para representar el espa
io tridimensional.2. (El 
ubo) El 
onjunto [0, 1]× [0, 1]× [0, 1] tiene una interpreta
ión geométri
a natural:El 
ubo de lado 1.

(0, 0, 0)

(1, 1, 0)

(0, 1, 0)

(1, 1, 1)

(0, 0, 1)

(1, 0, 1)

(1, 0, 0)

b

b

b

b

b

b

b

b

b b b b b b b bb

b

b

b

b

b

2Ejer
i
ios 3.11. Sean A = {1, 2}, B = {−1,−2,−3}, C = {a, b, c}, D = {4} y E = {1, 2, 3}.



3.1. EL PRODUCTO CARTESIANO 71a) Determine por extensión los siguientes 
onjuntos(i) A × B (ii) A × B × C (iii) B × A(iv) A × C × A (v) A3 (vi) B2 × Db) Muestre que A × B ⊆ E × B.
) Muestre que (A × B) ∩ (B × B) = ∅.d) Muestre que A × B 6= B × A.2. Represente en el plano Cartesiano los siguientes 
onjuntosa) [0, 4] × [−1, 2)b) (3, 6) × (3, 7)
) (1, 4] × (3, +∞)d) [0, 2) × Re) R × [1, 3]f ) ([0, 2) × R) ∩ (R × [1, 3])3. ¾Cual �gura geométri
a se podría representar 
on los siguientes 
onjuntos?a) [0, 1] × {1}b) [0, 1] × {0} ∪ [0, 1] × {1} ∪ {0} × [0, 1] ∪ {1} × [0, 1]4. Men
ionamos en el texto que un 
ubo se puede modelar 
on el 
onjunto
[0, 1] × [0, 1] × [0, 1].¾A que parte del 
ubo 
orresponden los siguientes 
onjuntos?:a) [0, 1] × [0, 1] × {1}b) [0, 1] × {1} × {0}
) {1} × [0, 1] × [0, 1]5. Sean A,B y C 
onjuntos, muestre las siguiente a�rma
iones:a) A × (B ∩ C) = (A × B) ∩ (A × C),b) A × (B \ C) = (A × B) \ (A × C),
) Si A ⊆ B, enton
es A × C ⊆ B × C,d) A × ∅ = ∅.6. En los siguientes ejer
i
ios daremos una �prueba� que debe ser 
orregida. Asigne una Csi es 
ompletamente 
orre
ta, una I si es 
ompletamente in
orre
ta (es de
ir, si todaslas a�rma
iones he
has en la prueba son falsas o si la idea prin
ipal de la prueba esin
orre
ta) y una P si la respuesta es par
ialmente 
orre
ta (es de
ir si algunas de lasa�rma
iones in
luidas en la prueba son 
orre
tas). Justi�que su respuesta si asigna Po I.



72 CAPÍTULO 3. RELACIONESa) A�rma
ión: (A × B) ∪ C = (A × C) ∪ (B × C).�Prueba�:
x ∈ (A × B) ∪ C si, y sólo si x ∈ A × B ó x ∈ Csi, y sólo si x ∈ A y x ∈ B ó x ∈ Csi, y sólo si x ∈ (A × C) ∪ (B × C)

2b) A�rma
ión: Si A × B = A × C y A 6= ∅, enton
es B = C.�Prueba�:
A × B

A
=

A × C

Apor lo tanto B = C 2
) A�rma
ión: Si A × B = A × C y A 6= ∅, enton
es B = C.�Prueba�: Mostraremos primero que B ⊆ C. Sea b ∈ B. Como A 6= ∅ es
ogemos
a ∈ A. Enton
es (a, b) ∈ A × B. Luego por hipótesis tenemos que (a, b) ∈ A × Cy por lo tanto b ∈ C. Esto muestra que B ⊆ C. La prueba de que C ⊆ B esanáloga. 27. Todos los 
on
eptos usados en matemáti
as pueden ser expresados en términos de
onjuntos. Por ejemplo, el 
on
epto de par ordenado puede ser de�nido de la manerasiguiente: Dados a ∈ A y b ∈ B, se de�ne < a, b > (usaremos provisionalmente estanota
ión) 
omo el 
onjunto

{{a}, {a, b}}.Esta de�ni
ión satisfa
e la propiedad fundamental de los pares ordenados, a saber,
< a, b >=< c, d > si, y sólo si, a = c y b = d.a) Sea A = {1, 2} y B = {3, 4}. Determine todos los elementos de {< a, b >: a ∈

A y b ∈ B}.b) Muestre que para 
ada a ∈ A y b ∈ B se 
umple que < a, b >∈ P(P(A ∪ B))
) Muestre que < a, b >=< c, d > si y sólo si a = c y b = d.3.2. Rela
ionesLa no
ión de rela
ión es usada fre
uentemente en la vida diaria. Un ejemplo muy �famil-iar� es la rela
ión �ser padre de�. Veamos otros ejemplos de rela
iones antes de introdu
ir lade�ni
ión matemáti
a.Ejemplo 3.9. Consideremos la 
ole

ión C de todas las 
iudades de Venezuela. Diremosque dos 
iudades c y d están rela
ionadas si se puede viajar (no importa 
on que línea aérea)de c a d sin ha
er es
alas. Denotaremos este he
ho 
on el símbolo cRd. Por ejemplo,Cara
as R Mérida y Cara
as R Porlamar



3.2. RELACIONES 73pero no es 
ierto que Mérida R Porlamar. Cada par de 
iudades rela
ionadas c y d puedeser 
onsiderado 
omo el par ordenado (c, d). La rela
ión R la podemos enton
es representar
omo el siguiente 
onjunto de pares ordenados:
R = {(c, d) ∈ C × C : Existe un vuelo sin es
alas de c a d}.Por ejemplo, tenemos que (Cara
as,Mérida) ∈ R y (Mérida,Porlamar) 6∈ R.Las bases de datos de las líneas aéreas y agen
ias de viajes guardan la informa
ión sobrelos vuelos de la manera en que la hemos presentado en este ejemplo (esas bases de datos se
ono
en 
omo bases de datos rela
ionales). 2Ejemplo 3.10. Consideremos la rela
ión < de orden estri
to entre números naturales.Podemos representar esta rela
ión 
omo una 
ole

ión de pares ordenados de la manerasiguiente:

R = {(n,m) ∈ N × N : n < m}.Por ejemplo, (3, 5) ∈ R y (4, 2) 6∈ R. Por supuesto que ésta no es la manera usual de expresarla rela
ión de orden, pero nos sirve para motivar la de�ni
ión que daremos a 
ontinua
ión.
2 Los dos ejemplos que hemos presentado tienen en 
omún que la rela
ión en 
uestión fuerepresentada en términos de 
ole

iones de pares ordenados y esto es la 
lave de la siguientede�ni
ión.De�ni
ión 3.11. Una rela
ión entre dos 
onjuntos A y B es un sub
onjunto de A × B.En este 
aso diremos que R es una rela
ión de A en B.Observe que de
ir que R es una rela
ión de A en B no es lo mismo que de
ir que R esuna rela
ión de B en A. Las rela
iones entre dos 
onjuntos se 
ono
en también por el nombrede rela
iones binarias. Cuando A es igual a B diremos que R es una rela
ión sobre A.El 
on
epto de rela
ión in
luye mu
has posibilidades 
omo veremos en los ejemplos a
ontinua
ión.Ejemplos 3.12. 1. Sea A = {1, 2}, B = {3, 4} y R = {(1, 3), (1, 4)}. Tenemos que R esuna rela
ión entre A y B. Pero R no es una rela
ión entre B y A.2. El 
onjunto va
ío es otro ejemplo de rela
ión. Esta rela
ión se di
e que es trivial puesen realidad no rela
iona a ningún elemento de A 
on ninguno de B.3. Otro ejemplo de una rela
ión de A en B 
onsiste en tomar todos los pares ordenados

(a, b) ∈ A×B. Es de
ir, si ponemos R igual a A×B, tenemos que R es una rela
ión de
A en B. Según esta rela
ión 
ada uno de los elementos de A está rela
ionado 
on 
adauno de los elementos de B (¾Puede imaginarse un ejemplo de la vida diaria donde sede esta situa
ión?).4. La rela
ión de divisibilidad: sean a, b enteros 
on a 6= 0, diremos que a está rela
ionado
on b (y es
ribimos a|b) si existe un entero k tal que b = ka. Por ejemplo, 3|6 y 4 6 |6.



74 CAPÍTULO 3. RELACIONES5. Sea A un 
onjunto 
ualquiera. De�nimos una rela
ión binaria entre A y P(A) de lamanera siguiente
R = {(x,B) ∈ A × P(A) : x ∈ B}.Enton
es (x,B) está en R pre
isamente 
uando x ∈ B. Es de
ir, ∈ rela
iona los ele-mentos de A 
on los elementos de P(A).Por ejemplo, en el 
aso que A = {1, 2, 3} tenemos que
(3, {1, 3}) ∈ R y (2, {1, 3}) 6∈ R.6. La rela
ión de sub
onjunto ⊆. Para adaptar este ejemplo a la de�n
ión 3.11 trabajare-mos 
on sub
onjuntos de un 
onjunto universal U . De�nimos R de la manera siguiente:

R = {(C,D) ∈ P(U) × P(U) : C ⊆ D}.Dados dos sub
onjuntos C,D de U , se 
umple que C ⊆ D si y solamente si (C,D) ∈ R.Observe que R es una rela
ión sobre P(U).Por ejemplo, en el 
aso que U = N, tenemos que
({1, 2}, {1, 2, 3}) ∈ R y ({1, 2}, {1, 3}) 6∈ R.

2Si R es una rela
ión binaria, también es
ribiremos
xRy
uando x e y están rela
ionados según R, es de
ir, si (x, y) ∈ R. Es muy fre
uente que lasrela
iones se denoten 
on un símbolo espe
ial. Por ejemplo la rela
ión de orden estri
to <,la rela
ión de divisibilidad |, la de pertenen
ia ∈, la de sub
onjunto ⊆, et
.En mu
hos 
asos es importante 
ono
er 
uáles elementos de A realmente están rela
iona-dos 
on algún elemento de B. Y también es útil saber para 
uáles elementos de B existealguno de A rela
ionado 
on él. Estas ideas las pre
isamos a 
ontinua
ión.De�ni
ión 3.13. Sea R una rela
ión binaria entre los 
onjuntos A y B. El dominio de R,denotado por dom(R), es el 
onjunto formado por todos aquellos elementos a de A tales que

(a, b) está en R para algún b en B.El rango de R, denotado por rango(R), es el 
onjunto formado por todos aquellos ele-mentos b de B tales que (a, b) está en R para algún a en A.Usando otra nota
ión podemos expresar las no
iones de rango y dominio de una rela
iónde la siguiente manera:
dom(R) = {a ∈ A : aRb para algún b ∈ B}

rango(R) = {b ∈ B : aRb para algún a ∈ A}.



3.2. RELACIONES 75Ejemplo 3.14. Sea A = {1, 2}, B = {3, 4} y R = {(1, 3), (1, 4)}. Enton
es por inspe

ióntenemos que dom(R) = {1} y rango(R) = {3, 4}Dejemos A y B 
omo en ejemplo anterior, es de
ir, A = {1, 2} y B = {3, 4}. Pero ahoratomemos 
omo R al 
onjunto {(1, 3), (2, 3)}. Enton
es por inspe

ión tenemos que dom(R) =
{1, 2} y rango(R) = {3}. Este ejemplo muestra que el rango y el dominio dependen de larela
ión R que estemos estudiando. 2Ejemplo 3.15. Consideremos la rela
ión de orden estri
to en N. En términos de 
onjuntostenemos que nuestra rela
ión R viene dada por

R = {(n,m) ∈ N × N : n < m}.A�rmamos que dom(R) = N y rango(R) = {n ∈ N : 0 < n}. En efe
to:(1) rango(R) = {n ∈ N : 0 < n}: Para mostrar la igualdad de estos dos 
onjuntos debemosmostrar dos 
osas: (i) rango(R) ⊆ {n ∈ N : 0 < n} y (ii) {n ∈ N : 0 < n} ⊆ rango(R).(i) Sea n ∈ rango(R). De la de�ni
ión de rango se 
on
luye que n ∈ N y también, yesto es lo m ás importante, que existe m ∈ N tal que (m,n) ∈ R. Es de
ir, m < n.Por 
onsiguiente n 6= 0, luego n ≥ 1.(ii) Sea n ∈ N 
on n ≥ 1, queremos ver que n ∈ rango(R). Como n ≥ 1, tenemos que
n − 1 ≥ 0, luego n − 1 ∈ N y además n − 1 < n. Por lo tanto, (n − 1, n) ∈ R. Esde
ir, n ∈ rango(R).(2) dom(R) = N: De manera similar, mostraremos dos 
osas: (i) N ⊆ dom(R) y (ii)

dom(R) ⊆ N.(i) Sea n ∈ N, queremos mostrar que n ∈ dom(R). En efe
to, simplemente notemosque (n, n + 1) ∈ R pues n < n + 1.(ii) De la propia de�ni
ión de dom(R) se dedu
e que dom(R) ⊆ N.
2Ejemplo 3.16. Sea R la rela
ión de pertenen
ia de�nida entre elementos de un 
onjunto Ay el 
onjunto de partes de A. Es de
ir,

R = {(x,B) ∈ A × P(A) : x ∈ B}.Vemos que dom(R) = A, pues dado 
ualquier a ∈ A tenemos, por ejemplo, que (a,A) ∈ R.Por otra parte, rango(R) = P(A) − {∅}, pues para ningún a ∈ A se 
umple que (a, ∅) ∈ R.
2 Ejer
i
ios 3.21. Determine el dominio y el rango de las siguientes rela
iones.a) R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (4, 4)}



76 CAPÍTULO 3. RELACIONESb) R = {(−1, 1), (−2, 2), (−3, 3), (−4, 4), (−5, 5)}
) R = {(n, 2n) : n ∈ N}d) R = {(n, 2n + 1) : n ∈ N}e) R = {(1, 1), (1, 1
2
), (1, 1

3
), (1, 1

4
), (1, 1

5
), (1, 1

6
), (1, 1

7
)}2. Sea A = {0, 1, 2}. De�nimos una rela
ión R sobre A de la manera que se indi
a. Es
riba

R 
omo un 
onjunto de pares ordenados y determine su dominio y su rango.a) nRm, si n ≤ m.b) nRm, si m · n = 0.
) nRm, si m + n ∈ A.d) nRm, si m = máx{n, 1}.e) nRm, si m2 + n2 = 3.3. Considere la rela
ión R de {1, 2} en P({1, 2}) dada por
R = {(x,B) ∈ {1, 2} × P({1, 2}) : x ∈ B}.a) Determine todos los elementos de R.b) Determine el rango y el dominio de R.4. Halle dos rela
iones R y Q sobre {1, 2, 3} tales que dom(R) = dom(Q), rango(R) =

rango(Q) pero R 6= Q.3.3. Rela
iones re�exivas, simétri
as y transitivasAhora nos restringiremos a estudiar rela
iones binarias de�nidas entre los elementos deun mismo 
onjunto: aquellas rela
iones de A en A (es de
ir el 
aso en que A = B en lade�ni
ión 3.11). En este 
aso diremos que R es una rela
ión sobre A. ¾Cuántas rela
iones sepueden de�nir sobre un 
onjunto? Una rela
ión sobre A es, por de�ni
ión, un sub
onjuntode A × A. Por lo tanto, la 
ole

ión de rela
iones sobre un 
onjunto A es pre
isamente
P(A×A). Por esto existen tantas rela
iones sobre A 
omo elementos tenga P(A×A). Ahorabien, ¾Cuantos elementos tiene P(A×A)? Veremos más adelante que si A tiene n elementos,enton
es A×A tiene n2 elementos. Por lo tanto P(A×A) tiene 2n2 elementos. Así que, si Atiene n elementos, enton
es se pueden de�nir 2n2 rela
iones binarias sobre A. Por ejemplo,si A es {0, 1}, enton
es existen exa
tamente 16 rela
iones binarias sobre {0, 1}.Cierto tipo de rela
iones binarias apare
en 
on mu
ha fre
uen
ia en Matemáti
as y poresto han re
ibido un nombre espe
ial. Introdu
iremos algunas de ellas a 
ontinua
ión.De�ni
ión 3.17. Sea R una rela
ión binaria sobre un 
onjunto A.



3.3. RELACIONES REFLEXIVAS, SIMÉTRICAS Y TRANSITIVAS 771. Se di
e que R es re�exiva si (a, a) ∈ R para todo a ∈ A. De manera equivalente,tenemos que R es re�exiva si
aRa para todo a ∈ A.2. Se di
e que R es simétri
a si 
ada vez que (a, b) ∈ R enton
es también se 
umple que

(b, a) ∈ R. Es de
ir Si aRb, enton
es bRa.3. Se di
e que R es antisimétri
a si 
ada vez que (a, b) ∈ R y (b, a) ∈ R, enton
es setiene que a = b. Es de
ir Si aRb y bRa, enton
es a = b4. Se di
e que R es transitiva si dados a, b, c ∈ A tales que (a, b) ∈ R y (b, c) ∈ R,enton
es se 
umple que (a, c) ∈ R. Es de
irSi aRb y bRc, enton
es aRc.En la vida diaria usamos 
on fre
uen
ia rela
iones transitivas. Por ejemplo la rela
iónmás temprano que entre su
esos en el tiempo, más pesado que entre objetos, dentro de entreobjetos son todas rela
iones transitivas. También usamos rela
iones que no son transitivas.Por ejemplo la rela
ión ser padre de entre personas no es una rela
ión transitiva. Algunosjuegos usan reglas que dan lugar a una rela
ión no transitiva. Por ejemplo, la regla del
ono
ido juego infantil Piedra (R), Papel (P) o Tijera (T) estable
e que R le gana a T, T legana a P , P le gana a R. Pero R no le gana a P y por lo tanto esta rela
ión no es transitiva.Ejemplo 3.18. Consideremos la rela
ión R sobre A = {1, 2, 3, 4} dada por
R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (4, 4)}.(a) R es re�exiva, pues para 
ada a ∈ {1, 2, 3, 4} se 
umple que (a, a) ∈ R.(b) R no es simétri
a, pues por ejemplo tenemos que (1, 2) ∈ R pero (2, 1) 6∈ R.(
) R es transitiva, para esto debemos veri�
ar que si (a, b) y (b, c) están en R, en-ton
es (a, c) también pertene
e a R. Veamos algunos 
asos 
on
retos. Por ejemplo,

(1, 2), (2, 4) ∈ R y vemos que (1, 4) también pertene
e a R. Otro ejemplo, (1, 3), (3, 3)están en R y vemos que (1, 3) también está en R. Por supuesto, los dos 
asos quehemos veri�
ado no garantizan que la rela
ión sea transitiva. Debemos veri�
ar todoslos 
asos posibles (esto lo dejamos al le
tor!). Otra manera, más fá
il que la de veri�
artodos los 
asos posibles, de 
onven
erse que R es transitiva es observando que R esen realidad la rela
ión de divisibilidad entre los elementos de {1, 2, 3, 4}. En efe
to,observe que para a, b ∈ {1, 2, 3, 4}, se 
umple que
(a, b) ∈ R si, y sólo si a divide a b.Ahora es más fá
il 
onven
erse que es R es transitiva, pues si a divide a b y b divide a

c, enton
es a divide a c. (Verifíquelo!).



78 CAPÍTULO 3. RELACIONES(d) R es antisimétri
a. Supongamos que (a, b) ∈ R y (b, a) ∈ R, enton
es por una simpleinspe

ión vemos que ne
esariamente (a, b) es uno de los siguientes pares ordenados:
(1, 1), (2, 2), (3, 3) o (4, 4). Esto muestra que R es antisimétri
a.

2Ejemplos 3.19. 1. Consideremos la rela
ión R sobre {1, 2, 3, 4} dada por
R = {(1, 2), (2, 3), (4, 1), (4, 4)}.Vemos que esta rela
ión no es re�exiva, pues (1, 1) 6∈ R. No es simétri
a, pues (4, 1) ∈ Rpero (1, 4) 6∈ R. Tampo
o es transitiva, pues (1, 2) ∈ R y (2, 3) ∈ R pero (1, 3) 6∈ R. Porúltimo, R es antisimétri
a, pues no existe un par (a, b) tal que (a, b) ∈ R y (b, a) ∈ R.2. Considere la rela
ión ⊆ sobre P({1, 2, 3}). Esta rela
ión es re�exiva, antisimétri
a ytransitiva. La re�exividad se debe a que, 
omo sabemos, para todo 
onjunto B se
umple que B ⊆ B. La transitividad fue mostrada en una se

ión anterior dondeprobamos que si B ⊆ C y C ⊆ D enton
es B ⊆ D. Esta rela
ión es antisimétri
a,pues si B ⊆ C y C ⊆ B sabemos que esto impli
a que B = C. Y por último ⊆ no essimétri
a pues por ejemplo {1} ⊆ {1, 2} pero {1, 2} 6⊆ {1}.3. La rela
ión de igualdad sobre un 
onjunto A. Podemos es
ribir esta rela
ión de lamanera siguiente

{(a, b) ∈ A × A : a = b}.Es 
laro enton
es que esta rela
ión 
onsiste de los pares de la forma (a, a) para 
ada
a ∈ A. Dejamos al le
tor la veri�
a
ión de que esta rela
ión es re�exiva, simétri
a ytransitiva.

2Los ejemplos anteriores ilustran la forma en que mostraremos que una rela
ión R notiene alguna de las 
uatro propiedades que estamos estudiando (re�exividad, transitividad,simetría o antisimetría). Lo que hi
imos fué 
onseguir un 
ontraejemplo de la propiedad en
uestión. Por ejemplo, para mostrar que una rela
ión R no es transitiva debemos 
onseguirtres elementos a, b y c en el 
onjunto donde está de�nida la rela
ión tales que (a, b) y (b, c)estén en R pero (a, c) no esté en R.Ejer
i
io: Diga explí
itamente (de manera similar a 
omo lo hi
imos en el párrafo anterior
on la transitividad) qué se debe bus
ar para mostrar que una rela
ión R no es re�exiva.Haga lo mismo para las propiedades de simetría y antisimetría.Para mostrar que una rela
ión tiene alguna de estas 
uatro propiedades no podemosdar una �re
eta� general que fun
ione para todos los 
asos. En 
ada 
aso debemos analizarla rela
ión dada y bus
ar la manera de mostrar la propiedad en 
uestión. Por ejemplo, latransitividad de la rela
ión del ejemplo 3.18 se puede mostrar analizando todos los 
asosposibles. Pero también podemos observar una 
araterísti
a parti
ular de la rela
ión R quefa
ilita la veri�
a
ión.Los siguientes 
on
eptos son de uso muy fre
uente en Matemáti
as



3.3. RELACIONES REFLEXIVAS, SIMÉTRICAS Y TRANSITIVAS 79De�ni
ión 3.20. Sea X un 
onjunto y R una rela
ión sobre X.
R es una rela
ión de orden si R es re�exiva, antisimétri
a y transitiva.
R es una rela
ión de equivalen
ia si R es re�exiva, simétri
a y transitiva.Ejemplo 3.21. 1. La rela
ión ≤ en N es una rela
ión de orden. En efe
to, para todonatural n tenemos que n ≤ n, es de
ir ≤ es re�exiva. Si n ≤ m y m ≤ p, enton
es

n ≤ p, es de
ir ≤ es transitiva. Por último, si n ≤ m y m ≤ n, enton
es ne
esariamentetenemos que n = m. Por lo tanto ≤ es antisimétri
a.2. Otro ejemplo de orden es la rela
ión de sub
onjunto ⊆. Dejamos 
omo ejer
i
io alle
tor veri�
ar que es re�exiva, antisimétri
a y transitiva.
2Ejemplo 3.22. Considere la siguiente rela
ión sobre Z:

xRy si y = x ó y = −x.A�rmamos que R es una rela
ión de equivalen
ia. Es 
laro que R es re�exiva. Para veri�
arque es simétri
a sean x, y enteros tales que xRy. Enton
es tenemos dos alternativa: (i) y = xy en este 
aso se 
umple que yRx. (ii) y = −x y en este 
aso se tiene que x = −y y por lotanto yRx. Falta veri�
ar que R es transitiva. Dejamos al le
tor la tarea de 
onven
erse que
R es transitiva (simplemente observe que si tenemos tres enteros x, y, z 
on x 6= y, y 6= z,
xRy y yRz, enton
es ne
esariamente x = z).

2Ejer
i
ios 3.31. Sea X = {1, 2, 3} Considere las siguientes rela
iones en X. ¾Cuáles son re�exivas?,¾Cuáles son transitivas?, ¾Cuáles son simétri
as? y ¾Cuáles son antisimétri
as?. Deter-mine su dominio y su rango.a) R = ∅b) R = {(1, 1)}
) R = {(1, 1), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 2)}d) R = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}e) R = X × X2. Considere 
ada una de las siguientes rela
iones en Z. ¾Cuáles son re�exivas?, ¾Cuálesson transitivas?, ¾Cuáles son simétri
as? y ¾Cuáles son antisimétri
as?. Determine sudominio y su rango.a) xRy ⇔ x + y < 3b) xRy ⇔ x + y = 1
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) xRy ⇔ x2 + x = y2 + yd) xRy ⇔ y = 2e) xRy ⇔ x divide a yf ) xRy ⇔ x e y son primos relativosg) xRy ⇔ |x| = |y| (donde |x| es el valor absoluto de x)3. Considere las rela
iones entre personas: �ser padre de�, �ser hijo de�, �ser esposo de� y� ser hermano de �. Determine si son re�exivas, simétri
as y/o transitivas.4. Dos mujeres están sentadas en el poyo de una ventana. Al ver que se a
er
an doshombres una de ellas di
e:� Allá vienen nuestros padres, padres de nuestros hijos, esposos de nuestrasmadres y nuestros propios maridos�.Explique si lo que la mujer dijo es posible. En que 
aso que lo sea, ¾que rela
ión guardanentre si las dos mujeres?.5. ¾Existirá alguna rela
ión que sea a la vez simétri
a y antisimétri
a?6. Sea R una rela
ión sobre un 
onjunto A. Muestre que R es re�exiva si y sólo si
{(a, a) : a ∈ A} ⊆ R.7. En los siguientes ejer
i
ios daremos una �prueba� que debe ser 
orregida. Asigne una
C si es 
ompletamente 
orre
ta, una P si la respuesta es par
ialmente 
orre
ta ó una
I si es 
ompletamente in
orre
ta. Justi�que su respuesta si asigna la �nota� P o I.a) A�rma
ión: Si la rela
ión R es simétri
a y transitiva, enton
es también es re-�exiva.�Prueba�: Ya que R es simétri
a, tenemos que si (x, y) ∈ R, enton
es (y, x) ∈ R.Luego 
omo (x, y), (y, x) ∈ R y R es transitiva, enton
es (x, x) ∈ R y por lo tanto

R es re�exiva. 2b) A�rma
ión: Si las rela
iones R y S son transitivas, enton
es la rela
ión R ∩ Ses transitiva.�Prueba�: Supongamos que (x, y) ∈ R∩ S y (y, z) ∈ R∩ S. Enton
es (x, y) ∈ R y
(y, z) ∈ S. Luego (x, z) ∈ R ∩ S. 2
) A�rma
ión: Si las rela
iones R y S son simétri
as, enton
es la rela
ión R∩S essimétri
a.�Prueba�: Sea

R = {(1, 2), (2, 1), (1, 1), (3, 2), (2, 3), (2, 2)}y
S = {(2, 3), (3, 2), (2, 2), (3, 4), (4, 3)}.Enton
es R∩S = {(2, 3), (3, 2), (2, 2)}. Tenemos que R, S y R∩S son simétri
as.

2



3.4. GRAFOS Y DIGRAFOS 813.4. Grafos y DigrafosLas rela
iones binarias sobre un 
onjunto pueden ser representadas grá�
amente a travésde unos diagramas que se 
ono
en 
omo digrafos. Veamos un ejemplo: 
onsideremos larela
ión R sobre A = {1, 2, 3, 4} dada por
R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (4, 4)}.Ya vimos que R 
orresponde a la rela
ión de divisibilidad sobre A. Para estable
er el digrafode esta rela
ión, mar
amos primero puntos o vérti
es que representan los elementos de A,en este 
aso debemos dibujar 4 puntos. A 
ontinua
ión, si un par (x, y) está en la rela
ión,se traza una �e
ha (llamada ar
o dirigido) desde x hasta y. En nuestro 
aso, tenemos elsiguiente digrafo

b

b

b

b

1

2 3

4

Las no
iones de re�exividad, simetría y transitividad de una rela
ión se pueden dete
tarobservando los digrafos 
orrespondientes. Por ejemplo, para que una rela
ión sea re�exiva,en 
ada vérti
e de su digrafo debe existir un lazo (es de
ir, una ar
o de un vérti
e en símismo). Para que una rela
ión sea simétri
a, se debe 
umplir que si existe una �e
ha de x a
y, enton
es también existe una de y a x. Para que la rela
ión sea transitiva se debe 
umplirque si existe un �
amino� entre dos vérti
es x y z que sigan la dire

ión de las �e
has debeexistir la 
orrespondiente �e
ha de x a z.

b b b b b b

re�exividad simetría transitividadEn general un grafo es un 
onjunto de vérti
es y de lados o aristas entre los vérti
es (sinespe
i�
ar la dire

ión). Así que los digrafos son los grafos donde se espe
i�
a la dire

iónde las aristas.Ejemplo 3.23. El siguiente diagrama representa un grafo
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b b b

b bUna rela
ión binaria entre dos 
onjuntos A y B también la podemos representar grá�
a-mente. En este 
aso ubi
aremos el 
onjunto A a la izquierda, B a la dere
ha y dibujaremos�e
has que salen de los puntos de A y terminan en los puntos de B de a
uerdo a lo espe
i�
a-do por la rela
ión. Veamos un ejemplo. Sea R la rela
ión de pertenen
ia entre los elementosde {1, 2} y sus sub
onjuntos. Es de
ir,
R = {(x,A) ∈ {1, 2} × P({1, 2}) : x ∈ A}.Podemos representar R 
on el siguiente diagrama:

b

b

b

b

b

b

2

1

∅

{1}

{2}

{1, 2}Ejer
i
ios 3.41. Haga el digrafo de la rela
ión de prela
ión entre las siguientes asignaturas del pensum deMatemáti
as: Matemáti
as 10, 20 , 30 y 40; Fundamentos de Algebra 1 y 2; Geometría;Algebra Lineal 1 y 2; Análisis 1, 2 y 3.2. Determinar explí
itamente todas las rela
iones binarias que puedan ser de�nidas sobreel 
onjunto {0, 1}. Haga el digrafo de 
ada una de ellas. Determine 
uáles de ellas sonre�exivas, simétri
as, transitivas y/o antisimétri
as.3. Sea A = {n ∈ N : 1 ≤ n ≤ 12}. Sea R la rela
ión de divisibilidad entre los elementosde A, es de
ir (x, y) ∈ R si x divide a y. Haga el digrafo de R.4. Considere la siguiente rela
ión sobre P({1, 2})
R = {(A,B) ∈ P({1, 2}) : A ∩ B = ∅}.(i) Haga el digrafo de R.(ii) Determine el dominio y el rango de R.(iii) Determine si R es re�exiva, simétri
a, transitiva o antisimétri
a.



3.5. APLICACIONES DE LOS GRAFOS 835. Considere la siguiente rela
ión sobre P({1, 2, 3})

R = {(A,B) ∈ P({1, 2, 3}) : A ∩ B 6= ∅}.(i) Haga el digrafo de R.(ii) Determine el dominio y el rango de R.(iii) Determine si R es re�exiva, simétri
a, transitiva o antisimétri
a.6. Considere la rela
ión ⊆ sobre el 
onjunto P({a, b, c}). Haga el digrafo.7. Es
riba la rela
ión 
orrespondiente a 
ada digrá�
a de la �gura.
b

b b

b

4 3

1 2

b b b

b b b

a b c

1 2 3

b

b b

b

1

3 4

23.5. Apli
a
iones de los grafosLos grafos tiene mu
ha importan
ia por la gran variedad de sus apli
a
iones. En estase

ión presentaremos tres problemas que se resolvieron usando grafos.3.5.1. El problema de los puentes de KönigsbergEl estudio de los grafos lo ini
ió el matemáti
o Leonhard Euler en 1736 resolviendo unviejo problema 
ono
ido 
omo el problema de los Puentes de Königsberg. Dos islas que sehallan en el río Pregel en Königsberg (en la antigua Unión Soviéti
a) están 
one
tadas entresí y 
on las márgenes del río por puentes 
omo lo indi
a la �gura.
ADB C



84 CAPÍTULO 3. RELACIONESEl problema 
onsiste en partir de 
ualquier lugar (A, B, C o D); seguir 
aminando ypasar por 
ada uno de los puentes exa
tamente una vez, y luego regresar al punto de partida.Tal ruta se llama un 
ir
uito de Euler.Euler representó este problema 
on un grafo donde los vérti
es 
orresponden a los lugaresy los lados (ar
os ó aristas) 
orresponden a los puentes.
b b

b

b

A
B

C
D

Euler demostró que no existe una solu
ión para el problema de los puentes. De he
homostró un resultado general sobre grafos que resuelve problemas similares al de los puentesde Königsberg. El método ideado por Euler para resolver este problema usa el 
on
epto dela valen
ia o grado de un vérti
e. Se de�ne la valen
ia de un vérti
e 
omo el número dear
os que �to
an� al vérti
e. Por ejemplo, en el 
aso del problema de los puentes tenemos quelas valen
ias de los vérti
es son: A tiene valen
ia 5, B, C y D tienen 
ada uno valen
ia 3. Elteorema de Euler di
e que para que exista un 
ir
uito de Euler es ne
esario que la valen
iade 
ada vérti
e sea un número par. Como en el grafo aso
iado al problema de los puentes nose 
umple esa 
ondi
ión, enton
es no existe un 
ir
uito de Euler.Euler también mostró que el re
ípro
o es válido para 
ierto tipo de grafos. Diremos queun grafo es 
onexo si uno puede �viajar� entre dos vérti
es 
ualesquiera. Euler mostró que sila valen
ia de 
ada uno de los vérti
es de un grafo 
onexo es par, enton
es en el grafo existeun 
ir
uito de Euler.Consideremos ahora la siguiente situa
ión.
DA CB b

b

b

bA
B

CD
7

4
3

1 2

5 6

El digrafo 
orrespondiente lo hemos dibujado a la dere
ha. En este 
aso si existe un
ir
uito Euleriano. Por ejemplo,
A

1→ B
2→ C

3→ D
4→ A

5→ B
6→ C

7→ A.



3.5. APLICACIONES DE LOS GRAFOS 85En la vida diaria surgen problemas donde se requiere 
onstruir 
ir
uitos Eulerianos. Con-sidere, por ejemplo, el problema de 
onseguir una ruta para un 
artero da tal manera que el
artero re
orra 
ada 
alle una sola vez (este problema se 
ono
e 
omo el problema del 
artero
hino).3.5.2. El problema �Agua, Luz y Teléfono�Imagínese que tenemos tres 
asas X, Y y Z a las que queremos instalar el servi
io deagua (A), luz (L) y teléfono (T ).
b

b

b

b

b

b

A L T
X Y Z

Quisiéramos ha
er la instala
ión de tal forma que las líneas de luz y teléfono y las tuberíasde agua no se 
ru
en. ¾Es posible ha
erlo? Para responder esta pregunta ne
esitaremosintrodu
ir otros 
on
eptos sobre grafos.En general en un grafo los lados pueden 
ruzarse. Los grafos que se pueden representaren un plano sin que se 
ru
en su lados se llaman grafos planos o planares.Por ejemplo, el grafo de la izquierda es planar, pues también lo podemos representar
omo en el diagrama de la dere
ha.
b b

b

b2
3

4
1 b b

b

b2
3

4
1

Podemos enton
es enun
iar el problema del Agua, Luz y Teléfono de manera equivalentepreguntando si su grafo es planar. Si lo es, enton
es la respuesta a la pregunta ini
ial es �si�y si no es planar enton
es la respuesta es �no�.Cuando se representa en un plano un grafo 
onexo y plano, queda dividido en regiones
ontigüas llamadas 
aras. Por ejemplo, 
onsidere el siguiente grafo:
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b b

b

b

b

b4
5

1
6 C

A 3
2D B

Hemos indi
ado sus 4 
aras: A, B, C y D. Observe que D es la 
ara �exterior� del grafo.Euler notó que no importa 
omo tra
emos el grafo en un plano, el número de 
aras es elmismo. El número de 
aras (f) está determinado por el número de vérti
es (v) y el númerode lados (e) mediante la fórmula siguienteFórmula de Euler para Grafos: Si G es un grafo plano, 
onexo, 
on e lados, v vérti
es y
f 
aras, enton
es

f = e − v + 2.Por ejemplo, el grafo anterior tiene f = 4 
aras, e = 8 lados y v = 6 vérti
es. Tenemos que
4 = 8 − 6 + 2.Usando esta fórmula es posible mostrar que el problema del Agua, Luz y Teléfono notiene solu
ión pues su grafo no es plano.3.5.3. El problema de los 
uatro 
oloresCuando se 
olorea un mapa de países (o estados) se evita asignarle el mismo 
olor apaíses que tengan frontera 
omún. ¾Cuál es el mínimo número de 
olores que ha
e falta? Larespuesta es que son su�
ientes 
uatro 
olores. Esta pregunta estuvo sin responder desde elsiglo XIX hasta que en 1976 Kenneth Apel y Wolfgang Haken la respondieron (por 
ierto,ha
iendo uso del 
omputador). Para ver qué rela
ión guarda este problema 
on los grafos,
onsidere por ejemplo el siguiente mapa

A CB FDE



3.5. APLICACIONES DE LOS GRAFOS 87Le aso
iaremos un grafo a este mapa de la siguiente manera. A 
ada �país� le aso
iamosun vérti
e y 
olo
amos un ar
o entre 
ada dos países que tengan frontera 
omún. De estamanera obtenemos el siguiente grafo
b

b

b

b

b bB E
A D C F

La pregunta original puede ser enun
iada de manera equivalente en términos de grafos:¾Cuántos 
olores son ne
esarios para 
olorear los vérti
es de un grafo de tal manera que dosvérti
es adya
entes no se les asigne el mismo 
olor? Esta fué la pregunta que respondieronApel y Haken. Ejer
i
ios 3.51. Considere los siguientes diagramas. Determine si existe un 
ir
uito de Euler.

b b

b b

b

b b

b b

b

b b

b b

b

b2. Los siguiente grafos son planares. Trá
elos de tal manera que no se 
ru
en sus aristas.
b b

b b

b

b

b

b

b

b

bd e
a 


b a b 

d e f



88 CAPÍTULO 3. RELACIONES3. Coloree los siguiente mapas usando a lo sumo 
uatro 
olores. Haga el grafo aso
iado a
ada mapa.
A B CDF GE

AE D C
BJH IKL G



3.5. APLICACIONES DE LOS GRAFOS 89Ejer
i
ios suplementarios del 
apítulo 31. Sea A = {1, 2, 3}, B = {a, b} y C = {5, 6, 7}. Determine por extensión los 
onjuntos:(a) A2 × B, (b) B × A2, (
) B3 y (d) A × B × C.2. Determine el rango de 
ada una de las siguiente rela
iones. Determine también si sonre�exivas, simétri
as, antisimétri
as y/o transitivas.a) R = {(x, y) ∈ Z × Z : x + y = 2}b) R = {(x, y) ∈ Q : x · y = 0}
) R = {(A,B) ∈ P(N) × P(N) : A ∪ B ⊆ {0, 1, 2, 3, 4}}3. Haga el digrafo de las siguientes rela
iones sobre {1, 2, 3, 4, 5, 6} y determine si sonre�exivas, simétri
as, antisimétri
as y/o transitivas.a) xRy, si x divide a y.b) R = {(1, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (5, 1)}
) xRy, si x + y ≤ 6.4. Muestre las siguientes a�rma
ionesa) (A × B) ∩ (C × D) = (A ∩ C) × (B ∩ D)b) Si A ⊆ B y C ⊆ D, enton
es A × C ⊆ B × D.
) A × B = ∅ si, y sólo si A = ∅ o B = ∅.d) (A × B) ∩ (A × C) = ∅ si y sólo si B ∩ C = ∅ o A = ∅.e) Si A ⊆ B, enton
es C × A ⊆ C × B.5. Sea A = {1, 2, 3}. De�na una rela
ión sobre A que satisfaga lo indi
ado.a) Que no sea ni re�exiva, ni simétri
a ni transitiva.b) Que sea re�exiva y no sea simétri
a ni transitiva.
) Que no sea re�exiva, sea simétri
a y no sea transitiva.d) Que no sea re�exiva, ni simétri
a, pero sea transitiva.e) Que sea re�exiva y simétri
a, pero no sea transitiva.f ) Que sea re�exiva, no sea simétri
a y sea transitiva.g) Que no sea re�exiva, sea simétri
a y transitiva.h) Que sea re�exiva, simétri
a y transitiva.6. a) Sean R y S dos rela
iones transitivas sobre un 
onjunto A. Muestre que R ∩ Ses una rela
ión transitiva sobre A. ¾Podemos de
ir lo mismo sobre la propiedadre�exiva y la propiedad simétri
a?



90 CAPÍTULO 3. RELACIONESb) Responda la misma pregunta pero ahora en rela
ión a R ∪ S.7. Considere la siguiente rela
ión sobre P(N): Diremos que A está rela
ionado 
on B si
A△B es �nito. Muestre que esta rela
ión es transitiva.8. Sea R una rela
ión sobre un 
onjunto A. Para 
ada x ∈ A de�nimos los 
onjuntos Cxy Dx de la manera siguiente:

Cx = {z ∈ A : (x, z) ∈ R} Dx = {z ∈ A : (z, x) ∈ R}.a) Considere la rela
ión R sobre {1, 2, 3} dada por R = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}. Deter-mine C1, C2, C3, D1, D2 y D3 y muestre que
C1 ∪ C2 ∪ C3 = rango(R) y D1 ∪ D2 ∪ D3 = dom(R).b) Para 
ada una de las rela
iones del ejer
i
io 1 de �3.3 determinar Cx y Dx para
ada x ∈ {1, 2, 3}.
) Haga lo mismo que en la pregunta anterior pero ahora para 
ada una de lasrela
iones del ejer
i
io 2 de �3.3 (en este 
aso A es Z).



Capítulo 4Fun
ionesEl 
on
epto de fun
ión es quizá uno de los 
on
eptos más importantes de la Matemáti
a.Todas las teorías matemáti
as ha
en uso de las fun
iones. En este 
apítulo estudiaremos laspropiedades bási
as de las fun
iones.4.1. El 
on
epto de fun
ión 
omo rela
iónUn 
aso espe
ial y muy importante de rela
ión entre dos 
onjuntos es el que 
orrespondea la no
ión de fun
ión.De�ni
ión 4.1. Una rela
ión R entre dos 
onjuntos A y B se di
e que es una fun
ión de
A en B si satisfa
e la siguiente 
ondi
ión:Para todo a ∈ A existe un úni
o b ∈ B tal que aRb.

2Observemos que en la de�ni
ión de fun
ión se requiere que la rela
ión 
umpla 
on dos
ondi
iones:(1) Para 
ada elemento de a ∈ A existe un elemento b ∈ B tal que (a, b) ∈ R.(2) El elemento b men
ionado en la 
ondi
ión (1) es úni
o.Notemos que (1) nos di
e que el 
onjunto A es el dominio de R y (2) nos aseguraaún más, pues 
ada elemento de A está rela
ionado 
on un sólo elemento de B. El úni
oelemento b al que a está aso
iado se le llama la imagen de a. Así que una fun
ión de A en Basigna a 
ada elemento de A uno de B y es por esto que las fun
iones también son llamadasasigna
iones.Ejemplos 4.2. 1. Sea A = {1, 2}, B = {3, 4, 5} y R = {(1, 3), (1, 4), (2, 3)}. Tenemos que
R es una rela
ión entre A y B. Pero R no es una fun
ión. Pues el 1 está rela
ionado 
ondos elementos de B, esto es, la 
ondi
ión (2) no se 
umple. Observe que la 
ondi
ión(1) si se 
umple en este ejemplo. 91



92 CAPÍTULO 4. FUNCIONES2. Sea A = {a, b, c}, B = {3, 4} y R = {(a, 3), (b, 3)}. Tenemos que R es una rela
iónentre A y B. Pero R no es una fun
ión. Pues el elemento c no está rela
ionado 
onningún elemento de B, esto es, la 
ondi
ión (1) no se 
umple.3. Sea A = {1, 2}, B = {3, 4, 5} y R = {(1, 3), (2, 4)}. En este 
aso R es una fun
ión.Pues para 
ada a ∈ A existe un úni
o b ∈ B tal que (a, b) ∈ R.
2Las fun
iones se denotan generalmente 
on las letras f, g, h y en lugar de es
ribir a f bpara indi
ar que a está rela
ionado 
on b se es
ribe

f(a) = b.Diremos que f(a) (que se lee �f de a�) es la imagen de a bajo f . También se di
e �la imagende a por f � o que b es el �valor� que toma f en a. Para indi
ar que f es una fun
ión de A en
B es
ribimos

f : A → B.Ya dijimos que A se llama el dominio de f y B se le llama 
ontradominio. Un sub
onjuntode B que juega un papel importante en el estudio de las fun
iones es el rango el 
ual sede�ne de la siguiente manera:
rango(f) = {b ∈ B : b = f(a) para algún a ∈ A}En general B no es igual al rango 
omo veremos en los ejemplos. El rango de una fun
ión esenton
es el 
onjunto formado por las imágenes de los elementos del dominio y es por esto quetambién se a
ostumbra llamarlo el 
onjunto imagen. El 
onjunto de todas las fun
ionesde un 
onjunto A en un 
onjunto B se denota por

BA.Ejemplos 4.3. 1. Usualmente las fun
iones se presentan a través de una �regla� queasigna a 
ada elemento de A un úni
o elemento de B. Por ejemplo, 
onsideremos los
onjuntos A = {1, 2, 3} y B = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y la regla que asigna a 
ada número
a ∈ A el número 2a. Usualmente expresamos la regla de asigna
ión es
ribiendo

f(a) = 2apero también se a
ostumbra a es
ribir
a 7→ 2a.De esta manera hemos de�nido una fun
ión de A en B. El siguiente 
onjunto representaa f 
omo un 
onjunto de pares ordenados:

{(1, 2), (2, 4), (3, 6)}.



4.1. EL CONCEPTO DE FUNCIÓN COMO RELACIÓN 932. Consideremos la regla f(n) = n + 1 que asigna a 
ada número natural n el númeronatural n + 1. Enton
es f : N → N es una fun
ión. Podemos expresar f 
omo un
onjunto de pares ordenados de la siguiente manera
{(n, n + 1) ∈ N × N : n ∈ N}.3. Sea A un 
onjunto 
ualquiera y 
onsideremos la asigna
ión i(a) = a, enton
es i es unafun
ión de A en A llamada la fun
ión identidad del 
onjunto A.

2Para de�nir 
orre
tamente una fun
ión debemos espe
i�
ar tres 
osas:(i) El dominio de la fun
ión.(ii) El 
ontradominio de la fun
ión.(iii) La regla de asigna
ión (o ley de 
orresponden
ia) entre los elementos del dominio y losdel 
ontradominio.Al de�nir una ley de 
orresponden
ia es importante estar seguros de que en realidadlos valores que le asignamos a 
ada elemento del dominio pertene
en al 
ontradominio yademás debemos veri�
ar que a todo elemento del dominio le hemos asignado un elementodel 
ontradominio.Ejemplo 4.4. Considere la siguiente regla
x 7→ x

x − 2
.Con sólo esta informa
ión no tenemos bien de�nida una fun
ión. Pues no hemos espe
i�-
ado los valores que puede tomar la variable x. En otras palabras, debemos espe
i�
ar eldominio de la fun
ión que queremos de�nir. Por otra parte, también debemos a
larar 
uáles el 
ontradominio de la fun
ión que estamos de�niendo. Veamos algunas de las posiblesalternativas:(a) Sea A = {1, 3, 4}, B = Q y g(x) = x

x−2
. Enton
es g : A → B es una fun
ión biende�nida.(b) Sea A = {1, 2, 3}, B = Q y h(x) = x

x−2
. Enton
es h : A → B no está bien de�nidapues existe un elemento del dominio que la regla x 7→ x

x−2
no le asigna ninguna imagen(¾
uál es?).(
) Sea A = {x ∈ R : x 6= 2}, B = R y f(x) = x

x−2
. Enton
es f : A → B es una fun
iónbien de�nida.

2



94 CAPÍTULO 4. FUNCIONES¾Cuándo dos fun
iones son iguales? Para que dos fun
iones f y g sean iguales se debe
umplir las tres 
ondi
iones siguientes:(i) El dominio de f es igual al dominio de g.(ii) El 
ontradominio de f es igual al 
ontradominio de g.(iii) f y g tienen igual ley de 
orresponden
ia. Es de
ir, para todo x en el dominio de f(que debe ser igual al dominio de g) se debe 
umplir que f(x) = g(x).Ejemplos 4.5. 1. En el ejemplo 4.4 tenemos que las fun
iones f y g son distintas pues,aunque usan la misma ley de 
orresponden
ia, sus respe
tivos dominios no son iguales.2. Considere las fun
iones f, g : N → N dadas por f(n) = 3n + 3 y g(n) = 5n + 3. Estasfun
iones no son iguales, pues por ejemplo f(1) = 6 y g(1) = 8, es de
ir las leyes de
orresponden
ia no asignan la misma imagen al número 1.
2

4.1.1. Representa
ión grá�
a de fun
ionesComo vimos en una se

ión anterior, las rela
iones binarias se pueden representar 
ondiagramas. En los ejemplos que presentamos a 
ontinua
ión veremos 
ómo se representanalgunas fun
iones.Ejemplo 4.6. Consideremos la fun
ión f : {1, 2, 3} → {1, 2, 3, 4, 5, 6}, dada por f(a) = 2a.Podemos representar esta fun
ión 
on el siguiente diagrama:
123 123

456
b

b

b

b

b

b

b

b

b

2Ejemplo 4.7. Considere la fun
ión f : N → N dada por f(n) = n+1. Podemos representaresta fun
ión 
on el siguiente diagrama:
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b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b b

... ...

012
345
6

012
345
6

2Ejemplo 4.8. Considere la fun
ión f : R → R dada por f(x) = x2. La representa
ióngrá�
a mas usada es la siguiente: In
luir grá�
a
24.1.2. Fun
iones por partes y fun
iones 
ara
terísti
asExisten diferentes maneras de de�nir fun
iones, pero lo importante es dejar bien 
laro
uál es su dominio, su 
ontradominio y la ley de 
orresponden
ia.Ejemplo 4.9. Considere la fun
ión h : N → N de�nida por:

h(x) =

{

2x , si x es par;
3x , si x es impar.En este 
aso la imagen asignada a un elemento del dominio depende de si el número es paro impar. Por ejemplo, h(0) = 0, h(2) = 4, h(4) = 8, h(1) = 3, h(3) = 9, h(5) = 15, et
. Perono hay ninguna duda sobre 
ómo determinar la imagen de 
ada número natural. Este tipode fun
ión se di
e que está de�nida por partes. 2Veremos en seguida un ejemplo importante de fun
ión de�nida por partes. Consideremosun sub
onjunto A ⊆ {1, 2, 3, 4} 
ualquiera y de�namos una fun
ión fA : {1, 2, 3, 4} → {0, 1}:

fA(x) =

{

0 , si x 6∈ A;
1 , si x ∈ A.Observe que le hemos puesto el subíndi
e A a la nota
ión de la fun
ión pues queremosindi
ar que la fun
ión está rela
ionada 
on el 
onjunto A. La fun
ión fA se llama la fun
ión
ara
terísti
a de A. Veamos algunos ejemplos:



96 CAPÍTULO 4. FUNCIONES(i) Para A = {1} tenemos que f{1}(1) = 1 y f{1}(2) = f{1}(3) = f{1}(4) = 0(ii) Para A = ∅, tenemos que f∅(x) = 0 para todo x ∈ {1, 2, 3, 4}.Las fun
iones 
ara
terísti
as las podemos de�nir en general para 
ualquier 
onjunto U y
ualquier sub
onjunto A ⊆ U de la misma manera que los hi
imos en el apartado anterior.De�ni
ión 4.10. Sea U un 
onjunto y A un sub
onjunto de U . La fun
ión 
ara
terísti
a de
A es la fun
ión fA : U → {0, 1} de�nida por

fA(x) =

{

0 , si x ∈ U \ A;
1 , si x ∈ A.

2Ejemplo 4.11. Observemos que para 
ada U y 
ada A ⊆ U tenemos una fun
ión.1. Si U = N y A = {1, 3, 5, 7}, enton
es
f{1,3,5,7}(x) =

{

0 , si x ∈ N \ {1, 3, 5, 7};
1 , si x ∈ {1, 3, 5, 7}.2. Si U = R y A = (1, 5), enton
es

f(1,5)(x) =

{

0 , si x ∈ R \ (1, 5);
1 , si x ∈ (1, 5).

2Ejer
i
ios 4.11. Determine 
uales de las siguientes rela
iones entre X = {1, 2, 3} e Y = {m,n, r} sonfun
iones. En 
aso que no sea una fun
ión diga porqué no lo es.a) R = {(1,m), (2, n)},b) T = {(1, n), (2, r), (3, r)},
) S = {(1, n), (2, r), (3,m), (3, n)},d) H = {(1,m), (2,m), (3,m)}.2. Determine si las siguientes rela
iones de�nen una fun
ión de N → N. En 
aso que nolo sea diga porqué no lo es y en 
aso que sí lo sea halle la regla de 
orresponden
ia.a) R = {(n,m) ∈ N × N : m divide a n},b) R = {(n,m) ∈ N × N : m − n = 3},
) R = {(0, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), · · ·},



4.1. EL CONCEPTO DE FUNCIÓN COMO RELACIÓN 97d) R = {(n, 3) ∈ N × N : n ∈ N},e) R = {(n, n3) ∈ N × N : n ∈ N}.3. En 
ada 
aso determine las imágenes indi
adas.a) f : N → Z, de�nida por f(n) = −n. Hallar f(3) y f(12).b) f : N → N, de�nida por f(n) = 6. Hallar f(5) y f(134).
) f : {0, 1, 2, 3, · · · , 10} → Z dada por f(n) = (n − 3)(n − 6). Hallar f(3) y f(5).d) Sea f : {0, 1, 2, 3, · · · , 10} → {0, 1, 2, 3, · · · , 10} de�nida por partes de la manerasiguiente
f(x) =

{

x + 3 , si 0 ≤ x ≤ 3
10 − x , si 4 ≤ x ≤ 10.Hallar f(2) y f(8).e) f : N → N × N de�nida por f(n) = (n + 1, n + 2). Hallar f(25) y f(1000).f ) f : N → P(N) de�nida por f(n) = {n}. Hallar f(5) y f(13).4. Determine si existe alguna fun
ión f : N → N que satisfaga la 
ondi
ión que se indi
a.Justi�que su respuesta.a) ∀n ∈ N ∃m ∈ N f(m) = n,b) ∀n ∈ N ∃m ∈ N f(n) = m,
) ∃m ∈ N ∀n ∈ N f(m) = n,d) ∃n ∈ N ∀m ∈ N f(m) = n.5. Sea f : R → R una fun
ión. Suponga que f satisfa
e que

f(x)f(y) = f(x − y)para todo x, y ∈ R y además que f(x) > 0 para todo x ∈ R. Halle f(1) y muestre que
f(x) = f(−x).6. Sea f : R → R una fun
ión. Suponga que f satisfa
e que

f(x) + f(x − 1) = x2para todo x ∈ R y además que f(1) = 1. Halle f(10).7. Sea f : R → R una fun
ión. Suponga que f satisfa
e que
f(x)f(y) = f(x + y)para todo x, y ∈ R y además que f(−1

4
) = 1

4
. Halle f(1995).8. a) Halle todas las fun
iones 
ara
terísti
as de los sub
onjuntos de {1, 2, 3} (ver lade�ni
ión 4.10. Note que en este 
aso U = {1, 2, 3}). Veri�que que existen 8fun
iones 
ara
terísti
as.



98 CAPÍTULO 4. FUNCIONESb) Considere la fun
ión g : {1, 2, 3} → {0, 1} de�nida por g(1) = 1, g(2) = 0 y
g(3) = 1. ¾Existirá un sub
onjunto A de {1, 2, 3} tal que g = fA? Si la respuestaes �si�, en
uentre tal 
onjunto.
) Para 
ada A,B ⊆ {1, 2, 3, 4, 5} demuestre que A 6= B si, y sólo si fA 6= fB.(Ver la de�ni
ión 4.10 
on U = {1, 2, 3, 4, 5}. En este 
aso existen 32 fun
iones
ara
terísti
as, pero para responder la pregunta no ha
e falta hallarlas!).4.2. Fun
iones inye
tivas, sobreye
tivas y biye
tivasEn esta se

ión estudiaremos tres 
on
eptos bási
os sobre fun
iones4.2.1. Fun
iones inye
tivasDe�ni
ión 4.12. Sea f una fun
ión de A en B. Diremos que f es inye
tiva si dados

a, a′ ∈ A 
on a 6= a′, se tiene que f(a) 6= f(a′).A una fun
ión inye
tiva también se le llama una fun
ión uno a uno (a ve
es se es
ribe: fes 1 − 1). Este nombre se debe a que elementos distintos del dominio son �enviados� por lafun
ión a elementos distintos del 
ontradominio. La inye
tividad tiene una interpreta
ión entérminos del grafo de la fun
ión: A 
ada elemento del 
ontradominio le llega a lo sumo una�e
ha. Como lo ilustraremos en los ejemplos a 
ontinua
ión..Ejemplo 4.13. Consideremos los 
onjuntos A = {1, 2, 3}, B = {1, 3, 4, 5}. En los diagramasque siguen se tiene que la fun
ión f es inye
tiva y la fun
ión g no lo es.
fA B

b

b

b

b

b

b

b

123 134
5 gA B

123 134
5
b

b

b

b

b

b

b

2Podemos expresar el 
on
epto de inye
tividad de la manera siguiente:



4.2. FUNCIONES INYECTIVAS, SOBREYECTIVAS Y BIYECTIVAS 99Sea f : A → B una fun
ión. Las siguientes a�rma
iones son equivalentes:(i) f es inye
tiva.(ii) Para todo a, a′ ∈ A, si f(a) = f(a′), enton
es a = a′.Dejamos la veri�
a
ión de este he
ho al le
tor (ver ejer
i
io 9). En los siguientes ejemplosharemos uso de esta 
ara
teriza
ión de la inye
tividad.Ejemplo 4.14. Considere la fun
ión f : N → N dada por f(n) = n + 1. Mostraremos que fes inye
tiva. Usaremos el 
riterio de inye
tividad enun
iado en el re
uadro anterior. Fijemosdos naturales n,m y supongamos que f(n) = f(m). Debemos mostrar que n = m. En efe
to,nuestra suposi
ión nos asegura que n+1 = m+1. Restando 1 en ambos lados de la igualdadobtenemos que n = m. 2Ejemplo 4.15. Considere la fun
ión g : N → N dada por g(n) = n2. Mostraremos que g esinye
tiva. Usaremos otra vez el 
riterio anterior. Debemos probar queSi g(n) = g(m), enton
es n = m.Es de
ir, Si n2 = m2, enton
es n = m.En efe
to, �jemos n,m ∈ N y supongamos que n2 = m2. De esto tenemos que n2 − m2 = 0.Fa
torizando obtenemos que
(n + m)(n − m) = 0.Hay dos 
asos a 
onsiderar: (i) n + m = 0 y (ii) n − m = 0. Como n,m ∈ N, enton
es

n,m ≥ 0. Por lo tanto en el 
aso (i) tenemos que n = −m y enton
es ne
esariamente se
umple que n = m = 0. En el 
aso (ii) tenemos obviamente que n = m. 2En el ejemplo que sigue usaremos la de�ni
ión original de inye
tividad.Ejemplo 4.16. De�na h : Z → Z de la siguiente manera:
h(x) =

{

2x − 1 , si x < 0
3x + 1 , si 0 ≤ x.Mostraremos que h es inye
tiva. Tomemos dos enteros x, y distintos y mostremos que h(x) 6=

h(y). Hay 
uatro 
asos posibles, los 
onsideraremos por separado.(i) Supongamos que x < 0 y y < 0. En este 
aso por la de�ni
ión de h tenemos que
h(x) = 2x − 1 y h(y) = 2y − 1. Como x 6= y es 
laro que 2x 6= 2y y por lo tanto
2x − 1 6= 2y − 1. Es de
ir que h(x) 6= h(y).(ii) Supongamos que x ≥ 0 y y ≥ 0. En este 
aso por la de�ni
ión de h tenemos que
h(x) = 3x + 1 y h(y) = 3y + 1. Como x 6= y es 
laro que 3x 6= 3y y por lo tanto
3x + 1 6= 3y + 1. Es de
ir que h(x) 6= h(y).



100 CAPÍTULO 4. FUNCIONES(iii) Supongamos que x < 0 y y ≥ 0. En este 
aso por la de�ni
ión de h tenemos que
h(x) = 2x−1 y h(y) = 3y+1. Como x < 0 enton
es 2x−1 < 0 y 
omo y ≥ 0, enton
es
3y + 1 ≥ 0. Por lo tanto h(x) 6= h(y).(iv) Supongamos que y < 0 y x ≥ 0. Este 
aso se analiza 
omo en el apartado anterior.Hemos mostrado que en 
ada uno de los 
asos se 
umple que h(x) 6= h(y). Como estos
uatro 
asos son todos los posibles, podemos 
on
luir que h es inye
tiva. 2Es importante tener 
laro 
uando una fun
ión no es inye
tiva. En el siguiente re
uadrolo resaltamos:Sea f : A → B una fun
ión. Las a�rma
iones (i) y (ii) son equivalentes(i) f no es inye
tiva(ii) Existe un par de elementos a, a′ ∈ A tales que a 6= a′ y f(a) = f(a′).Notemos enton
es que para mostrar que una fun
ión no es inye
tiva debemos 
onseguirDOS elementos del dominio que tengan la misma imagen.Ejemplo 4.17. Consideremos la fun
ión h : Z → N dada por h(n) = n2. Uno estaría tentadoa rápidamente 
on
luir del ejemplo 4.15 que h es inye
tiva. Pero no es así. Notemos que hno es la misma fun
ión g del ejemplo 4.15, pues hemos modi�
ado el dominio. En este 
asopara mostrar que h no es inye
tiva debemos 
onseguir un par de elementos distintos n,mdel dominio de h que tengan la misma imagen bajo h, es de
ir tales que h(n) = h(m). Porejemplo, h(2) = 4 = h(−2). Por esta razón h no es inye
tiva. 24.2.2. Fun
iones sobreye
tivasAhora estudiaremos el 
on
epto de sobreye
tividad.De�ni
ión 4.18. Sea f : A → B una fun
ión. Diremos que f es sobreye
tiva si dado

b ∈ B existe algún a ∈ A tal que b = f(a).Es 
laro que una fun
ión f : A → B es sobreye
tiva 
uando el rango de f es igual al
ontradominio. Esto lo resaltamos en el próximo re
uadro.Sea f : A → B una fun
ión. Las a�rma
iones (i) y (ii) son equivalentes(i) f es sobreye
tiva(ii) rango(f) = B.



4.2. FUNCIONES INYECTIVAS, SOBREYECTIVAS Y BIYECTIVAS 101Cuando f(x) = y se di
e que y es la imagen de x y también diremos que x es unapreimagen de y. En el 
aso que y 6∈ rango(f), diremos que y no tiene preimagen.Notemos que la sobreye
tividad indi
a que en el grafo de la fun
ión a todo elemento del
ontradominio le llega al menos una �e
ha (pero puede ser más de una). El primero de losdiagramas que siguen 
orresponde a una fun
ión sobreye
tiva, en 
ambio el segundo no.
fA B

b

b

b

b

b

b

b

gA B
b

b

b

b

b

b

b

Ejemplo 4.19. Considere la fun
ión f : {−1, 0, 1, 2} → {0, 1, 4} de�nida por f(x) = x2.Mostraremos que f es sobreye
tiva. Debemos mostrar lo siguiente:Para todo y ∈ {0, 1, 4} existe x ∈ {−1, 0, 1, 2} tal que f(x) = y.Como el 
ontradominio de f , el 
onjunto {0, 1, 4}, tiene sólo 3 elementos, podemos veri�
aresta a�rma
ión 
on una simple inspe

ión de todos los 
asos posibles.(i) Para y = 0, en efe
to existe x ∈ {−1, 0, 1, 2} tal que f(x) = 0, pre
isamente x = 0. Esde
ir, la preimagen del 0 es el 0.(ii) Para y = 1, tenemos que en efe
to existe x ∈ {−1, 0, 1, 2} tal que x2 = 1. En realidadexisten dos elementos del dominio que tiene imagen igual a 1: f(1) = 12 = 1 y f(−1) =
(−1)2 = 1. Es de
ir, 1 tiene dos preimágenes: 1 y -1.(iii) Para y = 4, tenemos que f(2) = 22 = 4. Es de
ir, la preimagen del 4 es el 2.Hemos enton
es veri�
ado que todo elemento del 
ontradominio de f es la imagen dealgún elemento del dominio de f . En otras palabras, el rango de f es {0, 1, 4}. 2Ejemplo 4.20. Sea g : Q → Q de�nida por g(x) = 2x+1. Mostraremos que g es sobreye
tiva.Debemos mostrar lo siguiente:Para todo y ∈ Q existe x ∈ Q tal que 2x + 1 = y.Por ejemplo, tomando y igual a 4 es 
laro que g(3

2
) = 3+1 = 4. Es de
ir, 3

2
es una preimagende 4. En este ejemplo no podemos mostrar la sobreye
tividad de g analizando todos los
asos posibles 
omo lo hi
imos en el ejemplo anterior, pues el 
ontradominio de g tiene una
antidad in�nita de elementos. Es por esta razón que ne
esitamos un argumento general.



102 CAPÍTULO 4. FUNCIONESFijemos un elemento y 
ualquiera del 
ontradominio, es de
ir y ∈ Q. Queremos hallar x talque
2x + 1 = y.En mu
hos ejemplos para hallar tal x lo que ha
emos es �despejar� x de una e
ua
ión. En elejemplo que estamos analizando tenemos que
2x = y − 1y por lo tanto
x =

y − 1

2
.Es 
laro que y−1

2
∈ Q y ahora veri�
aremos que la imagen de y−1

2
es y. En efe
to,

g

(

y − 1

2

)

= 2

(

y − 1

2

)

+ 1 = (y − 1) + 1 = y.

2Ejemplo 4.21. Consideremos la fun
ión f : N × N → N, de�nida por f((n,m)) = n.Mostraremos que f es sobreye
tiva. Para entender mejor la de�ni
ión de f 
al
ulemos algunasimágenes. Por ejemplo tenemos que
f((5, 0)) = 5, f((1, 1)) = 1, f((0, 0)) = 0.Esto nos di
e que 5, 1 y 0 tienen (al menos una) preimagen, respe
tivamente (5, 0), (1, 1)y (0, 0). Como ya lo dijéramos, esto no es su�
iente para garantizar que g es sobreye
tiva.Debemos mostrar que dado 
ualquier elemento del 
ontradominio n ∈ N, existe un elementodel dominio (x, y) ∈ N × N tal que f((x, y)) = n. Los ejemplos anteriores sugieren unarespuesta. En efe
to, notemos que

f((n, 0)) = npara 
ualquier n ∈ N, esto di
e que (n, 0) es una preimagen de n y por lo tanto n ∈ rango(f)para todo natural n.Observemos que en el ejemplo anterior, el 
onjunto de preimágenes de 
ada elemento del
ontradominio es un 
onjunto in�nito. Por ejemplo, las preimágenes del 3 son todos los paresordenados que tienen la forma (3,m), en símbolos,
{(n,m) ∈ N × N : f((n,m)) = 3} = {(3,m) : m ∈ N}.Esto nos di
e que f está muy lejos de ser una fun
ión inye
tiva. 2Para determinar si una fun
ión es sobreye
tiva es 
ru
ial poder 
onseguir su rango. Enlos próximos ejemplos 
al
ularemos el rango de algunas fun
iones.



4.2. FUNCIONES INYECTIVAS, SOBREYECTIVAS Y BIYECTIVAS 103Ejemplo 4.22. Considere la fun
ión f : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} dada por f(n) =
2n. Enton
es por simple inspe

ión se veri�
a que el rango de f es el 
onjunto {2, 4, 6, 8}.
2Ejemplo 4.23. Considere la fun
ión f : R \ {2} → R dada por

f(x) =
x

x − 2
.Para hallar el rango de f debemos determinar 
uales números reales son de la forma x

x−2
.Para ha
erlo 
onsideremos la e
ua
ión

x

x − 2
= y.Debemos �despejar� x de esta e
ua
ión. Tenemos enton
es que

x = (x − 2)y.Luego
x − xy = −2y.Y por lo tanto

x =
−2y

1 − y
.Usando esta última e
ua
ión mostraremos que si y 6= 1, enton
es y está en el rango de f . Enefe
to, sea y 6= 1, 
onseguiremos un real z tal que f(z) = y. Sea

z =
−2y

1 − y
.Veri�
aremos que f(z) = y. En efe
to,

f(z) =

−2y

1−y

−2y

1−y
− 2

=

−2y

1−y

−2y−2+2y

1−y

=
−2y

−2
= y.Hemos mostrado que rango(f) = R \ {1}.

2Ejemplo 4.24. Considere la fun
ión f : P(N) → P(N) dada por
f(A) = A ∪ {2, 3}.Mostraremos que el rango de f 
onsiste de todos los sub
onjuntos de N que 
ontienen al 2y al 3. En efe
to, sea B ⊆ N tal que 2, 3 ∈ B. Observemos que

f(B) = B ∪ {2, 3} = B.



104 CAPÍTULO 4. FUNCIONESPor esto B está en el rango de f . Observemos que para 
ada B que 
ontenga al 2 y al 3existen varios 
onjuntos A tales que f(A) = B. En efe
to, tenemos que
f(B \ {2, 3}) = (B \ {2, 3}) ∪ {2, 3} = B,

f(B \ {3}) = (B \ {3}) ∪ {2, 3} = B,

f(B \ {2}) = (B \ {2}) ∪ {2, 3} = B.Esto muestra que los 
onjuntos B, B \ {2, 3}, B \ {2} y B \ {3} todos tienen 
omo imagena B. 2Es importante que también quede 
laro 
uando una fun
ión no es sobreye
tiva. En elsiguiente re
uadro lo resaltaremos.Sea f : A → B una fun
ión. Las a�rma
iones (i) y (ii) son equivalentes(i) f no es sobreye
tiva(ii) Existe un elemento b ∈ B tal que para ningún a ∈ A se tiene que b = f(a).Notemos que para mostrar que una fun
ión no es sobreye
tiva debemos en
ontrar UNelemento del 
ontradominio que no tenga preimagen.Ejemplos 4.25. 1. f : {0, 1, · · · , 6} → {0, 1, · · · , 6} de�nida por partes de la manerasiguiente
f(x) =

{

x + 2 , si 0 ≤ x ≤ 2
7 − x , si 3 ≤ x ≤ 6.¾Será f sobreye
tiva? Como el dominio de f tiene sólo 7 elementos es sen
illo responderesta pregunta simplemente analizando por inspe

ión todos los 
asos posibles. Vemosque rango(f) = {1, 2, 3, 4}.De esto vemos que 5 no tiene preimagen y por lo tanto f no es sobreye
tiva.2. Podemos modi�
ar el 
ontradominio de la fun
ión dada en el ejemplo anterior y obtenerotra fun
ión que sí sea sobreye
tiva. De�nimos g : {0, 1, · · · , 6} → {1, 2, 3, 4} usandola misma ley de 
orresponden
ia que la de f . Como el dominio de g es igual al de f yusamos la misma regla, enton
es se tiene que rango(g) es de nuevo {1, 2, 3, 4} y por lotanto g sí es sobreye
tiva.

2En el último ejemplo hemos usado un he
ho general a
er
a de las fun
iones que enun
ia-remos a 
ontinua
ión.Teorema 4.26. Sea f : A → B una fun
ión. De�na g : A → rango(f) por g(x) = f(x).Enton
es g es sobreye
tiva. 2



4.2. FUNCIONES INYECTIVAS, SOBREYECTIVAS Y BIYECTIVAS 105Ejemplo 4.27. Sea f : (−1,−1) → R de�nida por f(x) = 2x + 3. A�rmamos que f no essobreye
tiva. En efe
to, notemos que si x ∈ (−1, 1) enton
es
−1 < x < 1Multipli
ando por 2 la desigualdad anterior obtenemos que
−2 < 2x < 2.Ahora sumamos 3 a ambos miembros de la desigualdad anterior y obtenemos

1 < 2x + 3 < 5.De esto se dedu
e que el rango de f está 
ontenido en (1, 5). Y por 
onsiguiente podemosenton
es 
on
luir que f no es sobreye
tiva pues, por ejemplo, 6 no tiene preimagen. Podemosde he
ho hallar el rango de f . En efe
to, a�rmamos querango(f) = (1, 5).Nos falta mostrar que (1, 5) ⊆ rango(f). Sea x ∈ (1, 5). Es de
ir, 1 < x < 5. Enton
esrestando 3 obtenemos
−2 < x − 3 < 2.Ahora dividiendo entre 2 obtenemos
−1 <

x − 3

2
< 1.Dejamos al le
tor la veri�
a
ión que

f

(

x − 3

2

)

= x.Con esto queda demostrado que todo x ∈ (1, 5) tiene preimagen y por lo tanto que (1, 5) esel rango de f . De�nimos g : (−1, 1) → (1, 5) por g(x) = 2x+3. El teorema 4.26 nos di
e que
g es sobreye
tiva. 24.2.3. Fun
iones biye
tivasDe�ni
ión 4.28. Diremos que f es biye
tiva si es inye
tiva y sobreye
tiva.Una fun
ión es biye
tiva 
uando su digrafo tiene la propiedad que a todo elemento del
ontradominio le llega una y sólo una �e
ha, 
omo se indi
a en el siguiente diagramaA B

b

b

b

b

b

b

b

b



106 CAPÍTULO 4. FUNCIONESPor esta razón se di
e que una biye

ión estable
e una 
orresponden
ia biunívo
a entrelos elementos del dominio y del 
ontradominio.Las fun
iones inye
tivas, sobreye
tivas y biye
tivas son las herramientas bási
as para
omparar el número de elementos de dos 
onjuntos. Observando el digrafo de una fun
iónbiye
tiva f : A → B vemos que A y B tienen el mismo número de elementos. Ahora bien,si f : A → B es inye
tiva, sólo podemos a�rmar que B tiene al menos tantos elementos
omo A (pero puede su
eder que B tenga más elementos que A). Por último, si f : A → Bes sobreye
tiva, sólo podemos a�rmar que A tiene al menos tantos elementos 
omo B (peropuede su
eder que A tenga más elementos que B).Ejemplo 4.29. Consideremos los 
onjuntos A = {1, 2, 3}, B = {1, 3, 5} y C = {1, 3}. Es fá
ilen
ontrar una fun
ión biye
tiva de A en B, una inye
tiva de C en A y una sobreye
tiva de
B en C. Como lo mostramos en los grá�
os que siguen. Sin embargo, no es posible en
ontraruna inye

ión de A en C, ni tampo
o una fun
ión sobreye
tiva de C en A. En parti
ular,esto nos di
e además que no existe un fun
ión biye
tiva entre A y C, lo 
ual es 
laro pues Atiene 3 elemento y C sólo 2 elementos.

123 135
A Bf

b

b

b

b

b

b

13 123
C Ag

b

b

b

b

b

135 13
B Ch

b

b

b

b

b

2Un he
ho general que usaremos 
on fre
uen
ia lo enun
iamos a 
ontinua
ión.Teorema 4.30. Sea f : A → B una fun
ión inye
tiva de�nimos g : A → rango(f) por
g(x) = f(x). Enton
es g es biye
tiva. 2Terminaremos esta se

ión presentando algunos ejemplos de fun
iones biye
tivas.Ejemplos 4.31. 1. Consideremos los 
onjuntos {1, 2, 3} y {a, b, c}. ¾Existirá una fun
iónbiye
tiva entre ellos? Es 
laro que sí . Por ejemplo, de�nimos la fun
ión f : {1, 2, 3} →

{a, b, c} por f(1) = a, f(2) = b y f(3) = c. Por una simple inspe

ión vemos que f esinye
tiva y sobreye
tiva. De he
ho existen 6 fun
iones biye
tivas distintas entre estosdos 
onjuntos (ver ejer
i
io 2).



4.2. FUNCIONES INYECTIVAS, SOBREYECTIVAS Y BIYECTIVAS 1072. Consideremos los 
onjuntos {1, 2, 3, 4} y {0, 1}×{0, 1}. ¾Existirá una fun
ión biye
tivaentre ellos?. Re
ordemos que {0, 1}×{0, 1} 
onsiste de los pares ordenado (0, 0), (0, 1),
(1, 0) y (1, 1). Podemos de�nir enton
es una fun
ión f : {1, 2, 3, 4} → {0, 1} × {0, 1}de la manera siguiente: f(1) = (0, 0), f(2) = (0, 1), f(3) = (1, 0) y f(4) = (1, 1). Dehe
ho, entre los 
onjuntos {1, 2, 3, 4} y {0, 1} × {0, 1} existen 24 fun
iones biye
tivasdistintas.3. Una fun
ión biye
tiva f : {1, 2, 3, · · · , n} → B se puede ver 
omo una enumera
iónde los elementos de B. Es de
ir, la fun
ión f sirve para �etiquetar� los n elementos de
B. Observe el le
tor lo que se hizo en los ejemplos anteriores y verá que la regla de
orresponden
ia implí
itamente enumeró los elementos del 
ontradominio.4. Veamos ahora un ejemplo 
on 
onjuntos in�nitos. Sea E el 
onjunto de todos losnúmeros pares, es de
ir, E 
onsiste de todos los números naturales de la forma 2n 
on
n otro natural. De�nimos f : N → E por f(n) = 2n. Mostraremos que f es biye
tiva.Debemos mostrar dos 
osas:(i) f es inye
tiva: sean n,m ∈ N y supongamos que f(n) = f(m). Es de
ir, supongamosque 2n = 2m. De esto inmediatamente 
on
luimos que n = m. Esto muestra que f esinye
tiva.(ii) f es sobreye
tiva: sea k ∈ E 
ualquiera, enton
es k es un número par. Por lo tanto
k es de la forma 2n para un natural n. De esto vemos que la preimagen de k es n. Porejemplo, 48 ∈ E y 48 = 2 · 24 así que 24 es la preimagen de 48.

2Ejer
i
ios 4.21. En 
ada uno de los ejer
i
ios que siguen determine si existe (y en 
aso que sea posible,en
uentre) una fun
ión f : A → B que sea (a) inye
tiva, (b) sobreye
tiva, (
) biye
tiva.a) A = {1, 2, 3, 4} y B = P({1}).b) A = {1, 2, 3, 4, 5} y B = {0} × {1, 2, 3, 4, 5}.
) A = {1, 2, 3, 4} y B = P({0, 1}).d) A = {1, 2, 3, 4, 5} y B = P({0, 1}).e) A = P({0, 1, 2}) y B = {1, 2, · · · , 8}.f ) A = {0, 1} × {0, 1} × {0, 1} y B = {0, 1, 2, · · · , 7}.2. a) Hallar todas las fun
iones biye
tivas que se puedan de�nir de {1, 2, 3} en {a, b, c}.¾Puede 
onseguir una fun
ión inye
tiva entre estos 
onjuntos que no sea biye
ti-va?. ¾Existirá una fun
ión sobreye
tiva entre estos 
onjuntos que no sea biye
tiva?b) Halle una fun
ión inye
tiva de {1, 2, 3} en {a, b, c, d}. ¾Puede hallarla biye
tiva?.
) Halle una fun
ión sobreye
tiva de {a, b, c, d} en {1, 2, 3}. ¾Puede hallarla inye
ti-va?.



108 CAPÍTULO 4. FUNCIONES3. Determine 
uales de las siguientes fun
iones son inye
tivas.a) Sea A = {0, 1, 2, · · · , 10} y f : A → A dada por f(n) = 10− n. Haga el diagramade f .b) f : {0, 1, 2, 3, · · · , 10} → {0, 1, 2, 3, · · · , 10} de�nida por partes de la manerasiguiente
f(x) =

{

x + 3 , si 0 ≤ x ≤ 3
10 − x , si 4 ≤ x ≤ 10.(Sugeren
ia: Haga el diagrama de f).
) f : {0, 1, 2, 3, · · · , 10} → N dada por f(n) = n + 3.d) f : {0, 1, 2, 3, · · · , 10} → N dada por f(n) = (n − 3)(n − 4).e) f : Q → Q, de�nida por f(x) = 3.f ) f : N → N, de�nida por f(n) = 3n.g) f : N → Z, de�nida por f(n) = −n.h) f : N × N → N, de�nida por f((n,m)) = m + n.i) f : R → R dada por f(x) = 2

3
x −

√
2.j ) f : R → R dada por f(x) = x2.k) f : R → R dada por f(x) = x3.4. Determine el rango de 
ada una de las fun
iones de�nidas en el ejer
i
ios 3. Determine
uáles de ellas son sobreye
tivas y 
uáles son biye
tivas.5. Determine el rango de las siguientes fun
iones.a) f : (−1, 3) → (0, 7] dada por f(x) = 5

4
x + 13

4
.b) f : (−3,−2) → [4, 10) dada por f(x) = 5x + 20.
) f : (−1, 0) → (0, 1

4
) dada por f(x) = 1

4
x + 1

4
.d) f : R \ {2} → R dada por f(x) = x

x−2
.e) f : R \ {2} → R dada por f(x) = 3x

x−2
.6. Sea A un 
onjunto 
on 3 elementos y B un 
onjunto 
on 4 elementos. Determine
uáles de las siguiente a�rma
iones son verdaderas y 
uáles son falsas. Justi�que susrespuestasa) Existe una fun
ión biye
tiva de A en B.b) Existe una fun
ión inye
tiva de A en B.
) Existe una fun
ión inye
tiva de B en A.d) Existe una fun
ión sobreye
tiva de A en B.e) Existe una fun
ión sobreye
tiva de B en A.



4.2. FUNCIONES INYECTIVAS, SOBREYECTIVAS Y BIYECTIVAS 1097. Diremos que una fun
ión f : Q → Q es 
re
iente si para todo r, s ∈ Q se 
umple que
r ≤ s ⇒ f(r) ≤ f(s)En este 
aso también se suele de
ir que f preserva el orden. Determine 
uales de lassiguientes fun
iones f : Q → Q son 
re
ientes.a) f(r) = r2,b) f(r) = 2r + 1,
) f(r) = r

r2+1
,d) f(r) = 5 − 4r,e) f(r) = r3.8. Determine el rango de las siguientes fun
iones y si son inye
tivas, sobreye
tivas y/obiye
tivas.a) f : P(N) → P(N) dada por f(A) = A ∪ {0, 3, 7}b) f : P(N) → P(N) dada por f(A) = A ∩ {n ∈ N : n es par}
) f : P(N) → P(N) dada por f(A) = A△{0, 3, 7}.9. Sea f : A → B una fun
ión. Veri�que que las siguientes a�rma
iones son equivalentes:a) f es inye
tiva.b) Para todo a, a′ ∈ A (f(a) = f(a′) → a = a′).(Sugeren
ia: Re
uerde que una proposi
ión 
ondi
ional es lógi
amente equivalente a su
ontrarre
ípro
a. Enun
ie la 
ontrarre
ípro
a de la proposi
ión 
ondi
ional que apare
een b)).10. En los siguientes ejer
i
ios daremos una �prueba� para que la evalúe y determine si es
orre
ta. Justi�que su respuesta.a) A�rma
ión: La fun
ión f : R → R dada por f(x) = 3x + 5 es inye
tiva.�Prueba�: Sean x, x′ dos números reales 
on f(x) 6= f(x′). Enton
es 3x+5 6= 3x′+5.Luego 3x 6= 3x′ y por lo tanto x 6= x′. Esto muestra que f es inye
tiva.b) A�rma
ión: La fun
ión f : (1, 5) → (8, 30) dada por f(x) = 3x + 5 es sobreye
-tiva.�Prueba�: Considere la e
ua
ión

y = 3x + 5.Despejando x obtenemos que
x =

y − 5

3
.Por lo tanto f es sobreye
tiva.



110 CAPÍTULO 4. FUNCIONES11. Sean A,B,C,D 
onjuntos tales que A ∩ B = ∅ y C ∩ D = ∅. Sean f : A → C y
g : B → D fun
iones inye
tivas. De�na h : A ∪ B → C ∪ D de la siguiente manera:

h(x) =

{

f(x) , si x ∈ A
g(x) , si x ∈ B.a) Muestre que la fun
ión de�nida en 4.16 es un 
aso parti
ular de este ejemplo(Sugeren
ia: Tome A 
omo el 
onjunto de todos los enteros negativos y a B 
omoel 
onjunto de los enteros no negativos. Así que A∪B = Z. Tome C = A y D = By sean f(x) = 2x − 1 y g(x) = 3x + 1.)b) Muestre que h es inye
tiva.12. Modi�que el ejer
i
io anterior y obtenga un 
riterio para determinar 
uando una fun-
ión de�nida por partes es sobreye
tiva.4.3. Composi
ión de fun
ionesCuando 
al
ulamos

2(5)3lo ha
emos por partes: primero 
al
ulamos
53que es igual a 125 y después 
al
ulamos

2(125)que nos da el resultado �nal 250. Podemos ver esta se
uen
ia de opera
iones en términos defun
iones. Consideraremos las fun
iones f, g : N → N dadas por
f(n) = n3 y g(n) = 2n.Es 
laro que 250 = g(125) y 125 = f(5) y de esto tenemos que

250 = g(f(5)).Podemos enton
es de�nir una nueva fun
ión, llamémosla h, a partir de f y g de la siguientemanera h : N → N dada por
h(n) = g(f(n)).Podemos 
al
ular 
on más pre
isión la regla de h. En efe
to, h(n) = g(n3) = 2n3.
n

f7→ n3 g7→ 2n3Dadas dos fun
iones f : A → B y g : B → C podemos de manera natural de�nir unfun
ión de A en C 
omo se indi
a a 
ontinua
ión
a 7→ g(f(a)).



4.3. COMPOSICIÓN DE FUNCIONES 111Esta nueva fun
ión se llama la 
ompuesta de f y g y se denota por
g ◦ fy su regla de 
orresponden
ia es

(g ◦ f)(x) = g(f(x)).Observe que el orden en que leemos g ◦ f es �f 
ompuesta 
on g� y que es el inverso al de
omo lo es
ribimos 1. La opera
ión entre fun
iones así de�nida se denomina 
omposi
iónde fun
iones.La 
omposi
ión de dos fun
iones se suele representar 
on 
ualquiera de los siguientesdiagramas. A → B → Cf g

g ◦ f

A Bf

C gg ◦ f

Ejemplo 4.32. Consideremos las siguientes fun
iones
b

b

b

b

b

b

210 210
A Bf

b

b

b

b

b

b

210 210
A Bg

Note que en este ejemplo parti
ular podemos 
omponer f 
on g y también g 
on f :
(f ◦ g)(0) = f(g(0)) = f(0) = 1
(g ◦ f)(0) = g(f(0)) = g(1) = 2
(f ◦ g)(1) = f(g(1)) = f(2) = 2
(g ◦ f)(1) = g(f(1)) = g(0) = 0
(f ◦ g)(2) = f(g(2)) = f(1) = 0
(g ◦ f)(2) = g(f(2)) = g(2) = 1Vemos enton
es que f ◦ g 6= g ◦ f . 21Esto es una 
onven
ión. En algunos textos se a
ostumbra a leer g ◦ f 
omo g 
ompuesta 
on f .



112 CAPÍTULO 4. FUNCIONESEjemplo 4.33. Consideremos las fun
iones f : N → Q de�nida por
f(n) =

n

n + 2y g : Q → Q de�nida por
g(x) = x2.Enton
es podemos 
omponer f 
on g y obtenemos g ◦ f : N → Q dada por

(g ◦ f)(n) =

(

n

n + 2

)2

.Por ejemplo (g ◦ f)(4) = 4
16
. 2Ejemplo 4.34. Considere f, g, h : N → N dadas por

f(n) = n3 g(n) = 2n + 4 h(n) = n2 + 2.Podemos de�nir 9 fun
iones 
omponiendo 2 de las anteriores.
(f ◦ g)(n) = f((g(n)) = f(2n + 4) = (2n + 4)3

(g ◦ f)(n) = g(f(n)) = g(n3) = 2n3 + 4
(f ◦ h)(n) = f(h(n)) = f(n2 + 2) = (n2 + 3)3

(g ◦ h)(n) = g(h(n)) = g(n2 + 2) = 2(n2 + 2) + 4 = 2n2 + 8
(h ◦ f)(n) = h(f(n)) = h(n3) = (n3)2 + 2 = n6 + 2
(h ◦ g)(n) = h(g(n)) = h(2n + 4) = (2n + 4)2 + 2
(f ◦ f)(n) = f(f(n)) = f(n3) = (n3)3 = n9

(g ◦ g)(n) = g(g(n)) = g(2n + 4) = 2(2n + 4) + 4 = 4n + 12
(h ◦ h)(n) = h(h(n)) = h(n2 + 2) = (n2 + 2)2 + 2 = n4 + 4n2 + 6Podemos obtener otras fun
iones si 
omponemos 3 o más, por ejemplo, f ◦ g ◦h, f ◦f ◦f ◦f ,et
.

2Observa
ión: Hemos de�nido la 
omposi
ión de fun
iones 
uando f : A → B y g : B → C.Sin embargo, también se puede de�nir la 
ompuesta g ◦ f 
uando se 
umple la siguiente
ondi
ión:
f : A → B, g : C → Dy rango(f) ⊆ C.Lo importante es que dado x ∈ A se 
umpla que f(x) ∈ C para que así tenga sentido laexpresión g(f(x)). 2Sean f : A → B, g : B → C y h : C → D tres fun
iones. Podemos de�nir

h ◦ g : B → D y g ◦ f : A → B.



4.3. COMPOSICIÓN DE FUNCIONES 113También podemos de�nir
(h ◦ g) ◦ f : A → D y h ◦ (g ◦ f) : A → D.El siguiente teorema di
e que las dos últimas fun
iones son iguales. Es de
ir, la 
omposi
iónde fun
iones es una opera
ión aso
iativa.Teorema 4.35. Sean f : A → B, g : B → C y h : C → D tres fun
iones. Se tiene que

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).Demostra
ión: Ya que las dos fun
iones (h◦g)◦f y h◦(g◦f) tienen dominioA y 
ontradominio
D sólo resta veri�
ar que tienen la misma ley de 
orresponden
ia. Sea x 
ualquier elementode A, enton
es

((h ◦ g) ◦ f)(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x)))y por otra parte
(h ◦ (g ◦ f))(x) = h((g ◦ f)(x)) = h(g(f(x))).Esto muestra lo deseado. 2Ejemplo 4.36. Considere f, g, h : N → N dadas por f(n) = n3, g(n) = 2n+4 y h(n) = n2+2.Enton
es usando los 
ál
ulos he
hos en el ejer
i
io anterior tenemos que

((f ◦ g) ◦ h)(n) = (f ◦ g)(h(n)) = (f ◦ g)(n2 + 2) = [2(n2 + 2) + 4]3

(f ◦ (g ◦ h))(n) = f((g ◦ h)(n)) = f(2n2 + 8) = [2n2 + 8]3Observe que [2(n2 + 2) + 4]3 = [2n2 + 8]3. 2Mostraremos ahora que la 
omposi
ión de fun
iones preserva la inye
tividad, la sobreye
-tividad y por lo tanto también la biye
tividad.Teorema 4.37. Sean f : A → B y g : B → C fun
iones. Se 
umple que1. Si f y g son inye
tivas, enton
es g ◦ f también es inye
tiva.2. Si f y g son sobreye
tivas, enton
es g ◦ f también es sobreye
tiva.3. Si f y g son biye
tivas, enton
es g ◦ f también es biye
tiva.Demostra
ión:1. En efe
to, sean x, x′ ∈ A 
on x 6= x′. Enton
es 
omo hemos supuesto que f es inye
tiva,tenemos que f(x) 6= f(x′). Ahora 
omo g también es inye
tiva, enton
es g(f(x)) 6=
g(f(x′)). Es de
ir, (g ◦ f)(x) 6= (g ◦ f)(x′).2. En efe
to, sea z ∈ C 
ualquiera. Como g es sobreye
tiva, enton
es existe y ∈ B tal que
g(y) = z. Como y ∈ B y f es sobreye
tiva, enton
es existe x ∈ A tal que f(x) = y.A�rmamos que (g ◦ f)(x) = z, pues (g ◦ f)(x) = g((f(x)) = g(y) = z.



114 CAPÍTULO 4. FUNCIONES3. Esto se dedu
e de las dos a�rma
iones anteriores, pues si f y g son biye
tivas, enparti
ular son inye
tivas y sobreye
tivas.
2Ejer
i
ios 4.31. Considere los siguientes diagramas que de�nen tres fun
iones:

b

b

b

b

b

b

123 ab

A Bf

b

b

b

b

byx 123
C Ag

b

b

b

b

b

D Ch

567 yxHaga el diagrama de f ◦ g, g ◦ h y (f ◦ g) ◦ h.2. Sean f, g, h : N → N las fun
iones de�nidas por f(n) = 3n+2, g(n) = n4 y h(n) = n+1.Determine la ley de 
orresponden
ia de las siguientes fun
iones:a) f ◦ g, f ◦ h, g ◦ f , g ◦ h, h ◦ f , h ◦ h, f ◦ f y g ◦ g.b) f ◦ g ◦ h, g ◦ h ◦ g, f ◦ g ◦ f , f ◦ h ◦ f , h ◦ h ◦ h y h ◦ g ◦ f .3. Sean f : R → R y g : R → R dadas por
f(x) = 1

1+x2 y g(x) = 1
2+x2 .Determine la ley de 
orresponden
ia de f ◦ g y g ◦ f .4. En 
ada uno de los siguientes ejer
i
ios f es un fun
ión de R en R. Cal
ule la regla de
orresponden
ia de f ◦ fa)

f(x) =

{

2x + 1 , si x ≤ 1
3x , si x > 1b)

f(x) =

{

5x − 1 , si x ≤ 1
x2 , si x > 1
)

f(x) =

{

6x + 8 , si x ≤ 1
2 − 7x , si x > 1



4.4. LA FUNCIÓN INVERSA 1155. Considere las siguientes fun
iones
b

b

b

b

b

321 ba
f

b

b

b

b

byx 321
g

b

b

b

b

b

b

h

1098 321(i) Veri�que que f ◦ g es inye
tiva (note que f no es inye
tiva).(ii) Veri�que que f ◦ h es sobreye
tiva (note que h no es sobreye
tiva).(iii) ¾Que rela
ión guardan estos ejemplos 
on lo mostrado en el teorema 4.37?6. Considere las fun
iones
f(x) =

{

0 , si x > 0
1 , si x ≤ 0

g(x) =

{

0 , si x ≥ 0
1 , si x < 0Determine f ◦ f , f ◦ f ◦ f ,... y g ◦ g, g ◦ g ◦ g.... ¾Qué patrón observa?4.4. La fun
ión inversaComo dijéramos antes, una fun
ión biye
tiva estable
e una 
orresponden
ia biunívo
aentre los elementos del dominio y los del 
ontradominio. En el siguiente ejemplo mostraremosalgo muy importante a
er
a de las fun
iones biye
tivas y la 
omposi
ión de fun
iones.Ejemplo 4.38. El diagrama de la izquierda de�ne una fun
ión f : {1, 2, 3, 4} → {a, b, c, d}El diagrama de la dere
ha de�ne una fun
ión g : {a, b, c, d} → {1, 2, 3, 4} que se obtuvoinvirtiendo el sentido de las �e
has en el diagrama de f .

f

b

b

b

b

b

b

b

b

432
1

d
b
a g

b

b

b

b

b

b

b

b

d
b
a

432
1



116 CAPÍTULO 4. FUNCIONESPodemos 
omponer f 
on g y obtenemos la fun
ión g ◦ f : {1, 2, 3, 4} → {1, 2, 3, 4} ynotamos que
(g ◦ f)(x) = x, para 
ada x ∈ {1, 2, 3, 4}.Por otra parte, también podemos 
omponer g 
on f y obtenemos la fun
ión f◦g : {a, b, c, d} →

{a, b, c, d} y notamos que
(f ◦ g)(x) = x, para 
ada x ∈ {a, b, c, d}.Las fun
iones 
ompuestas obtenidas re
iben el nombre de fun
ión identidad, pues noalteran los elementos del dominio. Obsérvese que estas fun
iones no son iguales. La primeratiene dominio {1, 2, 3, 4} y la segunda {a, b, c, d}. Las fun
iones identidad son sen
illas pero
ru
iales para 
ara
terizar las fun
iones biye
tivas. Por esta razón le daremos una nota
iónespe
ial. Dado un 
onjunto 
ualquiera A, denotaremos por 1A la fun
ión

1A : A → Ade�nida por
1A(x) = x, para 
ada x ∈ A.Hemos usado el subíndi
e A para denotar la fun
ión identidad de A pues obviamente estafun
ión depende del 
onjunto A. Es fá
il veri�
ar que la fun
ión identidad 1A es inye
tiva ysobreye
tiva, es de
ir, es biye
tiva.Podemos expresar la propiedad que tiene la fun
ión g del ejemplo que estamos analizandodi
iendo que

g ◦ f = 1{1,2,3,4} y f ◦ g = 1{a,b,c,d}.

2Las propiedades de la fun
ión g en el ejemplo anterior se deben a que f es biye
tiva,
omo lo demostramos a 
ontinua
ión.Teorema 4.39. Sea f : A → B. Las siguientes a�rma
iones son equivalentes(i) f es biye
tiva(ii) Existe una fun
ión g : B → A tal que g ◦ f = 1A y f ◦ g = 1B.Demostra
ión: Para demostrar esta equivalen
ia debemos mostrar dos impli
a
iones.
(ii) ⇒ (i). Supongamos que (ii) se 
umple. Es de
ir, supongamos que existe una fun
ión
g : B → A tal que g ◦ f = 1A y f ◦ g = 1B. Primero mostraremos que f es inye
tiva. Sean
x, x′ ∈ A y supongamos que f(x) = f(x′). Queremos ver que x = x′. Como g ◦ f = 1A,enton
es de la de�ni
ión de 
omposi
ión de fun
iones obtenemos lo siguiente

g(f(x)) = (g ◦ f)(x) = 1A(x) = x
g(f(x′)) = (g ◦ f)(x′) = 1A(x′) = x′.Por hipótesis f(x) = f(x′), enton
es obviamente

g(f(x) = g(f(x′)).



4.4. LA FUNCIÓN INVERSA 117De las igualdades de arriba obtenemos que x = x′, 
omo queríamos demostrar.Ahora mostraremos que f es sobreye
tiva. Fijemos y ∈ B. Debemos hallar x ∈ A tal que
f(x) = y. Como y ∈ B, enton
es g(y) ∈ A. A�rmamos que g(y) es la preimagen de y bajo
f . En efe
to, 
omo f ◦ g = 1B, enton
es

f(g(y)) = y.De esta manera hemos mostrado que f es biye
tiva y por lo tanto que (ii) ⇒ (i).
(i) ⇒ (ii). Ahora supongamos que f es biye
tiva y mostremos que (ii) se 
umple. Para estodebemos de�nir una fun
ión g : B → A que tenga las propiedades deseadas. La idea parade�nir g es la misma que usamos para de�nir g en el ejemplo 4.38, es de
ir, g se de�ne�invirtiendo las �e
has� en el diagrama de f .Veamos la fun
ión f 
omo una rela
ión de A en B. Es de
ir, 
onsideremos el siguiente
onjunto:

R = {(x, f(x)) ∈ A × B : x ∈ A}.Ahora �invirtamos� el orden y obtenemos
R′ = {(y, x) ∈ B × A : (x, y) ∈ R}.A�rmamos que R′ es una fun
ión. En efe
to,(i) Sea y ∈ B 
ualquiera. Por ser f sobreye
tiva, existe x ∈ A tal que y = f(x). Luego

(x, f(x)) = (x, y) y por de�ni
ión de R tenemos (x, y) ∈ R. Por lo tanto (y, x) ∈ R′.(ii) Supongamos que (y, x) y (y, x′) ambas están en R′. Mostraremos que ne
esariamente
x = x′. En efe
to, de la de�ni
ión de R′ tenemos que (x, y), (x′, y) ∈ R. Por lo tanto
f(x) = y y f(x′) = y. Ahora 
omo f es inye
tiva, tenemos que x = x′.Ya que R′ es una fun
ión usaremos la nota
ión de fun
iones y la denotaremos por g. Asíque g : B → A y por la de�ni
ión de R′ tenemos que

g(y) = x ⇔ f(x) = y.Veamos que g ◦ f = 1A. En efe
to, sea x ∈ A. Sea y ∈ B tal que y = f(x). Enton
es tenemospor la igualdad anterior que
g(f(x)) = g(y) = x.De igual manera se muestra que f ◦ g = 1B. 2Dada una fun
ión biye
tiva f : A → B, podemos preguntarnos si existirán dos fun
iones
on las propiedades men
ionadas en la parte (ii) del teorema 4.39. Si analizamos 
on 
uida-do la demostra
ión de ese teorema, es natural pensar que no existen dos fun
iones 
on esaspropiedades. Daremos una justi�
a
ión más formal de esto que a
abamos de de
ir. Suponga-mos que f es biye
tiva y además que existen dos fun
iones g, g′ : B → A ambas satisfa
iendolo di
ho en (ii) de 4.39. Es de
ir que

g ◦ f = g′ ◦ f = 1A y f ◦ g = f ◦ g′ = 1B. (4.1)



118 CAPÍTULO 4. FUNCIONESMostraremos que g = g′. Ya que estamos suponiendo que g y g′ tienen el mismo dominio y
ontradominio, sólo debemos veri�
ar que tienen la misma ley de 
orresponden
ia. Fijemosenton
es y ∈ B y mostremos que g(y) = g′(y). Como f es biye
tiva, existe x ∈ A tal que
f(x) = y. De las e
ua
iones (4.1) obtenemos que

g(y) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x) = x = (g′ ◦ f)(x) = g′(f(x)) = g′(y).Es de
ir, g = g′.En vista de esta propiedad que tienen la fun
iones biye
tivas, se de�ne la inversa de unafun
ión de la manera siguienteDe�ni
ión 4.40. Sea f : A → B una fun
ión biye
tiva. La inversa de f , que se denotapor f−1 es la úni
a fun
ión de B en A que satisfa
e las dos 
ondi
iones siguientes
f−1 ◦ f = 1A y f ◦ f−1 = 1B.

2Observa
ión: Es importante notar que si f es biye
tiva, enton
es f−1 también es biye
tiva.Ejemplo 4.41. Sea g : Q → Q de�nida por g(x) = 2x + 1. Ya vimos anteriormenteque g es sobreye
tiva. Veri�quemos que g es inye
tiva. En efe
to, supongamos que g(x) =
g(x′), es de
ir, que 2x + 1 = 2x′ + 1. Si restamos 1 a ambos miembros y luego dividimosentre 2 obtenemos que x = x′. Por lo tanto g es biye
tiva y tiene inversa. Usualmente lademostra
ión de la sobreye
tividad de la fun
ión da bastante informa
ión a
er
a de la reglade 
orresponden
ia de la inversa. Re
ordemos que mostramos que dado y ∈ Q, se 
umpleque

g

(

y − 1

2

)

= 2

(

y − 1

2

)

+ 1 = (y − 1) + 1 = y.Esto nos di
e que la inversa de g esta dada por
g−1(y) =

y − 1

2
.

2Ejemplo 4.42. Considere la fun
ión f : (1, 4) → (−13,−1) dada por
f(x) = 3 − 4x.Mostraremos que f es biye
tiva y 
al
ularemos la ley de 
orresponden
ia de su inversa.Supongamos que f(x) = f(x′), es de
ir, que 3 − 4x = 3 − 4x′. De aquí se dedu
einmediatamente que x = x′. Esto muestra que f es inye
tiva.Para ver que f es sobreye
tiva. Consideremos la e
ua
ión

y = 3 − 4x.



4.4. LA FUNCIÓN INVERSA 119Despejando x obtenemos que
x =

3 − y

4
.Veri�
aremos que si y ∈ (−13,−1), enton
es 3−y

4
∈ (1, 4). En efe
to tenemos que

−13 < y < −1.Luego multipli
ando por -1 obtenemos
1 < −y < 13.Sumando 3 obtenemos

4 < 3 − y < 16.Dividiendo entre 4 obtenemos
1 <

3 − y

4
< 4.Esto muestra que f es sobreye
tiva. Además sugiere que la inversa de f es la fun
ión

f−1 : (−13,−1) → (1, 4)dada por
f−1(y) =

3 − y

4
.En efe
to, tenemos que

(f ◦ f−1)(y) = f

(

3 − y

4

)

= 3 − 4

(

3 − y

4

)

= yy
(f−1 ◦ f)(x) = f−1(3 − 4x) =

3 − (3 − 4x)

4
= x.

2Para terminar esta se

ión mostraremos una propiedad importante de las fun
iones iden-tidad.Teorema 4.43. Sea f : A → B una fun
ión. Se tiene que
1B ◦ f = f y f ◦ 1A = f.Demostra
ión: Mostraremos la primera igualdad, la otra queda 
omo ejer
i
io. Es 
laro que

1B ◦ f y f tienen el mismo dominio y 
ontradominio. Veamos que tienen la misma ley de
orresponden
ia. Sea x ∈ A, enton
es por de�ni
ión de 
omposi
ión y de la fun
ión identidad
1B tenemos que

(1B ◦ f)(x) = 1B(f(x)) = f(x).

2



120 CAPÍTULO 4. FUNCIONESEjer
i
ios 4.41. Considere la siguientes fun
iones. Muestre que son biye
tivas y halle su inversa.a) f : Z → Z de�nida por f(x) = x + 5b) f : Q → Q dada por f(x) = 5x − 8
) f : R → R dada por f(x) = x+2
4d) f : R \ {2} → R \ {3} dada por f(x) = 3x

x−2e) f : {0, 1, · · · , 10} → {0, 1 · · · , 10} de�nida por f(x) = 10 − xf ) f : (−1, 3) → (2, 7) dada por f(x) = 5
4
x + 13

4g) f : (−1, 0) → (0, 1
4
) dada por f(x) = 1

4
x + 1

4h) f : (−8, 8) → (1, 2) dada por f(x) = 1
16

(x − 8) + 2.2. Considere la siguiente fun
ión f : N → N de�nida por partes
f(x) =

{

x + 1 , si x es par
x − 1 , si x es impar.Muestre que f es biye
tiva y halle su inversa. (Sugeren
ia: haga un esbozo del diagramade f).3. De�na una biye

ión de P({1, 2, 3}) en {1, 2, · · · , 8} y halle su inversa. (Sugeren
ia:Puede de�nirla usando un diagrama).4. De�na una biye

ión de {1, 2, 3, 4} en {a, b} × {a, b} y halle su inversa. (Sugeren
ia:Puede de�nirla usando un diagrama).5. Sean A y B dos 
onjuntos, suponga que exista una fun
ión biye
tiva de A en B. ¾Será
ierto que existe una fun
ión biye
tiva de B en A?6. Sea f : A → B. Muestre que
f ◦ 1A = f.7. Sean f : A → B y g : B → A fun
iones. Muestre las siguientes a�rma
iones:a) Si g ◦ f es inye
tiva, enton
es f es inye
tiva.b) Si g ◦ f es sobreye
tiva, enton
es g es sobreye
tiva.
) Si g ◦ f = 1A, enton
es f es inye
tiva y g es sobreye
tiva.



4.5. LA IMAGEN Y LA PREIMAGEN DE UN CONJUNTO 1214.5. La imagen y la preimagen de un 
onjuntoSea f : A → B y C ⊆ A. La imagen de C, que denotaremos por
f [C],se de�ne 
omo el 
onjunto formado por las imágenes de los elementos de C. En símbolos

f [C] = {f(x) : x ∈ C}.Notemos que 
uando C = A tenemos que f [A] es pre
isamente el rango de f .Ejemplo 4.44. Sea f : R → R dada por
f(x) = x + 2.Sea C = [0, 1). A�rmamos que
f [C] = [2, 3).En efe
to, tenemos que

f [C] = {x + 2 : x ∈ [0, 1)} = {x + 2 : 0 ≤ x < 1} = [2, 3).

2Ejemplo 4.45. Sea f : R → R dada por
f(x) = x2.Enton
es tenemos que

f [(−1, 2)] = [0, 4) f [{−2,−1, 2, 3}] = {1, 4, 9}.

2Ejemplo 4.46. Sea f : R → R dada por
f(x) = 6 − 3x.y A = (1, 2]. Sea x ∈ R, tenemos que

1 < x ≤ 2 ⇔ 0 ≤ 4 − 3x < 3.Por lo tanto f [(1, 2]] = [0, 3).
2



122 CAPÍTULO 4. FUNCIONESDada una fun
ión f : A → B y un 
onjunto D ⊆ B de�nimos la preimagen de D 
omoel 
onjunto formado por todas las preimágenes de los elementos de D. La preimagen de un
onjunto la denotaremos por
f−1(D).En símbolos tenemos que

f−1(D) = {x ∈ A : f(x) ∈ D}.Observa
ión: Es importante notar que la preimagen de un 
onjunto está bien de�nidaaún en el 
aso que f no sea biye
tiva (y por lo tanto no tenga inversa). Aquí se abusade la nota
ión, pues se usa el símbolo f−1 aún 
uando f no sea biye
tiva. Al 
omienzohay que prestar mas aten
ión para no equivo
arse: 
uando se es
ribe f−1(D), NO se estáimplí
itamente a�rmando que f tiene inversa.Cuando el 
onjunto D tiene sólo un elemento se usa la siguiente nota
ión
f−1(b).Es de
ir

f−1(b) = {a ∈ A : f(a) = b}.Ejemplo 4.47. Sea f : R → R dada por
f(x) = 2 − x.Tenemos que

f−1({1, 2, 3, 4, 5}) = {1, 0,−1,−2,−3} f−1((1, 3]) = [−1, 1)

f−1(2) = {0} f−1(4) = {−2}.
2Ejemplo 4.48. Sea f : R → R dada por

f(x) = x2 + 1.Enton
es tenemos que
f−1((2, 4]) = (1,

√
3] ∪ [−

√
3,−1)

f−1({1, 2, 3, 4, 5}) = {0,
√

2,−
√

2,
√

3,−
√

3, 2,−2}
f−1(7) = {

√
6,−

√
6}

f−1(5
4
) = {1

2
,−1

2
}.La preimagen de un 
onjunto puede ser va
ía. Por ejemplo

f−1((−3, 0)) = ∅ f−1(1
2
) = ∅.

2



4.5. LA IMAGEN Y LA PREIMAGEN DE UN CONJUNTO 123Ejer
i
ios 4.51. Sea f : R → R dada por f(x) = x2 − 1. Halle los 
onjuntos que se indi
an.(a) f [[1, 3]], (b) f−1((−1, 3]), (
) f [N](d) f [(1, 4) ∪ (
√

27, 15)] (e) f−1([5, 20)) (f) f−1((2, 5) ∪ [7, 15])2. Sea f : R → R dada por f(x) = 3x − 1. Halle los 
onjuntos que se indi
an.(a) f [[1, 3]], (b) f−1(R), (
) f [{1, 2, 3, 4}](d) f [(1, 15)] (e) f−1({1, 2, 3}) (f) f−1((0, 1
5
])3. Sea f : N × N → N dada por

f(n,m) = 2n(2m + 1) − 1.Halle los 
onjuntos que se indi
ana) f−1({1, 2, 3, 4, 5, 6})b) f [C] donde C = {(1, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 3), (2, 1), (3, 2)}.4. Sea f : R → R dada por f(x) = 3x2 + x + 1. De�na una rela
ión S sobre R dada por
(x, x′) ∈ S ⇔ f(x) = f(x′).Muestre que S es una rela
ión re�exiva, simétri
a y transitiva (es de
ir, S es unarela
ión de equivalen
ia).5. Sea f : N → N dada por

f(n) = 3n + 1.De�na una fun
ión g : P(N) → P(N) de la siguiente manera
g(A) = f [A].a) Halle los 
onjuntos que se indi
an(a) g({1, 3, 5}), (b) g({2, 4, 6}), (
) g({0, 1, 2, 3, 4})b) Muestre que g es inye
tiva.6. Sea f : N → N dada por f(x) = x2 + 4. De�na g : P(N) → P(N) por g(A) = f [A].Muestre que g no es inye
tiva.7. Sea f : A → B una fun
ióna) Muestre que f−1(B) = A.b) Sea C ⊆ D ⊆ A. Muestre que f [C] ⊆ f [D]
) Sea E ⊆ F ⊆ B. Muestre que f−1(E) ⊆ f−1(F ).8. Sea f : A → B una fun
ión



124 CAPÍTULO 4. FUNCIONESa) Sea C ⊆ A. Muestre que
C ⊆ f−1(f [C])b) Sea D ⊆ B. Muestre que
f [(f−1(D)] ⊆ D
) Determine 
uándo se 
umple la igualdad en los ejer
i
ios anteriores.d) ¾Cuándo es 
orre
to es
ribir f−1[f [C]]?, para C ⊆ A.9. Sea f : N → N dada por f(n) = 3n + 1 de�na g : P(N) → P(N) por

g(A) = f−1(A).¾Es g sobreye
tiva? ¾Es g inye
tiva?10. Sea f : A → B una fun
ión. De�na g : P(A) → P(B) y h : P(B) → P(A) por
g(D) = f [D] 
on D ⊆ Ay

h(E) = f−1(E) 
on E ⊆ B.Es de
ir, g(D) es la imagen de D bajo f y h(E) es la preimagen de E bajo f . Muestrequea) f es inye
tiva si, y sólo si, g es inye
tiva.b) f es sobreye
tiva si, y sólo si, g es sobreye
tiva.
) f es sobreye
tiva si, y sólo si, h es sobreye
tiva.d) f es inye
tiva si, y sólo si, g(A \ D) = g(A) \ g(D) para todo D ⊆ A.e) Si h es inye
tiva, enton
es f es sobreye
tiva. ¾Es válido el re
ípro
o?



4.5. LA IMAGEN Y LA PREIMAGEN DE UN CONJUNTO 125Ejer
i
ios suplementarios del 
apítulo 41. Determine si las siguientes reglas de�nen una fun
ión de N en P(N).a) n 7→ {n},b) n 7→ {m : m es un múltiplo de n},
) n 7→ {m ∈ N : n ≤ m},d) n 7→ ∅.2. Determine las imágenes indi
adas.a) f : P({1, 2, 3, 4}) → P({1, 2, 3, 4}) dada por f(A) = A ∪ {1, 2}. Hallar f(∅) y
f({1, 2}).b) f : P({1, 2, 3, 4}) → P({1, 2, 3, 4}) dada por f(A) = A△{1, 2}. Hallar f(∅) y
f({1, 3}).
) f : N → P(N) dada por f(n) = {m ∈ N : n ≤ m}. Hallar f(0) y f(3).d) Sea f : N → N de�nida por partes de la manera siguiente

f(x) =

{

x + 1 , si x es par
x , si x es impar.Hallar f(2) y f(3).e) f : P({1, 2, 3, 4}) → P({1, 2, 3, 4}) dada por f(A) = A ∩ {1, 2}. Hallar f(∅) y

f({1, 3}).3. Sea f : N → R una fun
ión. Suponga que f satisfa
e
f(n) = (n − 1)f(n − 1)para todo n > 1 y también que f(1) = 1. Halle f(4).4. Sea f : N → R una fun
ión. Suponga que f satisfa
e
f(n) = n · f(n − 1) + 1para todo n > 1 y también que f(1) = 997. Halle f(5).5. En 
ada uno de los ejer
i
ios que siguen determine si existe (y en 
aso que sea posible,en
uentre) una fun
ión f : A → B que sea (a) inye
tiva, (b) sobreye
tiva, (
) biye
tiva.a) A = {1, 2, 3, 4} y B = {0, 1} × {0, 1} × {0, 1},b) A = {1, 2, 3} y B = {0} × {1, 2, 3, 4, 5,},
) A = P({0, 1, 2}) y B = {0, 1, 2, · · · , 7},d) A = P({0, 1}) y B = {0, 1} × {0, 1},



126 CAPÍTULO 4. FUNCIONESe) A = P({0, 1, 2}) y B = {0, 1} × {0, 1} × {0, 1},f ) A = {n ∈ N : n divide a 12} y B = {1, 2, 3, 4, 5}.6. Determine si las siguientes fun
iones son inye
tivas, sobreye
tivas y/o biye
tivas. De-termine el rango de 
ada una de ellas.a) f : N → N, de�nida por f(n) = 3n + 2.b) f : N × N → N, de�nida por f((n,m)) = m.
) f : N → P(N) de�nida por f(n) = {n}.d) f : N × N → N, de�nida por f((n,m)) = m · n.e) f : N × N → N × N, de�nida por f((n,m)) = (m,n).f ) f : N → N × N de�nida por f(n) = (1, n).g) f : N → P(N) dada por f(n) = {m ∈ N : n ≤ m}.h) f : P({1, 2, 3, 4}) → P({1, 2, 3, 4}) dada por f(A) = A△{1, 2}i) f : P(N) → P(N) dada por f(A) = A ∪ {1, 2, 3, 4}.j ) f : P(N) × P(N) → P(N) dada por f(A,B) = A \ B.k) f : P(N) × P(N) → P(N) dada por f(A,B) = A△B.l) Sea f : N → N de�nida por partes de la manera siguiente
f(x) =

{

x + 1 , si x es par
x , si x es impar7. Muestre que la fun
ión dada es biye
tiva y halle su inversa.a) f : R \ {2} → R \ {1} dada por f(x) = x

x−2b) f : (5, 15) → (1
3
, 1

2
) dada por f(x) = 1

60
(x + 15).
) f : (−3,−2) → (5, 10) dada por f(x) = 5x + 20.d) f : P({0, 1, 2}) → P({0, 1, 2}) de�nida por f(A) = A△{1}.8. Sea f : A → B una fun
ión. De�na una rela
ión S sobre A dada por

(x, x′) ∈ S ⇔ f(x) = f(x′).Muestre que S es una rela
ión re�exiva, simétri
a y transitiva (es de
ir, S es unarela
ión de equivalen
ia).9. Si X es un 
onjunto y A ⊆ X, enton
es la fun
ión 
ara
terísti
a de A es una fun
ión
fA : X → {0, 1}. Por esto la siguiente fun
ión está bien de�nida.

H : P(X) → {0, 1}X

H(A) = fAMuestre que H es una biye

ión.



Capítulo 5CardinalidadEn este 
apítulo estudiaremos el 
on
epto de 
ardinalidad de un 
onjunto. Este 
on
eptoes la versión matemáti
a de la no
ión 
omún de �número de elementos de un 
onjunto�.Nuestro prin
ipal objetivo será el de 
omparar el número de elementos de los 
onjuntos
N, Z, Q y R. Aún 
uando todos ellos son 
onjuntos in�nitos, veremos que R tiene �más�elementos que los otros. Este des
ubrimiento, que los 
onjuntos in�nitos no son todos deigual tamaño, lo hizo el matemáti
o George Cantor a �nales del siglo 19.5.1. Conjuntos �nitos y métodos de 
onteo¾De 
uántas maneras podemos ordenar 3 libros distintos en un estante? Designemos 
onlas letras a, b y c los 3 libros. Podemos ha
er una lista de todas las posibles ordena
iones:

abc acb bac
bca cab cbaVemos enton
es que hay 6 posibles maneras de ordenarlos. Ahora bien, si en lugar de 3 ten-emos 1000 libros, no podemos ha
er una lista exhaustiva de todas las posibilidades pues esun número extraordinariamente grande. Por esto se han desarrollado los métodos de 
onteo.En esta se

ión presentaremos algunos de estos métodos. Lo primero que haremos es pre
isarla no
ión de �un 
onjunto 
on n elementos�. Aunque su signi�
ado es para todos intuitiva-mente 
laro, es importante que lo expresemos usando el lenguaje de las Matemáti
as. Aligual que en todo pro
eso de medi
ión (en el 
aso que nos o
upa, estamos interesados enmedir el número de elementos de un 
onjunto) es fundamental �jar un patrón de referen
ia.El 
onjunto 
on n elementos que usaremos 
omo patrón es {1, 2, 3, · · · , n} (¾que otro podríaser?). También es 
onveniente tener a la mano una nota
ión prá
ti
a para trabajar 
on estos
on
eptos. Todo esto lo haremos a 
ontinua
ión.De�ni
ión 5.1. Sea A un 
onjunto y n ≥ 1 un número natural. Diremos que A tiene nelementos si existe una fun
ión biye
tiva f : {1, 2, 3, · · · , n} → A. En este 
aso es
ribiremos

|A| = n.Diremos que A es �nito si A es va
ío o si tiene n elementos para algún n. Diremos que el
onjunto va
ío tiene 0 elementos. 127



128 CAPÍTULO 5. CARDINALIDADEl le
tor debería 
onven
erse que la de�ni
ión que a
abamos de dar 
aptura la no
iónintuitiva de un 
onjunto 
on n elementos.El símbolo |A| se lee �el número de elementos de A�, también se di
e �la 
ardinalidad de
|A|�. La e
ua
ión |A| = |B|, se lee �A y B tienen el mismo número de elementos� o � A y Btienen la misma 
ardinalidad�.Ejemplo 5.2. Sea A = {2, 4, a, b, 8}. Veamos que A satisfa
e la de�ni
ión de un 
onjunto
on 5 elementos. Para esto debemos 
onseguir una fun
ión biye
tiva de {1, 2, 3, 4, 5} en A.En efe
to, 
onsidere la siguiente regla

f(1) = 2
f(2) = 4
f(3) = a
f(4) = b
f(5) = 8

2Teniendo a
larado la no
ión de �número de elemento de un 
onjunto� o �
ardinalidadde un 
onjunto �nito� nos dedi
aremos a estudiar sus propiedades. El primer resultado essumamente útil.Teorema 5.3. Sean A y B dos 
onjuntos �nitos. Si A y B son disjuntos (es de
ir, A∩B = ∅),enton
es |A ∪ B| = |A| + |B|.Antes de dar la demostra
ión de este resultado veremos un ejemplo.Ejemplo 5.4. Sea A = {1, 4, 6} y B = {3, 7, 8, 9}. Tenemos que A ∩ B = ∅, A ∪ B es iguala {1, 4, 6, 3, 7, 8, 9} y A ∪ B tiene 3 + 4 elementos.Observe que es 
ru
ial que los 
onjuntos sean disjuntos. Por ejemplo, sea C = {1, 4, 6} y
D = {1, 7, 8, 9}. En este 
aso C ∩ D = {1} y C ∪ D tiene sólo 6 elementos. 2Demostra
ión de 5.3: Sea n = |A| y m = |B|. Primero observemos que en el 
aso en que A o
B sea el 
onjunto va
ío (es de
ir, si n = 0 o m = 0) en realidad no hay nada que demostrar;pues si A = ∅, enton
es A ∪ B = B y por lo tanto A ∪ B tiene m elementos. Por estosupondremos que n,m ≥ 1.La hipótesis a
er
a de A y B nos asegura que existen dos fun
iones biye
tivas: f :
{1, 2, 3, · · · , n} → A y g : {1, 2, 3, · · · ,m} → B. La primera garantiza que A tiene n elemen-tos y la segunda nos asegura que B tiene m elementos. Usando estas dos fun
iones tenemosque ingeniárnosla para de�nir una fun
ión

h : {1, 2, 3, · · · , n + m} → A ∪ Bque sea biye
tiva. Haremos la demostra
ión para el 
aso parti
ular n = 4 y m = 7. Dejaremos
omo ejer
i
io al le
tor es
ribir una demostra
ión para el 
aso general (ver ejer
i
io 7).Tenemos enton
es dos fun
iones biye
tivas
f : {1, 2, 3, 4} → A y g : {1, 2, 3, · · · , 7} → B.



5.1. CONJUNTOS FINITOS Y MÉTODOS DE CONTEO 129La de�ni
ión de h es la siguiente
h(x) =

{

f(x) , si x ∈ {1, 2, 3, 4}
g(x − 4) , si x ∈ {5, 6, · · · , 11}.A 
ontinua
ión veri�
aremos tres 
osas: (i) h está bien de�nida. Es de
ir, veri�
aremos que

h en realidad asigna a 
ada x en {1, 2, · · · , 11} un elemento de A ∪ B, (ii) h es inye
tiva y(iii) h es sobreye
tiva.(i) Sea x ∈ {1, 2, · · · , 11}. Hay dos 
asos a 
onsiderar:(a) Si x ∈ {1, 2, 3, 4}, enton
es x pertene
e al dominio de f y por lo tanto f(x) estábien de�nida y así h(x) ∈ A (y en 
onse
uen
ia, h(x) ∈ A ∪ B).(b) Si x ∈ {5, 6, · · · , 11}, enton
es es 
laro que 1 ≤ x−4 ≤ 7. Es de
ir x−4 pertene
eal dominio de g y por lo tanto g(x − 4) está bien de�nido. Además, en este 
aso
h(x) ∈ B y por lo tanto h(x) ∈ A ∪ B.(ii) h es inye
tiva. Sean x, x′ ∈ {1, 2, · · · , 11} 
on x 6= x′. Mostraremos que h(x) 6= h(x′).Como h está de�nida por partes 
onsideraremos todos los 
asos posibles.1. x, x′ ∈ {1, 2, 3, 4}. En este 
aso h(x) = f(x) y h(x′) = f(x′). Como f es inye
tivay x 6= x′, enton
es f(x) 6= f(x′) y por lo tanto h(x) 6= h(x′).2. x, x′ ∈ {5, 6, · · · , , 11}. Este 
aso es similar al anterior.3. x ∈ {1, 2, 3, 4} y x′ ∈ {5, 6, · · · , , 11}. En este 
aso h(x) = f(x) y h(x′) = g(x′−4).Como f(x) ∈ A, g(x′ − 4) ∈ B y por la hipótesis A ∩ B = ∅, tenemos que
f(x) 6= g(x′ − 4). Por lo tanto h(x) 6= h(x′).4. x′ ∈ {1, 2, 3, 4} y x ∈ {5, 6, · · · , , 11}. Este 
aso se trata 
omo se hizo 
on el ter
er
aso. Dejamos a 
argo del le
tor 
ompletar los detalles.Hemos mostrado que en 
ada uno de los 
asos posibles h(x) 6= h(x′) por lo tanto h esinye
tiva.(iii) h es sobreye
tiva. Fijemos y ∈ A∪B y mostremos que existe x ∈ {1, 2, · · · , 11} tal que

h(x) = y. Tenemos dos 
asos a 
onsiderar1. y ∈ A. Como f es sobreye
tiva, enton
es existe x ∈ {1, 2, 3, 4} tal que f(x) = y.Por la de�ni
ión de h tenemos que h(x) = y.2. y ∈ B. Como g es sobreye
tiva, enton
es existe z ∈ {1, · · · , 7} tal que g(z) = y.Uno estaría tentado a de
ir que h(z) = y, pero esto no es 
ierto. Lo que si podemosde
ir es que 5 ≤ z + 4 ≤ 11 y por lo tanto por la de�ni
ión de h tenemos que
h(z + 4) = g(z) y en 
onse
uen
ia h(z + 4) = y. Es de
ir z + 4 es la preimagen de
y.Hemos mostrado en 
ada uno de los 
asos que y tiene preimagen. Por lo tanto h essobreye
tiva.
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2Podemos generalizar el resultado anterior para la unión de tres o más 
onjuntos disjuntosde la manera siguiente.Teorema 5.5. Sean A, B y C tres 
onjuntos �nitos tales que A∩B = A∩C = B ∩C = ∅,enton
es A ∪ B ∪ C es �nito y además

|A ∪ B ∪ C| = |A| + |B| + |C|.Demostra
ión: Sean A, B y C tres 
onjuntos 
omo en la hipótesis. Considere el siguiente
onjunto
D = A ∪ B.Tenemos enton
es que D y C son disjuntos (¾por qué?). Luego por el teorema 5.3 
on
luimosque

|D ∪ C| = |D| + |C|.Análogamente, 
omo A y B son disjuntos, tenemos que
|D| = |A ∪ B| = |A| + |B|.De la dos igualdades anteriores obtenemos

|A ∪ B ∪ C| = |D ∪ C| = |D| + |C| = |A| + |B| + |C|.

2Cuando una familia de 
onjuntos {Ai}i tiene la propiedad que Ai ∩Aj = ∅ para 
ada parde índi
es distintos i, j se di
e que la familia es disjunta dos a dos. El resultado anterior sepuede generalizar: Sea {Ai}n
i=1 una familia de 
onjuntos �nitos disjuntas dos a dos, enton
es
|A1 ∪ · · · ∪ An| = |A1| + · · · + |An|.La demostra
ión de este he
ho queda 
omo ejer
i
io (ver ejer
i
io 8).Otra propiedad de los 
onjuntos �nitos es la siguiente:Teorema 5.6. Sea A un 
onjunto �nito y B ⊆ A, enton
es B es �nito y además |B| ≤ |A|.

2En otras palabras, si A tiene n elementos y B ⊆ A, enton
es B tiene a lo sumo nelementos. El le
tor que quiera ver una prueba formal de este resultado puede ver el ejer
i
io9 donde en
ontrará algunas indi
a
iones de 
omo ha
erlo.El siguiente resultado es similar al teorema 5.3 pero ahora también in
luiremos el 
asodonde los 
onjuntos A y B no son ne
esariamente disjuntos.Teorema 5.7. Sean A y B 
onjuntos �nitos, enton
es se 
umple que
|A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B|.
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ión: Comen
emos observando que
A ∪ B = (A \ B) ∪ (A ∩ B) ∪ (B \ A)y además que

(A ∩ B) ∩ (A \ B) = ∅
(A ∩ B) ∩ (B \ A) = ∅
(A \ B) ∩ (B \ A) = ∅.Es de
ir, 
ada par de estos tres 
onjuntos son disjuntos. Ya que A ∩ B ⊆ A, A \ B ⊆ A y

B \A ⊆ B, enton
es 
ada uno de ellos es �nito (por el teorema 5.6). Podemos ahora usar elteorema 5.5 y 
on
luir que
|A ∪ B| = |A \ B| + |A ∩ B| + |B \ A|. (5.1)Observe que A \ B y B ∩ A son disjuntos, es de
ir

(A \ B) ∩ (A ∩ B) = ∅y además que
A = (A ∩ B) ∪ (A \ B).Ya que A \ B ⊆ A y A ∩ B ⊆ A, enton
es ambos son 
onjuntos �nitos (por el teorema 5.6).Por lo tanto por el teorema 5.3 tenemos que

|A| = |A ∩ B| + |A \ B|. (5.2)Análogamente para el 
onjunto B tenemos que
|B| = |A ∩ B| + |B \ A|. (5.3)Sumando las igualdades dadas en (5.2) y (5.3) obtenemos que

|A| + |B| = |A ∩ B| + |A \ B| + |A ∩ B| + |B \ A|.Comparando 
on (5.1) obtenemos
|A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B|y ésta es la e
ua
ión bus
ada.

2El resultado anterior se puede generalizar para tres o más 
onjuntos �nitos. Este resultadose 
ono
e 
omo el prin
ipio de in
lusión y ex
lusión.Teorema 5.8. (Prin
ipio de in
lusión y ex
lusión) Sean A, B y C tres 
onjuntos �nitos,enton
es A ∪ B ∪ C es �nito y además se 
umple que
|A ∪ B ∪ C| = |A| + |B| + |C| − |A ∩ B| − |A ∩ C| − |B ∩ C| + |A ∩ B ∩ C|.

2



132 CAPÍTULO 5. CARDINALIDADLa utilidad de este resultado reside en que en general es más fá
il 
ontar el número deelementos de la interse

ión de 
onjuntos que el de la unión de 
onjuntos. En el ejer
i
io 10el le
tor en
ontrará algunas indi
a
iones de 
omo demostrar este resultado.Ejemplos 5.9. ¾Cuántos enteros del 
onjunto S = {1, 2, 3, · · · , 1000} son divisibles por 3 o5? De�nimos dos 
onjuntos D3 y D5 de la siguiente manera
D3 = {n ∈ S : n es divisible por 3} y D5 = {n ∈ S : n es divisible por 5}.Estamos bus
ando el número de elementos de D3∪D5. Ha
iendo uso del teorema 5.7 bastaríaque 
onsiguiéramos |D3|, |D5| y |D3 ∩ D5|. Notemos que n es divisible por 3 si n es de laforma 3k para algún entero k. Como 3 · 333 = 999, 3 · 334 = 1002, y 5 · 200 = 1000 podemos
on
luir que

D3 = {3k : 1 ≤ k ≤ 333} y D5 = {5k : 1 ≤ k ≤ 200}.Esto nos di
e que |D3| = 333 y |D5| = 200. Por otra parte, observemos que si n ∈ D3 ∩ D5,enton
es n es divisible por 15 (pues la fa
toriza
ión de n en fa
tores primos in
luirá tanto al3 
omo al 5). Re
ípro
amente, si n es divisible por 15 enton
es n es divisible por 3 y por 5.Esto nos di
e que
D3 ∩ D5 = {n ∈ S : n es divisible por 15}.Por lo tanto, 
omo 15 · 66 = 990 y 15 · 67 = 1005, enton
es

D3 ∩ D5 = {15k : 1 ≤ k ≤ 66}.De esto tenemos que |D3 ∩ D5| = 66. Finalmente
|D3 ∪ D5| = |D3| + |D5| − |D3 ∩ D5| = 333 + 200 − 66 = 467.Veamos otro ejemplo. ¾Cuántos enteros en S son divisibles por 3, 5 o 7? Sea D7 el 
onjunto

D7 = {n ∈ S : n es divisible por 7}.Al igual que antes se tiene que |D7| = 142, pues 7 · 142 = 994 y 7 · 143 = 1001. Por otraparte, 
omo 7, 3 y 5 son números primos, enton
es
D3 ∩ D7 = {n ∈ S : n es divisible por 21}
D5 ∩ D7 = {n ∈ S : n es divisible por 35}

D3 ∩ D5 ∩ D7 = {n ∈ S : n es divisible por 105}.Razonando análogamente a 
omo hi
iéramos antes, obtenemos que |D3 ∩ D7| = 47, |D5 ∩
D7| = 28 y |D3 ∩ D5 ∩ D7| = 9. Por el prin
ipio de in
lusión y ex
lusión tenemos que

|D3 ∪ D5 ∪ D7| = |D3| + |D5| + |D7| − |D3 ∩ D5| − |D3 ∩ D7| −
|D5 ∩ D7| + |D3 ∩ D5 ∩ D7|

= 333 + 200 + 142 − 66 − 47 − 28 + 9
= 543.

2
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ión 5.10. El prin
ipio de in
lusión y ex
lusión se puede generalizar a un númeroarbitrario de 
onjuntos. Por ejemplo, para 
uatro 
onjuntos A,B,C y D se tiene que
|A ∪ B ∪ C ∪ D| = |A| + |B| + |C| + |D|

−|A ∩ B| − |A ∩ C| − |A ∩ D| − |B ∩ C| − |C ∩ D|
+|A ∩ B ∩ C| + |A ∩ B ∩ D| + |A ∩ C ∩ D| + |B ∩ C ∩ D|
−|A ∩ B ∩ C ∩ D|.

2Si entre dos 
onjuntos A y B se puede de�nir una fun
ión biye
tiva, enton
es A y B tienenel mismo número de elementos, 
omo lo demostraremos a 
ontinua
ión. Este resultado es la
lave de mu
hos métodos de 
onteo.Teorema 5.11. Sea A un 
onjunto �nito y supongamos que existe un fun
ión biye
tiva
f : A → B, enton
es B es �nito y además |A| = |B|.Demostra
ión: Sea n el número de elementos de A, es de
ir, |A| = n y sea g : {1, 2, · · · , n} →
A una biye

ión. Queremos en
ontrar una biye

ión h : {1, 2, · · · , n} → B. La fun
ión
ompuesta f ◦ g : {1, 2, · · · , n} → B es la 
andidata natural para h. En efe
to, ya hemosvisto que la 
omposi
ión de fun
iones biye
tivas es biye
tiva, así que f ◦ g es la biye

iónbus
ada. 2Ejemplo 5.12. Consideremos el 
onjunto A = {2, 5, 7, 8} y el 
onjunto B dado por {a} ×
{2, 5, 7, 8}. Es fá
il ver que B tiene 4 elementos (¾
uáles son?). Podemos también de�nir unabiye

ión f : A → B entre A y B de la siguiente manera

f(x) = (a, x).Es de
ir, a 
ada elemento x de A lo enviamos al par ordenado (a, x).Para ilustrar lo que hi
imos en la demostra
ión del teorema 5.11 busquemos una biye

ión
g : {1, 2, 3, 4} → {2, 5, 7, 8}. Por ejemplo: g(1) = 2, g(2) = 5, g(3) = 7 y g(4) = 8. Ahorapodemos 
al
ular la fun
ión 
ompuesta f ◦ g : {1, 2, 3, 4} → {a} × {2, 5, 7, 8} y obtenemos
(f ◦ g)(1) = (a, 2), (f ◦ g)(2) = (a, 5), (f ◦ g)(3) = (a, 7) y (f ◦ g)(4) = (a, 8). La fun
ión
f ◦ g es biye
tiva.

2Observa
ión 5.13. Si A y B tienen n elementos 
ada uno, ¾Cúantas biye

iones existenentre A y B? La respuesta es que existen n! fun
iones biye
tivas entre A y B 1. El le
torinteresado puede ha
er la demostra
ión de esta a�rma
ión por indu

ión en n.1Re
ordemos que el fa
torial de un número natural se de�ne por n! = n · (n − 1) · · · 2 · 1. Por ejemplo,
3! = 3 · 2 · 1 = 6



134 CAPÍTULO 5. CARDINALIDAD5.1.1. Cardinalidad del 
onjunto poten
iaAhora 
al
ularemos el número de elemento del 
onjunto poten
ia. Para ha
erlo usaremosel Prin
ipio de indu

ión, el paso indu
tivo está basado en la siguiente idea. Consideremosel 
onjunto poten
ia de {1, 2, 3}. Clasi�
amos los sub
onjuntos de {1, 2, 3} en dos grupos: elprimero 
onsiste de aquellos que no 
ontienen al 3 y el segundo del resto, es de
ir, aquellosque sí 
ontienen al 3
∅ {1} {2} {1, 2}

{3} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}Notemos que los 
onjuntos que están en la primera �la son pre
isamente los sub
onjuntosde {1, 2}, es de
ir, en el primer grupo hemos puestos todos los elementos de P({1, 2}). Y losque 
olo
amos en el segundo grupo se obtienen agregando el 3 a los 
onjuntos del primergrupo.De lo di
ho anteriormente se 
on
luye que el número de elementos de P({1, 2, 3}) es eldoble que el de P({1, 2}). El le
tor debe tener presente esta idea 
uando lea la prueba quedamos a 
ontinua
ión.Teorema 5.14. Sea n un natural 
on n ≥ 1, enton
es P({1, 2, · · · , n}) tiene 2n elementos.Demostra
ión: La demostra
ión la haremos por indu

ión. Para n igual a 1, tenemos que
P({1}) = {∅, {1}} tiene 21 elementos. Supongamos que el resultado es 
ierto para k ymostrémoslo para k+1. La hipótesis indu
tiva di
e que P({1, 2, 3 · · · , k}) tiene 2k elementos.Consideremos los siguientes 
onjuntos

A = {X ∈ P({1, 2, 3 · · · , k + 1}) : k + 1 ∈ X}

B = {X ∈ P({1, 2, 3 · · · , k + 1}) : k + 1 6∈ X}.Observemos que B es igual a P({1, 2, 3 · · · , k}) (verifíquelo!). Tenemos que A ∩ B = ∅ yademás que P({1, 2, 3 · · · , k + 1}) = A ∪ B (verifíquelo!). La hipótesis indu
tiva nos di
eque B tiene 2k elementos. Mostraremos en seguida que A también tiene 2k elementos. Su-pongamos esto por un momento y terminemos la veri�
a
ión del paso indu
tivo. Como A∪Bes igual a P({1, 2, 3 · · · , k + 1}) y A y B son disjuntos, enton
es podemos usar el teorema5.3 y 
on
luir que P({1, 2, 3 · · · , k + 1}) tiene 2k + 2k elementos. Como 2 · 2k = 2k+1, hemosmostrado que P({1, 2, 3 · · · , k + 1}) tiene 2k+1 elementos. Con esto terminamos la veri�-
a
ión del paso indu
tivo.Nos quedó pendiente mostrar que A tiene 2k elementos. En realidad es bastante sen
illodarse 
uenta de ésto. Analizando 
on 
uidado la de�ni
ión de A vemos que A tiene tantoselementos 
omo B, pues a 
ada 
onjunto X en B le 
orresponde exa
tamente uno de A,pre
isamente el 
onjunto X ∪ {k + 1}. Esta es la idea que presentamos antes de enun
iar elteorema para el 
aso parti
ular del 
onjunto poten
ia de {1, 2, 3}. Pre
isaremos estas ideasa 
ontinua
ión.Considere la siguiente fun
ión: f : B → A dada por
f(X) = X ∪ {k + 1}.



5.1. CONJUNTOS FINITOS Y MÉTODOS DE CONTEO 135Observe que f(X) es un sub
onjunto de {1, 2, 3 · · · , k + 1}. Veamos que f es inye
tiva. Sean
X,Y ∈ B 
on X 6= Y . Enton
es al agregarles a estos 
onjuntos el número k+1 siguen siendodistintos, en otras palabras, X ∪ {k + 1} 6= Y ∪ {k + 1}. Esto muestra que f(X) 6= f(Y )y por lo tanto que f es inye
tiva. Dejamos 
omo ejer
i
io al le
tor la veri�
a
ión que f essobreye
tiva (ver ejer
i
io 15).

2El le
tor seguramente ya habrá notado lo larga que resultó ser la prueba del teoremaanterior (y eso que hasta le dejé una parte al le
tor!). También habrá observado que la idea�detrás� de la prueba es realmente simple (
omo lo ilustramos antes de enun
iar el teorema).Esto es 
omún que su
eda en matemáti
as. Algunas demostra
iones usan una idea sen
illaque al �formalizarla� en el lenguaje de las matemáti
as resulta aparentemente mu
ho más
ompli
ada. Sin embargo, la formaliza
ión y la prueba son fundamentales para 
onven
ernosque el resultado enun
iado era 
orre
to. A medida que avan
e en el estudio de la matemáti
a,el le
tor irá notando la apari
ión en los libros de frases 
omo �es fá
il ver que usando tal o
ual idea se puede 
ompletar la demostra
ión� y le dejan al le
tor la tarea de 
onven
erseque en realidad esa �idea� simple es su�
iente. Podríamos de
ir que una parte importantedel estudio de las matemáti
as 
onsiste en llegar a ese 
onven
imiento.Ya vimos que P({1, 2, 3 · · · , n}) tiene 2n elementos. ¾Qué podemos de
ir a
er
a de P(A)si A tiene n elementos? El siguiente teorema di
e que P(A), por supuesto, tiene 2n elementos.Teorema 5.15. Sea A un 
onjunto �nito 
on n elementos, enton
es P(A) tiene 2n elemen-tos.Demostra
ión: De�niremos una biye

ión entre P(A) y P({1, 2, · · · , n}). Después de tener ala mano esa biye

ión podremos usar el teorema 5.11, pues ya sabemos que P({1, 2, · · · , n})tiene 2n elementos y así 
on
luir que P(A) tiene 2n elementos.Si A es el 
onjunto va
ío, enton
es P(∅) tiene un solo elemento, es de
ir tiene 20 elementos.Podemos enton
es suponer que |A| ≥ 1. Sea A un 
onjunto 
on n elementos y �jemos unbiye

ión f : {1, 2, 3 · · · , n} → A. De�niremos una fun
ión g : P({1, 2, · · · , n}) → P(A)de la manera siguiente. Dado un sub
onjunto B ⊆ {1, 2, · · · , n} de�nimos g(B) 
omo el
onjunto
g(B) = {f(b) : b ∈ B}.Es de
ir, g(B) 
onsiste de las imágenes bajo f de los elementos de B. Dejamos al le
tor latarea de 
onven
erse que g es en efe
to una biye

ión (ver ejer
i
io 17).

25.1.2. Cardinalidad del produ
to CartesianoAhora 
al
ularemos la 
ardinalidad del produ
to 
artesiano de dos 
onjuntos.Teorema 5.16. Sean A y B dos 
onjuntos �nitos, enton
es el produ
to 
artesiano A × Bes �nito y se 
umple que
|A × B| = |A| · |B|



136 CAPÍTULO 5. CARDINALIDADDemostra
ión: Para 
ada x ∈ A de�nimos el 
onjunto Dx 
omo
Dx = {x} × B.Usando el teorema 5.11 tenemos que |Dx| = |B| (¾Cuál es la biye

ión f que ha
e falta parapoder usar el teorema 5.11?). Hemos de�nido enton
es una familia indizada de 
onjuntos

{Dx : x ∈ A} donde el 
onjunto de índi
es es el 
onjunto A. Observemos que si x, x′ ∈ Ason distintos, enton
es Dx y Dx′ son disjuntos (¾por qué?). Dejamos al le
tor la tarea deveri�
ar que
A × B =

⋃

x∈A

Dx.Por lo tanto podemos ha
er uso de la versión generalizada del teorema 5.5 (ver el 
omentarioque sigue a 5.5 y el ejer
i
io 8) y 
on
luir que
|A × B| =

∑

x∈A

|Dx|.Para fa
ilitar la le
tura, sea n el número de elementos de A y m el número de elementos de
B. En símbolos, n = |A| y m = |B|. Ya vimos que 
ada Dx tiene m elementos, así que en lasuma anterior tenemos m repetido tantas ve
es 
omo elementos tenga A, es de
ir, tenemos
m repetido n ve
es. En otras palabras,

|A × B| = n · my esto era lo que queríamos demostrar.
2Ejemplo 5.17. Considere el 
onjunto

S = {100, 101, 102, · · · , 999}.Observemos que |S| = 900. ¾Cuántos números en S tienen un 3 en la primera 
ifra? Re�ex-ionando un po
o vemos que existe 100 de esos números. Podemos también responder estapregunta usando el teorema 5.16. Los números que estamos bus
ando tienen la forma 3ab,donde a, b son dígitos entre 0 y 9 (ambos in
luidos). Por el teorema 5.16 sabemos que existen
102 pares ordenados de la forma (a, b) 
on a, b ∈ {0, 1, · · · , 9}. Cada par (a, b) nos propor-
iona uno de los números bus
ados, pre
isamente el número 3ab. Y re
ípro
amente, a 
adanúmero de la forma 3ab le 
orresponde el par (a, b). Esto muestra que la fun
ión (a, b) 7→ 3abes una biye

ión entre {0, 1, · · · , 9} × {0, 1, · · · , 9} y el 
onjunto al que le estamos determi-nando la 
ardinalidad. Usando el teorema 5.11 
on
luimos que existen 100 números de laforma 3ab.

2Ejer
i
ios 5.11. Determine si los siguientes 
onjuntos son �nitos y en 
aso de serlo diga 
uantos ele-mentos tiene.



5.1. CONJUNTOS FINITOS Y MÉTODOS DE CONTEO 137a) {n ∈ N : La suma de las 
ifras de n es igual a 5}b) {n ∈ N : 4 + 1
n

>
√

17}
) {n ∈ N : 3n+1
4n+2

< 29
40
}2. En un grupo de 150 personas, 45 nadan, 40 montan bi
i
leta y 50 trotan. Además, 32personas trotan pero no andan en bi
i
leta, 27 personas trotan y nadan y 10 personaspra
ti
an los tres deportes.a) ¾Cuántas personas solamente trotan (es de
ir, trotan pero ni nadan ni andan enbi
i
leta)?b) Si 21 personas andan en bi
i
leta y nadan ¾Cuántas no realizan ninguna de lastres a
tividades?(Sugeren
ia: Haga un diagrama de Venn).3. De 200 personas, 150 trotan o nadan (pudieran ha
er las dos 
osas). Si 85 nadan y 60ha
en las dos a
tividades ¾
uántas trotan?4. Una bolsa 
ontiene 50 metras de 
uatro 
olores distintos. Explique por qué debe haberal menos 13 metras del mismo 
olor.5. Suponga que se 
olo
an 73 metras en o
ho 
ajas.a) Muestre que una 
aja debe 
ontener al menos 10 metras.b) Muestre que si dos de las 
ajas están va
ías, enton
es alguna 
aja 
ontiene almenos 13 metras.6. En
uentre el número de enteros en {1, 2, · · · , 1000} que sean divisibles por 4, 5 ó 7.(Sugeren
ia: Vea el ejemplo 5.9).7. Sean A y B dos 
onjuntos disjuntos tales que A tiene n elementos y B tiene m ele-mentos. Sean f : {1, 2, 3, · · · , n} → A y g : {1, 2, 3, · · · ,m} → B fun
iones biye
tivas.De�na h : {1, 2, · · · , n + m} → (A ∪ B) de la manera siguiente:

h(x) =

{

f(x) , si 1 ≤ x ≤ n
g(x − n) , si n + 1 ≤ x ≤ n + m.Muestre que h es una biye

ión.(Sugeren
ia: Imite lo he
ho en la demostra
ión del teorema 5.3).8. Sea {Ai}n

i=1 una familia de 
onjuntos �nitos disjuntas dos a dos. Demuestre que
|A1 ∪ · · · ∪ An| = |A1| + · · · + |An|.(Sugeren
ia: Use indu

ión en n y siga un razonamiento similar al usado en la demostra
ióndel teorema 5.5).



138 CAPÍTULO 5. CARDINALIDAD9. Muestre que si A es �nito y B ⊆ A, enton
es B es �nito y además se 
umple que
|B| ≤ |A|.(Sugeren
ia: Sea n el número de elementos de A. Haga la prueba por indu

ión en n.Si n es 
ero, enton
es A es va
ío y por lo tanto B = ∅. Para el paso indu
tivo, sea Aun 
onjunto 
on n + 1 elementos y f : {1, 2, · · · , n + 1} → A una biye

ión. Consideredos 
asos: (a) f(n + 1) 6∈ B y (b) f(n + 1) ∈ B. Para el 
aso (a), veri�que que
A−{f(n + 1)} tiene n elementos y que B ⊆ A−{f(n + 1)}. Use la hipótesis indu
tivapara 
on
luir que B es �nito y que |B| ≤ n. Para el 
aso (b), 
onsidere el 
onjunto
C = B −{f(n + 1)}. Veri�que que C ⊆ A−{f(n + 1)} y por el 
aso (a) 
on
luya que
C es �nito y además que |C| ≤ n. Para �nalizar, veri�que que B = C ∪ {f(n + 1)} yuse el teorema 5.3 para 
on
luir que |B| = |C| + 1.)10. Demuestre el teorema 5.8.(Sugeren
ia: Observe que A∪B∪C = (A∪B)∪C. Use ahora el teorema 5.1 y exprese
|A ∪ B ∪ C| en términos de |A ∪ B|, |(A ∪ B) ∩ C| y |C|. Use de nuevo el teorema 5.1para 
al
ular |A ∪ B| y |(A ∩ C) ∪ (B ∩ C)| ).11. a) Demuestre la fórmula dada en la observa
ión 5.10.b) Halle una fórmula para 
al
ular

|A ∪ B ∪ C ∪ D ∪ E|.12. Sean A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, B = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}. Determine
|A ∪ B| |A ∩ B| |A△B| |P(A)| |A × B|

|P(A) ∩ P(B)| |P(A × B)| |P(P(P(A)))| |P(A × P(B))| |A × P(P(B))|13. Sea A = {1, 2, 3, 4} y B = {a, b, c, d} y C = {1, 3, 5}. Cal
ule |A × B × C|.14. Considere los siguientes 
onjuntos
A = {X ∈ P({1, 2, 3 · · · , k + 1}) : k + 1 ∈ X}y
B = {X ∈ P({1, 2, 3 · · · , k + 1}) : k + 1 6∈ X}.Veri�que las siguientes a�rma
iones:a) B es igual a P({1, 2, 3 · · · , k})b) A ∩ B = ∅
) P({1, 2, 3 · · · , k + 1}) = A ∪ B.15. Complete la demostra
ión del teorema 5.14.(Sugeren
ia: Para ver que f es sobreye
tiva, dado X ∈ A, es de
ir, X ⊆ {1, 2, 3 · · · , k + 1}y además k + 1 ∈ X. Considere Y = X \ {k + 1} y veri�que que Y ∈ B. Muestre que

f(Y ) = X).



5.2. CONJUNTOS EQUIPOTENTES 13916. Sean A, B y C tres 
onjuntos �nitos 
on |A| = n, |B| = m y |C| = p. Muestre que
|A × B × C| = n · m · p.(Sugeren
ia: Halle una biye

ión entre A × B × C y (A × B) × C. Y use el teorema5.16).17. Con
luya la desmotra
ión del teorema 5.15.(Sugeren
ia: Usando que f es inye
tiva, muestre que si B,B′ ⊆ {1, 2, · · · , n} 
on B 6=
B′, enton
es g(B) 6= g(B′). Para ver que g es sobreye
tiva, 
onsidere un sub
onjunto Cde A 
ualquiera. Veri�que que el 
onjunto B de�nido por {a ∈ {1, 2, · · · , n} : f(a) ∈ C}satisfa
e que g(B) = C (para probarlo hará falta usar que f es sobreye
tiva).5.2. Conjuntos equipotentesSean A y B dos 
onjuntos. Supongamos que existe una fun
ión f : A → B biye
tiva.Si A y B son �nitos, ya vimos en la se

ión anterior que la existen
ia de esa fun
ión f essu�
iente para garantizar que A y B tienen el mismo número de elementos. Esta es la ideafundamental para de
ir que dos 
onjuntos 
ualesquiera tienen el mismo tamaño.De�ni
ión 5.18. Dos 
onjuntos A y B se di
en que son equipotentes si existe una fun
iónbiye
tiva f : A → B. En este 
aso es
ribiremos A ≈ B.Cuando dos 
onjuntos A y B no sean equipotentes es
ribiremos A 6≈ B. Antes de daralgunos ejemplos mostraremos que la rela
ión ≈ es re�exiva, simétri
a y transitiva.Teorema 5.19. Sean A,B,C 
onjuntos. Enton
es(i) A ≈ A.(ii) Si A ≈ B, enton
es B ≈ A.(iii) Si A ≈ B y B ≈ C, enton
es A ≈ C.Demostra
ión:(i) La fun
ión identidad 1A : A → A es una biye

ión.(ii) Supongamos que A ≈ B y sea f : A → B una biye

ión. Enton
es f tiene inversa y
f−1 : B → A también es una biye

ión. Lo que muestra que B ≈ A.(iii) Supongamos que A ≈ B y B ≈ C y sean f : A → B y g : B → C biye

iones. Comola 
omposi
ión de fun
iones biye
tivas es biye
tiva enton
es la fun
ión g ◦ f : A → Ces una biye

ión. Por lo tanto A ≈ C.

2Notemos que la de�ni
ión que diéramos de 
onjunto �nito (ver 5.1) podemos tambiénexpresarla de la siguiente manera:Un 
onjunto A tiene n elementos (n ≥ 1) si A es equipotente 
on {1, 2, · · · , n}.



140 CAPÍTULO 5. CARDINALIDADEjemplo 5.20. Considere los siguientes 
onjuntos
P = {2n : n ∈ N} I = {2n + 1 : n ∈ N}.

P 
onsiste de todos los números naturales pares e I de los naturales impares. Considere lafun
ión
f : N → Pde�nida por
f(n) = 2n.Dejamos al le
tor la fá
il tarea de veri�
ar que f es biye
tiva. Esto muestra que N ≈ P .De manera similar para el 
onjunto I 
onsidere la fun
ión g : N → I dada por g(n) =

2n + 1. Al igual que antes, es fá
il veri�
ar que g es una biye

ión y por lo tanto N ≈ I.Como ≈ es simétri
a y transitiva podemos además 
on
luir que P ≈ I.
2Ejemplo 5.21. Considere la fun
ión f : N → Z de�nida por

f(n) =

{

n
2

, si n es par
−n+1

2
, si n es impar.Dejamos 
omo un ejer
i
io al le
tor la veri�
a
ión que f es una biye

ión (ver ejer
i
io 1).Por lo tanto

N ≈ Z.

2Ejemplo 5.22. Considere la fun
ión f : R \ {2} → R \ {1} dada por
f(x) =

x

x − 2Dejamos 
omo ejer
i
io mostrar que f es una biye

ión. Tenemos enton
es que
R \ {2} ≈ R \ {1}.

2Ejemplo 5.23. Considere la siguiente fun
ión f : (0, +∞) → R de�nida por partes
f(x) =

{

1
x

, si 0 < x < 1
2 − x , si 1 ≤ x.Dejamos 
omo ejer
i
io al le
tor mostrar que f es biye
tiva. Tenemos enton
es que

(0, +∞) ≈ R.

2



5.2. CONJUNTOS EQUIPOTENTES 141El siguiente resultado será usado 
on bastante fre
uen
ia.Proposi
ión 5.24. Sea f : A → B una fun
ión inye
tiva. Enton
es A ≈ rango(f).Demostra
ión: Restringiendo el 
ontradominio de f y dejando la misma ley de 
orresponden-
ia obtenemos la fun
ión g : A → rango(f) dada por g(x) = f(x). Enton
es g es biye
tiva.
2Ejemplo 5.25. Considere la fun
ión f : R → R de�nida por partes de la manera siguiente

f(x) =

{

x , si x 6∈ N

x + 1 , si x ∈ N.Dejamos 
omo ejer
i
io veri�
ar que f es inye
tiva y además que rango(f) = R \ {0} (verejer
i
io 7). Usando la proposi
ión 5.24 
on
luimos que
R ≈ R \ {0}.

2Ejemplo 5.26. Considere la fun
ión
f : R → Rdada por

f(x) = 3x + 1.Como el le
tor seguramente sabe, la grá�
a de f es una re
ta. Es fá
il veri�
ar que f esinye
tiva. Usaremos esta fun
ión para 
onstruir varios ejemplos de 
onjuntos equipotentes.1. Mostraremos que R \ {3} ≈ R \ {10}. En efe
to, sea g : R \ {3} → R dada por g(x) =
3x+1. Como f es inye
tiva, enton
es g también lo es. Notemos que rango(g) = R\{10},pues f(3) = 10. Luego por la proposi
ión 5.24 
on
luimos que R \ {3} ≈ R \ {10}.2. Un argumento 
ompletamente análogo muestra que para todo r ∈ R se tiene que

R \ {r} ≈ R \ {f(r)}Usando una re
ta diferente se puede mostrar que R \ {a} ≈ R \ {b} para todo par dereales a, b (ver ejer
i
io 2)3. Mostraremos que (−1, 3) ≈ (−2, 10). En efe
to, 
onsideremos la fun
ión h : (−1, 3) →
R de�nida por h(x) = 3x+1. Como en la parte (1) tenemos que h es inye
tiva. Dejamos
omo ejer
i
io veri�
ar que rango(h) = (−2, 10). Por la proposi
ión 5.24 
on
luimosque (−1, 3) ≈ (−2, 10).Un argumento 
ompletamente análogo muestra que [−1, 3] ≈ [−2, 10].



142 CAPÍTULO 5. CARDINALIDAD4. Mostraremos que (−∞, 3) ≈ (−∞, 10). En efe
to, 
onsideremos la fun
ión j : (−∞, 3) →
R de�nida por j(x) = 3x + 1. Como f es inye
tiva, enton
es j también lo es. Dejamos
omo ejer
i
io veri�
ar que rango(j) = (−∞, 10). Por la proposi
ión 5.24 
on
luimosque (−∞, 3) ≈ (−∞, 10).

2El siguiente resultado es importante.Teorema 5.27. N × N ≈ N.Demostra
ión: De�nimos f : N × N → N de la siguiente manera
f((a, b)) = 2a(2b + 1) − 1.Mostraremos que f es una biye

ión. Sea n ∈ N y a el mayor natural tal que 2a divide a

n + 1 (a puede ser 
ero). Por lo tanto n+1
2a es impar, y en 
onse
uen
ia existe un natural btal que n+1

2a = 2b + 1. Tenemos que
n + 1 = 2a(2b + 1)y en 
onse
uen
ia f((a, b)) = n. Esto muestra que f es sobreye
tiva.Para ver que f es inye
tiva, supongamos que a, a′, b, b′ ∈ N y

2a(2b + 1) = 2a′

(2b′ + 1).Como 2b + 1 y 2b′ + 1 son impares, enton
es ne
esariamente 2a divide a 2a′ y vi
eversa. Porlo tanto 2a = 2a′ , de esto se 
on
luye que a = a′ y además que 2b + 1 = 2b′ + 1. Por lo tanto,
b = b′.

2Existen otras pruebas del resultado anterior. Mostraremos a 
ontinua
ión otra que esfá
il de visualizar. Comenzaremos representado los elementos de N×N de la siguiente forma
uadrangular:
(1, 1), (1, 2), · · · , (1, s), · · ·
(2, 1), (2, 2), · · · , (2, s), · · ·... ... ...
(s, 1), (s, 2), · · · , (s, s), · · ·... ... ...Considere ahora el siguiente arreglo (que sigue las diagonales del anterior).

(1, 1)
(2, 1), (1, 2)

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(s, 1), (s − 1, 2), · · · , (1, s)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·



5.2. CONJUNTOS EQUIPOTENTES 143Este arreglo sugiere una manera de ordenar los elementos de N × N. Siguiendo lo indi
adoen el diagrama podemos �
ontar� N × N. El orden del 
onteo sería
(1, 1), (2, 1), (1, 2), (3, 1), (2, 2), (1, 3) · · ·Es de
ir, 
onsidere la fun
ión g que asigna a (1, 1) el número 1; a (2, 1) y (1, 2) los números2 y 3 respe
tivamente; a (3, 1), (2, 2) y (1, 3) los números 4, 5 y 6 respe
tivamente, et
.La biye

ión que 
orresponde a esta manera de 
ontar N×N viene dada por la siguientefórmula:

g(a, b) =
(a + b − 1)(a + b − 2)

2
+ b.Dejamos al le
tor interesado la tarea de mostrar que g es una biye

ión.Ejer
i
ios 5.21. Considere la fun
ión f : N → Z de�nida por

f(n) =

{

n
2

, si n es par
−n+1

2
, si n es impar.Muestre que f es una biye

ión.2. Sean a, b, c, d ∈ R 
on a 6= b y c 6= d. Considere la fun
ión

f(x) =
c − d

a − b
(x − b) + d.Muestre que f es biye
tiva, f(a) = c y f(b) = d. Use esta fun
ión para responder lassiguientes preguntas. Es
oja ade
uadamente los valores de a, b, c y d e imite lo he
hoen el ejemplo 5.26.a) Muestre que R \ {2} ≈ R \ {5}.b) Muestre que R \ {2, 1} ≈ R \ {1,−1}.
) Muestre que Q \ {2, 1} ≈ Q \ {1,−1}.d) Sean a, b ∈ R muestre que R \ {a} ≈ R \ {b}.e) Sean a, b, c, d ∈ R 
on a 6= b y c 6= d. Muestre que R \ {a, b} ≈ R \ {c, d}3. Considere la fun
ión f : (0, +∞) → R de�nida por partes

f(x) =

{

1
x

, si 0 < x < 1
2 − x , si 1 ≤ x.Muestre que f es biye
tiva.4. a) Muestre que (−1, 1) ≈ (3, 5) y [−1, 1] ≈ [3, 5]. (Sugeren
ia: Use la fun
ión dadaen el ejer
i
io 2).b) Muestre que (−1, 6] ≈ (2, 8].
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) Muestre que [−1, 6) ≈ (2, 8].d) Muestre que, en general, dados a, b, c, d ∈ R 
on a < b y c < d se tiene que
(a, b) ≈ (c, d) y [a, b] ≈ [c, d]. ¾Cuáles otras variantes de esta pregunta se le o
urreson válidas?5. a) Muestre que (1, +∞) ≈ (0, +∞) .(Sugeren
ia: Considere la fun
ión f(x) = x−1).b) Muestre que (1, +∞) ≈ (−∞, 0).
) Muestre que (−∞, 6] ≈ (−∞, 10].d) Muestre que (−∞, 6] ≈ [10, +∞).e) Muestre que R ≈ (−∞, 0).f ) Muestre que, en general, para 
ada a, b ∈ R se tiene que (a, +∞) ≈ (b, +∞).¾Cuáles otras variantes se le o
urre son válidas?6. a) Muestre que (0, +∞) ≈ (0, 1). (Sugeren
ia: Considere la fun
ión f(x) = 1

x
− 1).b) Muestre que (4, +∞) ≈ (0, 1).
) Muestre que (4, +∞) ≈ (3, 5).7. Considere la fun
ión f : R → R de�nida por partes de la manera siguiente

f(x) =

{

x , si x 6∈ N

x + 1 , si x ∈ N.Muestre que f es inye
tiva y que rango(f) = R \ {0}.8. Use la idea del ejemplo 5.25 para mostrar lo siguientea) R \ {0} ≈ R \ {0, 1}b) R \ {0, 1} ≈ R \ {0, 1, 2}
) R \ {−1} ≈ R \ {0, 1}d) R \ {0, 1, 3} ≈ R \ {5, 2}e) Q \ {0, 1} ≈ Q \ {0, 1, 2}9. Muestre que (−1, 1) ≈ R.(Sugeren
ia: Muestre que la fun
ión f : (−1, 1) → R dada por f(x) = x
x2−1

es biye
ti-va).5.3. Conjuntos in�nitosUn 
onjunto que no sea �nito se di
e que es in�nito. Una gran parte de las matemáti
asestá ligada al 
on
epto de 
onjunto in�nito (alguien alguna vez 
omparó la matemáti
a 
onuna sinfonía del in�nito). Una de las propiedades más importantes de un 
onjunto in�nito es



5.3. CONJUNTOS INFINITOS 145la de poseer un sub
onjunto propio equipotente a él. Esto ya lo hemos observado en algunosejemplos, pues vimos que
Z ≈ N R ≈ (0, +∞) R ≈ (R \ {0}).En esta se

ión estudiaremos algunas de la propiedades de los 
onjuntos in�nitos. Lo primeroque mostraremos a
er
a de los 
onjuntos in�nitos es que N es uno de ellos.Teorema 5.28. (i) Sea A ⊆ N �nito, enton
es (N \ A) ≈ N.(ii) N es in�nito.Demostra
ión:(i) La haremos por indu

ión en el número de elementos de A. Si A es va
ío el resultadoes obvio. Supongamos que A tiene un elemento, es de
ir, A = {m} para algún m ∈ N.De�nimos f : N → N \ {m} de la siguiente manera:

f(n) =

{

n , si n < m
n + 1 , si m ≤ n.Dejamos al le
tor mostrar que f es inye
tiva. Veamos que f es sobreye
tiva. Sea k ∈

N \ {m}, enton
es, hay dos 
asos a 
onsiderar: (1) Si k < m, enton
es f(k) = k. (2)Si m < k (re
uerde que k no puede ser igual a m), enton
es m ≤ k − 1 y por lo tanto
f(k − 1) = k.Para el paso indu
tivo, supongamos que para todo sub
onjunto B ⊆ N 
on n elementosse 
umple que N ≈ (N \ B). Sea ahora A ⊆ N un sub
onjunto 
on n + 1 elementos.Es
ojamos uno de ellos arbitrariamente, denotémoslo por a. Sea B = A\{a}, enton
es
B tiene n elementos. Por 
onsiguiente N ≈ (N \ B). Sea f : N → N \ B una biye

ión.Como a ∈ N \ B y f es biye
tiva, enton
es existe un úni
o k ∈ N tal que f(k) = a.Sea g : N \ {k} → N \ A la fun
ión de�nida por g(x) = f(x). Enton
es g es unabiye
ión (¾por qué?) y por lo tanto (N \ {k}) ≈ (N \ A). Por el primer 
aso, tenemosque (N \ {k}) ≈ N, luego por la transitividad de ≈ 
on
luimos que (N \ A) ≈ N.(ii) Se dedu
e inmediatamente de (i), pues si f : {1, 2, · · · , n} → N es una inye

ión,enton
es rango(f) es �nito (pues {1, 2, · · · , n} ≈ rango(f)). Por 
onsiguiente (N \
rango(f)) ≈ N, en parti
ular, N \ rango(f) no es va
ío, es de
ir, f no es sobreye
tiva.

2El próximo resultado muestra que un 
onjunto �nito no puede ser equipotente a unsub
onjunto propio, pero antes ne
esitamos mostrar lo siguiente:Proposi
ión 5.29. Sea n ≥ 1 un natural. Para 
ada natural m 
on 1 ≤ m ≤ n + 1 se tieneque {1, 2, · · · , n} es equipotente a {1, 2, · · · , n + 1} \ {m}.Demostra
ión: Considere la siguiente fun
ión f : {1, · · · , n} → {1, · · · , n + 1} \ {m} dadapor
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f(i) =

{

i , si i < m
i + 1 , si i ≥ m.Dejamos al le
tor veri�
ar que f es una biye

ión.

2Teorema 5.30. Un 
onjunto �nito no es equipotente a ninguno de sus sub
onjuntos propios.Demostra
ión: Sea A un 
onjunto �nito. Si A es va
ío, enton
es no hay nada que demostrarpues el úni
o sub
onjunto de ∅ es ∅. Por esto podemos suponer que A no es va
ío. Sea
n = |A| y f : {1, · · · , n} → A una biye

ión y B ⊆ A 
on B 6= A. Enton
es f−1(B) es unsub
onjunto propio de {1, · · · , n}. Le dejamos al le
tor 
onven
erse que basta mostrar que
B no es equipotente 
on {1, · · · , n}. En otras palabras, basta demostrar lo siguiente:Sea n ∈ N 
on n ≥ 1. Enton
es {1, · · · , n} no es equipotente a ninguno de sus sub
on-juntos propios.La prueba será por indu

ión en n.(a) (Base de la indu

ión) Sea A un sub
onjunto propio de {1}. Enton
es ne
esariamente

A = ∅ y por 
onsiguiente A 6≈ {1}.(b) (Paso indu
tivo) Supongamos que se 
umple para n y lo mostraremos para n + 1. Sea
A un sub
onjunto propio de {1, · · · , n + 1}. Daremos una argumento indire
to porredu

ión al absurdo. Supongamos que f : A → {1, · · · , n + 1} es una biye

ión. Haydos 
asos posibles:(1) Supongamos que n + 1 6∈ A. Como f es sobreye
tiva existe a ∈ A tal que f(a) =

n + 1. Considere la siguiente fun
ión g : A \ {a} → {1, · · · , n} de�nida por
g(x) = f(x).Observe que g está bien de�nida y es biye
tiva. Como n+1 6∈ A y a ≤ n enton
es

A \ {a} es un sub
onjunto propio de {1, · · · , n}. Esto 
ontradi
e la hipótesisindu
tiva.(2) Supongamos que n + 1 ∈ A. Sea B = A \ {n + 1}. Enton
es B es un sub
onjuntopropio de {1, · · · , n}. De�nimos g : B → {1, · · · , n + 1}\{f(n + 1)} de la manerasiguiente g(x) = f(x). Dejamos 
omo ejer
i
io al le
tor veri�
ar que g es unabiye

ión. Esto muestra que
B ≈ {1, · · · , n + 1} \ {f(n + 1)}.La proposi
ión 5.29 nos di
e que

{1, · · · , n + 1} \ {f(n + 1)} ≈ {1, · · · , n}.Como ≈ es transitiva (ver 5.19 (iii)) enton
es 
on
luimos que
B ≈ {1, · · · , n}.
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onjunto propio de {1, · · · , n} enton
es la hipótesis indu
tivanos asegura que
B 6≈ {1, · · · , n}.Esto es una 
ontradi

ión.

2El siguiente resultado nos di
e que, desde el punto de vista del tamaño de los 
onjuntos,
N es el 
onjunto in�nito más pequeño. Además nos da un método para mostrar que un
onjunto es in�nito.Teorema 5.31. Un 
onjunto A es in�nito si, y sólo si, existe una fun
ión inye
tiva f : N →
A.Demostra
ión: Supongamos que A es in�nito. De�niremos una fun
ión f : N → A inye
tiva.Para ese �n, mostraremos que es posible es
oger, para 
ada n ∈ N, un elemento an ∈ A detal manera que si n 6= m son naturales, enton
es an 6= am. Una vez he
ho esto, de�niremos
f(n) = an y tendremos la fun
ión inye
tiva que bus
ábamos.Como A es in�nito, en parti
ular A no es va
ío, sea enton
es a0 ∈ A 
ualquiera. Como
A = A − {a0} ∪ {a0} y {a0} es �nito, enton
es A − {a0} no es �nito y en parti
ular no esva
ío. Luego podemos es
oger a1 ∈ A 
on a1 6= a0. Supongamos que hemos es
ogido ak ∈ Apara k ≤ n tal que ak 6= al si k 6= l y k, l ≤ n. Notemos que A − {a0, a1, · · · , an} no esva
ío, pues si lo fuera, enton
es A = {a0, a1, · · · , an}, y en 
onse
uen
ia A sería �nito. Poresta razón sabemos que existe un elemento a ∈ A diferente de a0, a1, · · · , an, es
ojamos unode ellos y denotémoslo por an+1. Por lo di
ho al 
omienzo, la fun
ión f : N → A dada por
f(n) = an es inye
tiva.Re
ípro
amente, supongamos que f : N → A es una fun
ión inye
tiva y sea B =
rango(f). Enton
es por la proposi
ión 5.24 se tiene que N ≈ B. Como N no es �nito,enton
es B no es �nito. Como B ⊆ A, enton
es A no es �nito.

2Ejemplo 5.32. Por lo visto en la se

ión 5.2 sabemos que el intervalo (0, 1) es in�nito.Podemos mostrarlo de otra forma usando el teorema 5.31. En efe
to, 
onsidere la fun
ión
f : N → (0, 1) dada por f(n) = 1/n + 2. El le
tor puede veri�
ar fá
ilmente que f esinye
tiva.Un 
onjunto A se di
e que es in�nito en el sentido de Dedekind si existe B ⊆ A talque A ≈ B. El siguiente teorema nos di
e que este 
on
epto es equivalente al de 
onjuntoin�nito.Teorema 5.33. Un 
onjunto A es in�nito si, y sólo si, existe B ⊆ A tal que A ≈ B y
B 6= A.Demostra
ión: (⇒) Mostraremos la 
ontrare
ípro
a. Supongamos que A es �nito y que B ⊆
A 
on A 6= B. Por el teorema 5.30 
on
luimos que A 6≈ B.(⇐) Supongamos que A es in�nito. Por el teorema 5.31 sabemos que existe una fun
ión
f : N → A inye
tiva. Sea B = A − {f(0)}. Mostraremos que A ≈ B. Ya que f es inye
tiva,
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es existe una fun
ión biye
tiva h : rango(f) → N tal que (h ◦ f)(n) = n para todo
n ∈ N y (f ◦h)(a) = a para todo a ∈ rango(f). De�nimos g : B → A de la siguiente manera

g(b) =

{

f(h(b) − 1) , si b ∈ B ∩ rango(f)
b , si b ∈ B − rango(f).Observe que h(b) = 0 si, y sólo si, b = f(0). Luego para todo b ∈ B ∩ rango(f) se 
umpleque h(b) − 1 ≥ 0 y por lo tanto g está bien de�nida.Mostraremos que g es biye
tiva.(i) Veamos que g es inye
tiva. Supongamos que b, b′ ∈ B son tales que g(b) = g(b′).Notemos que para todo a ∈ B, a ∈ rango(f) si, y sólo si, g(a) ∈ rango(f). Por
onsiguiente sólo hay dos 
aso a 
onsiderar:(1) Supongamos que b, b′ ∈ rango(f), enton
es tenemos que f(h(b)−1) = f(h(b′)−1).Como f es inye
tiva enton
es, h(b) = h(b′) y 
omo h también es inye
tiva, enton
es

b = b′.(2) Supongamos que b, b′ 6∈ rango(f), enton
es g(b) = b y g(b′) = b′. Por lo tanto
b = b′.(ii) Veamos que g es sobreye
tiva. Sea a ∈ A, enton
es de nuevo hay dos 
asos posibles:(1) a ∈ rango(f). Sea n ∈ N tal que f(n) = a. Como h es biye
tiva enton
es existeun b ∈ rango(f) tal que h(b) = n + 1. Ya que h(f(0)) = 0 y h(b) ≥ 1, enton
es
f(0) 6= b es de
ir, b ∈ B. Por de�ni
ión de g tenemos que g(b) = a.(2) a 6∈ rango(f). Enton
es tenemos que a ∈ B y g(a) = a.

2Ejer
i
ios 5.31. Muestre que para todo n,m ≥ 1 naturales 
on m 6= n se tiene que {1, · · · , n} 6≈
{1, · · · ,m}.2. Muestre que Z \ {−2,−3,−4} ≈ N.(Sugeren
ia: Re
uerde que Z ≈ N y que N \ F ≈ N para todo 
onjunto �nito F ⊆ N).3. Use el teorema 5.31 para mostrar que los siguientes 
onjuntos son in�nitos.a) El 
onjunto de todos los números enteros pares mayores que 25.b) El intervalo (2, 5/2).
) En general, el intervalo (a, b) donde a, b ∈ R y a < b.d) El 
onjunto Z \ A donde A ⊆ Z es un 
onjunto �nito.e) Q \ N.f ) R × R.
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onjunto de todos los enteros múltiplos de 5.h) R \ Q.i) [0, 1/2] \ Q.j ) El 
onjunto de todas las fun
iones de N en N.k) El 
onjunto de todas las fun
iones de N en {0, 1}.4. Halle un sub
onjunto propio de 
ada uno de los 
onjuntos del ejer
i
io #3 que seaequipotente 
on el 
onjunto dado.5.4. Algunos ejemplos importantesSean A y B 
onjuntos. Denotaremos por BA al 
onjunto de todas las fun
iones de A en
B. En esta se

ión nos o
uparemos en estudiar, desde el punto de vista que nos da la rela
iónde equipoten
ia, los 
onjuntos

A × B P(A) BA.Comenzaremos por el produ
to 
artesiano.Ejemplo 5.34. Mostraremos que
N × N ≈ Z × Z.Como N ≈ Z (ver el ejemplo 5.21), �jemos una biye

ión f : N → Z. De�nimos H : N×N →

Z × Z de la siguiente manera
H((n,m)) = (f(n), f(m)).Mostraremos que H es una biye

ión.(i) H es inye
tiva. Sea (n,m), (n′,m′) dos pares ordenados en N × N y supongamos que

H(n,m) = H(n′,m′). Mostraremos que (n,m) = (n′.m′). En efe
to, por la de�ni
iónde H tenemos que (f(n), f(m)) = (f(n′), f(m′)). Por lo tanto f(n) = f(n′) y f(m) =
f(m′). Como f es inye
tiva, 
on
luimos que n = n′ y m = m′.(ii) H es sobreye
tiva. Sea (k, l) ∈ Z × Z. Mostraremos que existe (n,m) ∈ N × N talque f(n,m) = (k, l). En efe
to, 
omo f es sobreye
tiva, existen n,m ∈ N tales que
f(n) = k y f(m) = l. Es fá
il veri�
ar que H(n,m) = (k, l).

2El siguiente teorema es un resultado general rela
ionado 
on el ejemplo anterior.Teorema 5.35. Sean A, B, C y D tales que A ≈ B y C ≈ D. Enton
es
A × C ≈ B × D.

2



150 CAPÍTULO 5. CARDINALIDADAhora estudiaremos el 
onjunto poten
ia.Ejemplo 5.36. Mostraremos que
P(N) ≈ P(Z).Fijemos f : N → Z una biye

ión. De�nimos H : P(N) → P(Z) de la siguiente manera

H(A) = {f(n) : n ∈ A}.Mostraremos que H es una biye

ión.(i) H es inye
tiva. Sean A,B ⊆ N distintos, mostraremos que H(A) 6= H(B). Como
A 6= B, hay dos 
asos a 
onsiderar.(a) Supongamos que existe x ∈ A \B. Enton
es, 
omo f es inye
tiva, 
on
luimos queno existe y ∈ B tal que f(y) = f(x). Por lo tanto f(x) ∈ H(A) \ H(B).(b) Supongamos que existe x ∈ B \A. Este 
aso lo dejaremos a 
argo del le
tor, puesse ha
e de manera análoga al 
aso (a).(ii) H es sobreye
tiva. Sea B ⊆ Z y 
onsideremos el 
onjunto A = {n ∈ N : f(n) ∈ B}.Como f es sobreye
tiva, tenemos que para todo y ∈ B existe x ∈ A tal que f(x) = y.Esto muestra que H(A) = B.

2Un resultado general rela
ionado 
on el ejemplo anterior es el siguiente:Teorema 5.37. Si X ≈ Y , enton
es P(X) ≈ P(Y ).
2Ejemplo 5.38. Mostraremos que

ZN ≈ NN.Como antes, �jemos una biye

ión h : N → Z. Considere la fun
ión H : NN → ZN de�nidapor
H(f) = h ◦ f.Mostraremos que H es una biye

ión.(i) H es inye
tiva. En efe
to, sean f, f ′ ∈ NN dos fun
iones distintas. Enton
es existe

n ∈ N tal que f(n) 6= f ′(n). Como h es inye
tiva, enton
es h(f(n)) 6= h(f ′(n)) y estomuestra que H(f) 6= H(f ′).(ii) H es sobreye
tiva. Sea g ∈ ZN. Mostraremos que existe f ∈ NN tal que H(f) = g. Enefe
to, sea f = h−1 ◦ g : N → N. tenemos que
H(f) = h ◦ (h−1 ◦ g) = (h ◦ h−1) ◦ g = 1Z ◦ g = g.

2



5.4. ALGUNOS EJEMPLOS IMPORTANTES 151El siguiente teorema es un resultado general rela
ionado 
on el ejemplo anterior.Teorema 5.39. Sean A, B, C y D tales que A ≈ B y C ≈ D. Enton
es
CA ≈ DB.

2Ejer
i
ios 5.41. Para responder las preguntas que siguen imite lo he
ho en el ejemplo 5.34. Des
riba labiye

ión que muestra lo requerido.a) Muestre que N × R ≈ R × N.b) Muestre que N × N × N ≈ Z × Z × Z.
) Sean A y B 
onjuntos no va
íos. Muestre que A × B ≈ B × A.2. Para responder las preguntas que siguen imite lo he
ho en el ejemplo 5.36. Des
riba labiye

ión que muestra lo requerido.a) Sea P la 
ole

ión de números naturales pares y I la 
ole

ión de números natu-rales impares. Muestre que P(P ) ≈ P(I).b) Sea A = {n ∈ Z : n ≤ 4} y B = {n ∈ Z : n ≥ 8}. Muestre que P(A) ≈ P(B).
) Muestre que P((−1, 2)) ≈ P((3, 4)).d) Muestre que P((0, +∞)) ≈ P(R).3. Sea A y B dos 
onjuntos no va
íos. Muestre que si A o B es in�nito, enton
es AB esin�nito.(Sugeren
ia: Use el teorema 5.31).4. Muestre que NN ≈ ZZ.(Sugeren
ia: Sea h : N → Z una biye

ión. Dada f : N → N queremos aso
iar a f unafun
ión g : Z → Z. Considere el siguiente diagrama donde 99K indi
a la fun
ión g quequeremos de�nir.
N

f−→ N

h−1 ↑ ↓ h
Z 99K ZEs natural enton
es pensar que g debe ser h◦f ◦h−1. Esto sugiere de�nir H : NN → ZZde la siguiente manera:

H(f) = h ◦ f ◦ h−1Muestre que H es una biye

ión.)



152 CAPÍTULO 5. CARDINALIDAD5. Muestre que NZ ≈ NN.(Sugeren
ia: Fije una biye

ión h : N → Z y de�na H : NZ → NN de la manerasiguiente
H(f) = f ◦ h.Muestre que H es una biye

ión).6. Use los teoremas 5.35, 5.37 y 5.39 para mostrar lo siguientea) NN × Z ≈ ZZ × N.b) P(ZN) ≈ P(NN).
) P(Q) × N ≈ Z × P(Q).d) (0, 1)R ≈ RR.e) NP(N) ≈ ZP(Z).f ) P(P(Z) × R) ≈ P((0, 1) × P(N)).7. Considere los siguientes 
onjuntos

A = {3n : n ∈ N} B = {5n + 2 : n ∈ N} C = {7n − 1 : n ∈ Z}.Muestre quea) A ≈ B, B ≈ C.b) A × B ≈ B × N.
) P(AN) ≈ P(ZB).8. Muestre el teorema 5.35. Sean A, B, C y D tales que A ≈ B y C ≈ D. Enton
es
A × C ≈ B × D.(Sugeren
ia: Fije biye

iones f : A → B y g : C → D y de�na F : A×C → B ×D dela manera siguiente

F ((a, c)) = (f(a), g(c))Muestre que F es una biye

ión).9. Muestre el teorema 5.37. Si X ≈ Y enton
es P(X) ≈ P(Y ).(Sugeren
ia: Dada una biye

ión f : X → Y , 
onsidere la fun
ión G : P(X) → P(Y )de�nida por
G(C) = {f(c) : c ∈ C}.Donde C ∈ P(X). Muestre que G es una biye

ión).10. a) Sean A, B y C 
onjuntos no va
íos tales que B ≈ C. Muestre que AB ≈ AC .(Sugeren
ia: Imite lo he
ho en el ejemplo 5.38).b) Sean A, B y C 
onjuntos no va
íos tales que B ≈ C. Muestre que BA ≈ CA.
) Use (a) y (b) para mostrar el teorema 5.39. Si A ≈ C y B ≈ D, enton
es AB ≈ CD.
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onjuntos. Muestre quea) Si B ∩ C = ∅, enton
es AB∪C ≈ AB × AC .b) (A × B)C ≈ AC × BC .
) (AB)
C ≈ AB×C .5.4.1. Opera
iones generalizadasVimos varios ejemplos de generaliza
iones de algunas de las leyes del álgebra de 
onjuntos.Por ejemplo,

A ∪ (B ∩ C ∩ D) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) ∩ (A ∪ D).Es natural esperar que algo similar se 
umple si en lugar de tener 4 
onjuntos tenemos 5. Esde
ir,
A ∪ (B ∩ C ∩ D ∩ E) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) ∩ (A ∪ D) ∩ (A ∪ E).Para expresar leyes similares a éstas, donde intervengan 
ole

iones arbitrarias de 
onjuntos,usaremos los subíndi
es. Por ejemplo, si tenemos n 
onjuntos (donde n es un númeronatural), los denotaremos de la siguiente manera:

A1, A2, · · · , An−1, An.Los números 1, 2, .., n se llaman subíndi
es y juegan el papel de etiquetas y sirven paradistinguir los 
onjuntos. La 
ole

ión A1, A2, · · · , An−1, An se di
e que es una 
ole

ión in-dizada y el 
onjunto {1, 2, · · · , n} es el 
onjunto de índi
es de esta 
ole

ión. Es 
omúnque las familias indizadas se denoten por
{Ai}n

i=1.El 
onjunto de índi
e depende del problema que se esté resolviendo 
omo veremos en losejemplos.La ley distributiva se puede expresar de manera general de la siguiente forma: sean A1,
A2 · · · , An y B 
onjuntos, enton
es se 
umple

B ∪ (A1 ∩ · · · ∩ An) = (B ∪ A1) ∩ · · · ∩ (B ∪ An).La demostra
ión de este he
ho se verá más adelante. La parte dere
ha de la expresión dearriba también tiene una nota
ión espe
ial. Si A1, · · · , An son 
onjuntos, enton
es la uniónde todos ellos A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An se es
ribe
n

⋃

i=1

Aiy la interse

ión A1 ∩ · · · ∩ An se es
ribe
n

⋂

i=1

Ai.
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ión podemos expresar la ley distributiva que men
ionáramos arriba de lasiguiente manera
B ∪ [

n
⋂

i=1

Ai ] =
n

⋂

i=1

(B ∪ Ai)y la generaliza
ión de la otra ley distributiva es
B ∩ [

n
⋃

i=1

Ai ] =
n

⋃

i=1

(B ∩ Ai).Antes de 
ontinuar 
on las generaliza
iones de la leyes del álgebra de 
onjuntos veamosalgunos ejemplos de 
ole

iones indizadas.Ejemplos 5.40. 1. Considere la familia indizada {Ai}5
i=0 de�nida por

Ai = {n + i : 0 ≤ n ≤ 3} 
on i ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}.Así por ejemplo tenemos que
A0 = {0, 1, 2, 3} A1 = {1, 2, 3, 4} A2 = {2, 3, 4, 5}
A3 = {3, 4, 5, 6} A4 = {4, 5, 6, 7} A5 = {5, 6, 7, 8}Tenemos además que

5
⋃

i=0

Ai = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.Dijimos que los índi
es son 
omo etiquetas que se le 
olo
an a los 
onjuntos paradiferen
iarlos. En algunos 
asos los índi
es están estre
hamente rela
ionados 
on loselementos del 
onjunto que lleva el índi
e. Esto o
urrió en el ejemplo que estamosestudiando. Pues 
ono
iendo el índi
e y la regla de forma
ión de los 
onjuntos tenemostoda la informa
ión ne
esaria para determinar los elementos del 
onjunto. Por ejemplo,
A3 
onsiste de todos los números de la forma n + 3 
on n ∈ {0, 1, 2, 3}.2. Consideremos I el 
onjunto de todas las se

iones de Mat10 que se di
tan en la fa
ultadde 
ien
ias durante el semestre A-98. Para 
ada i ∈ I sea

Ai = {n ∈ N : n es el número de 
édulade un estudiante ins
rito en la se

ión i de Mat10}.Tenemos de�nida de esta manera una familia indizada de 
onjuntos {Ai}i∈I . A pesarde no tener a la mano los elementos de 
ada 
onjunto de esta familia, podemos a�rmarque dados dos indi
es i y j distintos se 
umple que Ai ∩ Aj = ∅ (¾por qué?).3. Podemos de�nir familias indizadas de 
onjuntos donde el 
onjunto de índi
es es muygrande. Por ejemplo, para 
ada n ∈ N positivo 
onsidere el 
onjunto
Dn = {k ∈ N : n divide a k}.



5.4. ALGUNOS EJEMPLOS IMPORTANTES 155Esta familia la podemos denotar de varias maneras
{Dn}n∈I {Dn}∞n=1donde el 
onjunto de índi
es I es {n ∈ N : n ≥ 1} y el símbolo ∞ se lee �in�nito� yse sobrentiende que los índi
es son números naturales desde el 1 en adelante. Veamosalgunos de estos 
onjuntos

D1 = N

D2 = {k ∈ N : k es par}
D7 = {0, 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, · · · } = {7m : m ∈ N}.Por ejemplo, tenemos que

5
⋂

i=2

Di = D2 ∩ D3 ∩ D4 ∩ D5

= {k ∈ N : k es divisible por 2, 3, 4, y 5}
= {k ∈ N : k es divisible por 60}.Podemos también tomar la unión o la iterse

ión de todos los 
onjuntos indizados. Eneste 
aso es
ribiremos

∞
⋃

i=1

Di ,
∞
⋂

i=1

Di.Notemos que
∞
⋃

i=1

Di = N ,
∞
⋂

i=1

Di = {0}.

2Observa
ión: El 
onjunto de índi
es no tiene porque ser ne
esariamente formado pornúmeros. En el ejer
i
io 6 el le
tor en
ontrará un ejemplo donde los índi
es son a su vez
onjuntos.Sean {Ai}n
i=1 y {Bj}m

j=1 dos familias indizadas la primera 
on n 
onjuntos y la segunda
on m 
onjuntos. Observe que hemos usado la letra j para denotar los índi
es de la segundafamilia, esto se ha
e para evitar 
onfusiones entre los índi
es. Ahora podemos expresar lasgeneraliza
iones de las leyes distributivas de la siguiente manera:
[

n
⋃

i=1

Ai ] ∩ [
m
⋃

j=1

Bj ] =
⋃

i=1,2,··· ,n ; j=1,2,··· ,m
(Ai ∩ Bj)

[
n

⋂

i=1

Ai ] ∪ [
m
⋂

j=1

Bj ] =
⋂

i=1,2,··· ,n ; j=1,2,··· ,m
(Ai ∪ Bj)
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es en el lado dere
ho de estas igualdades pueden pare
er a primera vistahorrorosos. Más adelante veremos otra manera de es
ribir esta leyes 
on una mejor nota
iónpara el lado dere
ho de las igualdades. Veamos que di
en estas leyes 
uando n = 3 y m = 2

(A1 ∪ A2 ∪ A3) ∩ (B1 ∪ B2) = (A1 ∩ B1) ∪ (A1 ∩ B2) ∪ (A2 ∩ B1) ∪
(A2 ∩ B2) ∪ (A3 ∩ B1) ∪ (A3 ∩ B2)

(A1 ∩ A2 ∩ A3) ∪ (B1 ∩ B2) = (A1 ∪ B1) ∩ (A1 ∪ B2) ∩ (A2 ∪ B1) ∩
(A2 ∪ B2) ∩ (A3 ∪ B1) ∩ (A3 ∪ B2).Algo similar o
urre 
on las leyes de DeMorgan. Sea {Ai}n

i=1 una familia indizada de sub
on-juntos de un 
onjunto universal U , enton
es
[

n
⋃

i=1

Ai

]c

=
n

⋂

i=1

Ac
i

[

n
⋂

i=1

Ai

]c

=
n

⋃

i=1

Ac
i .Sea {Ai}i∈I una familia indizada de 
onjuntos, donde I es el 
onjunto de índi
es (re
ordemosque I no es ne
esariamente N, puede ser un sub
onjunto de N o quizá otro 
onjunto). Cuan-do se trabaje 
on uniones e interse

iones generalizadas es importante tener presente lasiguientes observa
iones que pueden ser 
onsideradas una de�ni
ión de los símbolos ⋃

i Ai y
⋂

i Ai:
x ∈

⋃

i∈I

Ai si, y sólo si, existe i ∈ I tal que x ∈ Ai

x ∈
⋂

i∈I

Ai si, y sólo si, x ∈ Ai para todo i ∈ I.Podemos expresar las leyes distributivas generalizadas usando una nota
ión donde inter-viene el produ
to 
artesiano. Sean {Ai}n
i=1 y {Bj}m

j=1 dos familias indizadas de 
onjuntos.Denotaremos 
on I el 
onjunto {1, 2, · · · , n} y 
on J el 
onjunto {1, 2, · · · ,m}. Enton
estenemos que
[

n
⋃

i=1

Ai ] ∩ [
m
⋃

j=1

Bj ] =
⋃

(i,j)∈I×J

(Ai ∩ Bj)

[
n

⋂

i=1

Ai ] ∪ [
m
⋂

j=1

Bj ] =
⋂

(i,j)∈I×J

(Ai ∪ Bj)Los 
uanti�
adores son de uso muy fre
uente en matemáti
as. En mu
hos 
asos sirvenpara abreviar expresiones que serían engorrosas de es
ribir de otra manera. Por ejemplo, sea
{Ai}i∈I una familia indizada de 
onjuntos, enton
es
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x ∈

⋃

i∈I

Ai ⇔ ∃i ∈ I (x ∈ Ai)

x ∈
⋂

i∈I

Ai ⇔ ∀i ∈ I (x ∈ Ai).
Ya vimos 
omo se denota el produ
tor 
artesiano de tres 
onjuntos: usamos tripletasordenadas (x, y, z). También podemos de�nir el produ
to 
artesiano de más de tres 
onjuntos.Para ha
erlo introdu
imos el 
on
epto de tuplas ordenadas que ha
e uso de la nota
ión
on subíndi
es que vimos anteriormente. Digamos que tenemos n 
onjuntos A1, A2, · · · , Ande�nimos una n-tupla ordenada 
omo una expresión de la forma

(x1, x2, · · · , xn)donde 
ada xi pertene
e al 
orrespondiente 
onjunto Ai.Dos n-tuplas son iguales 
uando todas sus 
omponentes son respe
tivamente iguales, máspre
isamente tenemos
(x1, x2, · · · , xn) = (y1, y2, · · · , yn) si, y sólo si x1 = y2, x3 = y3, · · · , xn = yn.El produ
to 
artesiano de los 
onjuntos A1, A2, · · · , An se de�ne 
omo la 
ole

ión detodas la n-tuplas, más pre
isamente,
A1 × A2 × · · · × An = {(x1, x2, · · · , xn) : x1 ∈ A1, x2 ∈ A2, · · · , xn ∈ An}En general An denota el produ
to 
artesiano de A por si mismo n ve
es.Ejer
i
ios 5.4.1:1. Para 
ada i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} sea Ai = {n · i : 0 ≤ n ≤ 3}.a) Determine por extensión los 
onjuntos A1, A2, A3, A4 y A5.b) Determine los elementos de A3△A5 y A5 ∩ A4.2. Para 
ada i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} sea Ai = {ni : 0 ≤ n ≤ 3}.a) Determine por extensión los 
onjuntos A1, A2, A3, A4 y A5.



158 CAPÍTULO 5. CARDINALIDADb) Determine los elementos de A3△A5 y A5 ∩ A4.3. Sea P el 
onjunto de todos los números naturales positivos. Considere los siguientes
onjuntos
Dn = {k ∈ P : k es múltiplo de n}para 
ada n ∈ P. Determine los siguientes 
onjuntos donde el 
onjunto universal es P.a) D2 ∩ D5 b) D2 ∩ D3 ∩ D5 
) D2 ∩ D4d) D4 ∩ D6 e) D4△D6 f) D2△D6g) Dc

2 h) Dc
4 ∪ Dc

6 i) Dc
4△Dc

64. En este ejer
i
io el 
onjunto universal es N. Para 
ada n ∈ P, sea
An = {n, n + 1, n + 2, · · ·} = {k ∈ N : k ≥ n}
Bn = {0, 1, 2, 3 · · · , 2n} = {k ∈ N : k ≤ 2n}.a) Determine A4 y B4.b) Determine An ∩ Bn y Ac

n para n = 1, 2, 3 y 7.
) Determine 6
⋃

n=3

An, 6
⋃

n=3

Bn, 6
⋂

n=3

An, 6
⋂

n=3

Bn.d) Determine ∞
⋃

n=3

An, ∞
⋃

n=3

Bn, ∞
⋂

n=3

An, ∞
⋂

n=3

Bn.e) Determine 5
⋃

n=1

Ac
n, y ∞

⋃

n=1

(An ∪ Bn)c.5. Para 
ada n ∈ Z sea An = {n, n + 1}. El 
onjunto universal es Z.a) Determine 6
⋃

n=−6

A2n+1, 6
⋃

n=−6

A2n, 6
⋂

n=−6

Ac
2n+1.b) Muestre que Z =

⋃

n∈Z

A2n
) Determine ⋃

n∈Z

A2n+1.d) Muestre que si n − m = 1, enton
es An ∩ Am 6= ∅e) Muestre que si n − m > 1, enton
es An ∩ Am = ∅.f ) ¾Para 
uáles valores de n y m se 
umple que An ∩ Am 6= ∅?6. Sea I = P({0, 1}) y de�na la 
ole

ión indizada {CA}A∈I de la manera siguiente
CA = {B ⊆ {0, 1, 2} : A ⊆ B}a) Determine C∅, C{0}, C{1} y C{0,1}.



5.4. ALGUNOS EJEMPLOS IMPORTANTES 159b) Muestre que C{0} ∩ C{1} = C{0,1}.7. Considere la familia indizada Ai = {n · i : 0 ≤ n ≤ 5} para i ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}.a) Determine A0, A1, A2, A3, A4 y A5.b) Veri�que que A0 ⊆ Ai para todo i ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}.
) Determine A3△A5.8. Considere la familia indizada Ai = {ni : 0 ≤ n ≤ 5} para i ∈ N. Muestre que A4 ⊆ A2.9. Sea A0 = {n ∈ Z : n es divisible por 5} y para 
ada k ∈ P sea Ak = {n + k : n ∈ A0}.a) Enumere varios elementos de A0, A1, A2, A3, A4, A5, y A6.b) Muestre que A0 = A5 y que A1 = A6.
) Generali
e sus respuestas de la parte (b).d) Determine ⋃4
k=0 Ak y ⋃5

k=1 Ak.10. Para 
ada n ∈ Z sea Bn = {n, n + 1, n + 2}.a) Determine 6
⋃

n=−6

B3n+1.b) Determine 6
⋃

n=−6

B3n.
) Muestre que Z =
⋃

n∈Z

B3n.d) Determine ⋃

n∈Z

B3n+1.e) Muestre que si n − m = 1 o n − m = 2, enton
es Bn ∩ Bm 6= ∅.f ) Muestre que si n − m > 2, enton
es Bn ∩ Bm = ∅.g) ¾Para 
uáles valores de n y m se 
umple que Bn ∩ Bm 6= ∅?h) ¾Para 
uáles valores de n, m y k se 
umple que Bn ∩ Bm ∩ Bk 6= ∅?11. Sean A y B dos 
onjuntos no va
íos. Para 
ada y ∈ B de�nimos
Dy = {y} × By 
onsideramos a {Dy}y∈B una familia indizada 
on B 
omo 
onjunto de índi
es.Muestre que

A × B =
⋃

y∈B

Dy



160 CAPÍTULO 5. CARDINALIDAD12. Para 
ada n ∈ N, sea
An = {n} × N Bn = N × {n}.De esta manera tenemos de�nidas dos familias indizadas {An}∞n=0 y {Bn}∞n=0.a) Muestre que An ∩ Am = ∅ si, y sólo si n 6= m.b) Determine A5 ∩ B2. En general, determine An ∩ Bm.
) Muestre que N × N =

⋃∞
n=0 And) Determine ⋃∞

n=0 Bne) Considere que N × N es el 
onjunto universal y determine
[ ∞

⋃

n=2

An ∪
∞
⋃

n=3

Bn

]c

5.5. El teorema de S
hröder-BernsteinPara los 
onjuntos �nitos tenemos la no
ión de número de elementos la 
ual nos permitióintrodu
ir las nota
iones
|A| = n |A| ≤ |B|.En esta se

ión extenderemos esta nota
ión a los 
onjuntos in�nitos y estudiaremos suspropiedades.De�ni
ión 5.41. Sean A y B dos 
onjuntos. Es
ribiremos

|A| ≤ |B|si existe una fun
ión f : B → A sobreye
tiva.Comenzaremos mostrando que la rela
ión ≤ que a
abamos de introdu
ir es re�exiva ytransitiva.Teorema 5.42. Sean A, B y C 
onjuntos. Enton
es se tiene que(i) |A| ≤ |A|.(ii) Si |A| ≤ |B| y |B| ≤ |C|, enton
es |A| ≤ |C|.Demostra
ión: (i) Pues A ≈ A.(ii) Sean f : B → A y g : C → B fun
iones sobreye
tiva. Enton
es f ◦ g : C → A essobreye
tiva (por ser la 
omposi
ión de sobreye
tivas) y por lo tanto |A| ≤ |C|.
2Teorema 5.43. Sean A y B dos 
onjuntos. Las siguientes a�rma
iones son equivalentes(i) Existe una fun
ión inye
tiva f : A → B.(ii) Existe una fun
ión sobreye
tiva g : B → A.



5.5. EL TEOREMA DE SCHRÖDER-BERNSTEIN 161Demostra
ión: (i) ⇒ (ii) Sea f : A → B una fun
ión inye
tiva. Si f es sobreye
tiva, enton
estomamos g = f−1. Si f no es sobreye
tiva, es
ogemos a0 
ualquier elemento de A. Como fes inye
tiva, dado b ∈ rango(f) existe un úni
o a ∈ A tal que f(a) = b, 
on esto en mentede�nimos g : B → A de la siguiente manera
g(b) =

{

a , si b ∈ rango(f) y f(a) = b
a0 , si b 6∈ rango(f).Mostraremos que g es sobreye
tiva. En efe
to, sea a ∈ A y pongamos b = f(a), enton
es setiene que g(b) = a.

(ii) ⇒ (i) Sea g : B → A una fun
ión sobreye
tiva. Para 
ada a ∈ A sabemos que existeal menos un elemento b ∈ B tal que g(b) = a. Fijemos enton
es para 
ada a ∈ A un elemento
ba ∈ B tal que g(ba) = a. De�nimos f : A → B de la siguiente manera:

f(a) = ba.Mostraremos que f es inye
tiva. Sean a, a′ ∈ A diferentes. Enton
es por la manera quees
ogimos ba y ba′ tenemos que g(ba) = a y g(ba′) = a′. Por 
onsiguiente ba 6= ba′ , pues de lo
ontrario g no sería una fun
ión.
2



162 CAPÍTULO 5. CARDINALIDADObserva
iones:(i) Por el teorema 5.43 tenemos que |A| ≤ |B| es equivalente a de
ir que existe una fun
ióninye
tiva f : A → B.(ii) Observe que si A ≈ B, enton
es |A| ≤ |B|.
2Ejemplos 5.44. 1. Si A ⊆ B, enton
es |A| ≤ |B|. En efe
to, 
onsidere la fun
ión f :

A → B, dada por f(x) = x. Es 
laro que f es inye
tiva. En 
onse
uen
ia tenemos que:
|N| ≤ |Z|, |Z| ≤ |Q|, |Q| ≤ |R|.2. Ya vimos que el 
onjunto P de los números naturales pares y el 
onjunto I de losimpares son equipotentes. En parti
ular esto di
e que |P | ≤ |I| y también que |I| ≤ |P |.

2El siguiente teorema nos da una herramienta importante para determinar 
uando dos
onjuntos son equipotentes.Teorema 5.45. (S
hröder-Bernstein) Si |A| ≤ |B| y |B| ≤ |A|, enton
es A ≈ B. 2La demostra
ión la haremos al �nalizar esta se

ión.De�ni
ión 5.46. Sean A y B 
onjuntos. Si A ≈ B, enton
es es
ribiremos
|A| = |B|.Y por otra parte, si |A| ≤ |B| pero |A| 6= |B|, enton
es es
ribiremos
|A| < |B|.

2El siguiente resultado es una 
onse
uen
ia inmediata de los teoremas 5.43 y 5.45 y nosdi
e que las rela
iones ≤ y = que hemos de�nido entre 
onjuntos tienen las propiedades queuno espera.Teorema 5.47. Sean A y B 
onjuntos. Se tiene que(i) |A| = |B| si, y sólo si, |A| ≤ |B| y |B| ≤ |A|.(ii) |A| < |B| si, y sólo si, existe una inye

ión de A en B y no existe una inye

ión de Ben A.(iii) |A| < |B| si, y sólo si, existe una fun
ión sobreye
tiva de B en A y no existe unafun
ión sobreye
tiva de A en B.
2



5.5. EL TEOREMA DE SCHRÖDER-BERNSTEIN 163Ejemplo 5.48. Usaremos el teorema 5.45 para mostrar que
R ≈ [0, 1].Ya que [0, 1] ⊆ R, enton
es |[0, 1]| ≤ |R|. Resta mostrar que |R| ≤ |[0, 1]|. Re
ordemos que

R ≈ (0, +∞) (ver ejemplo 5.23). Por otra parte tenemos que (0, +∞) ≈ (0, 1). En efe
to, lafun
ión f : (0, 1) → (0, +∞) dada por
f(x) =

1

x
− 1es una biye

ión 
omo lo puede veri�
ar el le
tor interesado.Por lo tanto tenemos por la transitividad de ≈ que R ≈ (0, 1) y en 
onse
uen
ia |R| =

|(0, 1)|. Como |(0, 1)| ≤ |[0, 1]| (¾por qué?) y ≤ es transitiva, enton
es obtenemos que |R| ≤
|[0, 1]|. Hemos veri�
ado así que las hipótesis del teorema 5.45 se satisfa
en y por lo tanto
on
luimos que R ≈ [0, 1].Para que el le
tor tome 
on
ien
ia de lo útil que es el teorema 5.45, lo invitamos a
onseguir explí
itamente una biye

ión de R en [0, 1].

2Para �nalizar esta se

ión, enun
iaremos la ley de tri
otomía para la 
ardinalidad. Nopresentaremos su demostra
ión pues requiere de un prin
ipio de la teoría de 
onjuntos queno trataremos en este 
urso.Teorema 5.49. Sean A y B dos 
onjuntos. Enton
es se 
umple una, y sólo una, de lassiguientes a�rma
iones:(i) |A| < |B|.(ii) |A| = |B|.(iii) |B| < |A|. 25.5.1. Demostra
ión del teorema de S
hröder-BernsteinSean f : A → B y g : B → A fun
iones inye
tivas. Para de�nir la biye

ión h : A →
B ne
esitamos ha
er un 
onstru

ión auxiliar. De�niremos, para 
ada número natural n,sub
onjuntos An ⊆ A y Bn ⊆ B de la siguiente manera:

A0 = A \ g[B]
B0 = f [A0]

A1 = g[B0]
B1 = f [A1]...

An+1 = g[Bn]
Bn+1 = f [An+1]...



164 CAPÍTULO 5. CARDINALIDAD
A0 A1 A2

B0 B1 B2

· · · · · ·
f

g

Sea
M = A0 ∪ A1 ∪ A2 ∪ · · ·y
N = B0 ∪ B1 ∪ B2 ∪ · · ·La veri�
a
ión de las siguientes a�rma
iones las dejaremos a 
argo del le
tor.

f [M ] = N
g[N ] = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An ∪ · · ·

g−1(A \ M) = B \ N.Notemos que si x ∈ A \ M , enton
es x 6∈ A0, es de
ir x ∈ g[B] y por lo tanto g−1(x) estáde�nido. Podemos enton
es de�nir h : A → B 
omo se indi
a a 
ontinua
ión:
h(x) =

{

f(x) , si x ∈ M .
g−1(x) , si x ∈ A \ M.Veamos que h es biye
tiva:(i) h es inye
tiva. En efe
to, observe que h[M ] = f [M ] = N y h[A \ M ] = g−1(A \ M) =

B \ N . En parti
ular h[M ] ∩ h[A \ M ] = ∅. Como f y g son inye
tivas, de lo anteriorse 
on
luye que h es inye
tiva (el le
tor interesado veri�
ará esta a�rma
ión).(ii) h es sobreye
tiva. Esto es 
laro pues vimos h[M ] = N y h[A \ M ] = B \ N y por lotanto h[A] = B.
2Ejer
i
ios 5.451. Muestre que |Z| ≤ |Q|.2. Muestre que |N × {0, 1}| ≤ |Z × {0, 1, 2}|.



5.6. CONJUNTOS NUMERABLES 1653. Muestre que |N × {1, 2}| ≤ |Z × {3, 4}|.4. Muestre que |N| ≤ |N × N|.5. Muestre que (−1, 1) ≈ [−1, 1].(Sugeren
ia: Muestre que |(−1, 1)| ≤ |[−1, 1]| y que [−1, 1] ≈ [−1
2
, 1

2
]).6. Muestre que (1, 2) ∪ (4, 5) ≈ (3, 4).(Sugeren
ia: Use la fun
ión de�nida en el ejer
i
io 2 de �5.2).7. Sea P la 
ole

ión de todos los números naturales pares. Muestre que |P | ≤ |N × N|.8. Sean A y B 
onjuntos no va
íos. Muestre que |A| ≤ |A × B|.9. Muestre que |N| ≤ |P(N)|.10. Sea A un 
onjunto. Muestre que |A| ≤ |P(A)|.11. Muestre que |N × {1, 2}| = |N|.12. Muestre que |N × {1, 2, 3}| = |N|.13. Muestre que |N| ≤ |NN|.14. |N × N| ≤ |NN|.15. Muestre que |P(N)| ≤ |P(NN)|.16. Complete la demostra
ión del teorema 5.45 
omprobando las siguientes a�rma
iones:

f [M ] = N
g[N ] = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An ∪ · · ·

g−1(A \ M) = B \ N.5.6. Conjuntos numerablesEn esta se

ión estudiaremos un tipo parti
ular de 
onjunto in�nito que juega un papelimportante dentro de las matemáti
as.De�ni
ión 5.50. Diremos que un 
onjunto A es numerable si A ≈ N.Observe que podemos expresar de manera equivalente que A sea numerable es
ribiendo
|A| = |N|.Teorema 5.51. Todo sub
onjunto de N es �nito ó numerable.



166 CAPÍTULO 5. CARDINALIDADDemostra
ión: Sea A ⊆ N. Si A es �nito, no hay nada que mostrar. Si A es in�nito, enton
espor el teorema 5.31 sabemos que |N| ≤ |A|. Como A ⊆ N, enton
es |A| ≤ |N|. Luego por elteorema de S
höeder-Bernstein 5.45 tenemos que N ≈ A.
2Hemos visto que Z es numerable y el teorema 5.27 nos di
e que N × N es numerable.Ahora mostraremos que Q es numerable. Para ha
erlo ne
esitaremos el siguiente resultado.Teorema 5.52. Sea {An : n ∈ N} una 
ole

ión de 
onjuntos numerables. Enton
es ⋃

n Anes numerable.Demostra
ión: Denotemos por A la unión de todos los 
onjuntos An, es de
ir
A =

⋃

n∈N

An.Ya que A0 ⊆ A, enton
es |A0| ≤ |A|. ComoA0 es numerable, enton
es |N| ≤ |A|. Mostraremosque |A| ≤ |N|. Después de mostrarlo podemos usar el teorema de S
hröder-Bernstein 5.45para 
on
luir que A es equipotente 
on N y por lo tanto numerable.Como 
ada An es numerable existe una biye

ión fn : N → An. De�niremos una so-breye

ión g : N × N → A. Esto mostrará que |A| ≤ |N × N|. Como |N × N| = |N|, enton
es
|A| ≤ |N|. La de�ni
ión de g es 
omo sigue:

g(n,m) = fn(m).Veamos que g es sobreye
tiva. Sea a ∈ A, enton
es existe n tal que a ∈ An. Como fn essobreye
tiva, enton
es existe m ∈ N tal que fn(m) = a. Esto muestra que g(n,m) = a.
2Teorema 5.53. Q es numerable.Demostra
ión: De�nimos para 
ada n ∈ N 
on n > 0 un 
onjunto An de la manera siguiente:

An =
{m

n
: m ∈ Z

}

.Es 
laro que
Q =

⋃

n∈N

An.Para ver que |Q| ≤ |N|, por el teorema 5.52, bastaría ver que 
ada An es numerable. Es 
laroque la fun
ión fn : Z → An de�nida por fn(m) = m
n
es biye
tiva. Por 
onsiguiente An esnumerable.

2Ejemplo 5.54. Sea X la 
ole

ión de todos los sub
onjuntos de N 
on exa
tamente doselementos. Es de
ir
X = {A ⊆ N : |A| = 2}.Mostraremos que X es numerable, es de
ir, que |X| = |N|. Usaremos el teorema de S
hröder-Bernstein 5.45. Para esto debemos mostrar dos 
osas: |N| ≤ |X| y |X| ≤ |N|.



5.6. CONJUNTOS NUMERABLES 167(1) |N| ≤ |X|: Considere la siguiente fun
ión f : N → X dada por
f(n) = {0, n + 1}.Enton
es f es inye
tiva (muéstrelo!). Por 
onsiguiente |N| ≤ |X|.(2) |X| ≤ |N|: Como N ≈ N × N, enton
es es su�
iente mostrar que |X| ≤ |N × N|.Considere la fun
ión g : N × N → X dada por

g(n,m) =

{

{n,m} , si n 6= m
{n, n + 1} , si n = m.Veri�que que g es sobreye
tiva. Por lo tanto |X| ≤ |N × N|.

2Ejer
i
ios 5.61. Muestre que los siguientes 
onjuntos son numerables:a) La 
ole

ión de todos los números primos.b) La 
ole

ión de todos los enteros múltiplos de 8.
) N3, Q2, Q3.2. Determine 
uáles de los siguientes 
onjuntos son numerables.a) {q ∈ Q : Existe un entero m tal que 5m + 1 < q < 5m + 2}.b) {(n,m) ∈ N × N : n es par y m es impar}.
) {q ∈ Q : q2 < 2}.d) {q ∈ Q : q4 + 5q3 − q2 + 7q − 12 = 0}.e) {n ∈ N : n divide a 1.567.344.987.678.333}.f ) {(n, q) ∈ N × Q : n es múltiplo de 5 y q ≥ 0}.g) {(n,m) ∈ N × N : n divide a m}.3. Muestre que la 
ole

ión de todos los sub
onjuntos de N 
on exa
tamente 3 elementoses numerable.(Sugeren
ia: Imite lo he
ho en el ejemplo 5.54).4. Muestre las siguientes a�rma
iones.a) Todo sub
onjunto de un 
onjunto numerable es �nito ó numerable.b) Todo 
onjunto in�nito tiene un sub
onjunto numerable.
) Si |N| ≤ |A|, enton
es A es in�nito.d) A es �nito ó numerable si, y sólo si, |A| ≤ |N|.



168 CAPÍTULO 5. CARDINALIDAD5. Si A es in�nito y A ⊆ B, enton
es B es in�nito.6. Sea B un 
onjunto in�nito, y A ⊆ B �nito. Muestre quea) B − A es in�nito.b) B − A ≈ B, esto no es tan fá
il de ver. Los reto a que lo prueben!7. Sean A y B 
onjuntos tales que A ⊆ B. Muestre que si A no es numerable, enton
es
B no es numerable.8. Sea A un 
onjunto. Muestre que A × N es numerable si, y sólo si, |A| ≤ |N|.9. Muestre que si A y B son numerables, enton
es A × B es numerable.(Sugeren
ia: Use el teorema 5.27).10. Sea A un 
onjunto �nito y f : A → A una fun
ión. Muestre quea) Si f es inye
tiva, enton
es es f biye
tiva.b) Si f es sobreye
tiva, enton
es f es biye
tiva.
) Halle una fun
ión f : N → N que sea inye
tiva pero no sea sobreye
tiva. ¾Quétiene esto que ver 
on lo mostrado en (a)?d) Halle una fun
ión f : N → N que sea sobreye
tiva pero no sea inye
tiva. ¾Quétiene esto que ver 
on lo mostrado en (b)?11. Muestre que la fun
ión g : N × N → N de�nida por

g(a, b) =
(a + b + 1)(a + b + 2)

2
− a − 1es biye
tiva.(Sugeren
ia: Use indu

ión para mostrar que rango(g) = N).12. Considere la regla

(a, b) 7→ 2a(2b + 1) − 1que mostramos de�ne una biye

ión de N × N en N (ver el teorema 5.27). Determinesi esa regla de�ne una inye

ión entrea) Z × Z y Q.b) Q × Q y R.13. Sean An 
onjuntos, n ∈ N. Si |An| ≤ |N|. Muestre que
|
⋃

n∈N

An| ≤ |N|.14. Sean A y B 
onjuntos numerables. Muestre que A ∪ B es numerable.



5.7. APLICACIONES DEL TEOREMA DE SCHRÖDER-BERNSTEIN 16915. Muestre que la 
ole

ión X de todos los sub
onjuntos �nitos de N es numerable.(Sugeren
ia: Muestre primero que para 
ada n ∈ N la 
ole

ión de todos los sub
on-juntos de N 
on exa
tamente n elementos es numerable. Después observe que X es launión numerable de 
onjuntos numerables).5.7. Apli
a
iones del teorema de S
hröder-BernsteinEn matemáti
as apare
en 
on fre
uen
ia 
onjuntos que tienen la misma 
ardinalidad que
P(N). En esta se

ión veremos algunos ejemplos.Ejemplo 5.55. Mostraremos que

{0, 1}N ≈ P(N).Considere la fun
ión F : P(N) → {0, 1}N dada por
F (A) = fA.Donde fA es la fun
ión 
ara
terísti
a de A (ver la de�ni
ión 4.10). Dejamos 
omo ejer
i
ioal le
tor veri�
ar que F es una biye

ión.

2Ejemplo 5.56. Mostraremos que
P(N) ≈ NN.Como {0, 1}N ⊆ NN y, por lo visto en el ejemplo 5.55, {0, 1}N ≈ P(N), enton
es tenemos que

|P(N)| ≤ |NN|. Bataría enton
es ver que |NN| ≤ |P(N)|. Pues por el teorema de S
hröder-Bernstein podemos 
on
luir que esos dos 
onjuntos son equipotentes.Re
ordemos que N × N ≈ N y por 
onsiguiente por el teorema 5.37 tenemos que
P(N) ≈ P(N × N).Ahora bien, 
ada fun
ión f ∈ NN es una rela
ión binaria sobre N. Es de
ir, 
ada fun
ión

f ∈ NN es un sub
onjunto de N × N. En otras palabras, tenemos que
NN = {f ⊆ N × N : f es una fun
ión} ⊆ P(N × N).Y por lo tanto

|NN| ≤ |P(N × N)|y en 
onse
uen
ia
|NN| ≤ |P(N)|.

2



170 CAPÍTULO 5. CARDINALIDADEjemplo 5.57. Mostraremos que
{0, 1}N ≈ {0, 1, 2}N.Es su�
iente mostrar que

|{0, 1}N| ≤ |{0, 1, 2}N| y |{0, 1, 2}N| ≤ |{0, 1}N|.La primera desigualdad es 
lara pues {0, 1}N ⊆ {0, 1, 2}N (¾por qué?). Por otra parte, 
omo
{0, 1, 2}N ⊆ NN (¾por qué?), enton
es

|{0, 1, 2}N| ≤ |NN|.De 5.55 y 5.56 sabemos que
NN ≈ {0, 1}N.Por lo tanto

|{0, 1, 2}N| ≤ |{0, 1}N|y 
on esto termina la demostra
ión.
2Ejer
i
ios 5.71. Muestre que {0, 1}N ≈ {4, 5, 6, 7, 8}N.2. Muestre que {0, 1}N ≈ ZN.3. Muestre que |P(Q)| = |NN|.4. Muestre que R \ Z ≈ R.(Sugeren
ia: Halle una fun
ión inye
tiva f : R → R \ Z).5. Muestre que la fun
ión F de�nida en el ejemplo 5.55 es biye
tiva.(Sugeren
ia: Para ver que F es inye
tiva, tome A,B ∈ P(N) distintos. Enton
es haydos 
asos que se tratan de manera similar. Suponga que existe x ∈ A \ B (¾Cual esel otro 
aso?). Enton
es fA(x) = 1 y fB(x) = 0, por esto fA 6= fB. Para ver que F essobreye
tiva, sea g : N → {0, 1} arbitraria. Tome A = {x ∈ N : g(x) = 1}. Muestreque g = F (A). )5.8. El teorema de CantorHasta ahora sólo hemos visto ejemplos de 
onjuntos in�nitos numerables. El próximoteorema tuvo una enorme reper
usión sobre la manera de 
on
ebir el in�nito en matemáti
as.Este resultado nos di
e que existen 
onjuntos in�nitos que no son equipotentes.Teorema 5.58. (Cantor) Sea A un 
onjunto, enton
es |A| < |P(A)|.



5.8. EL TEOREMA DE CANTOR 171Demostra
ión: Primero observemos que |A| ≤ |P(A)|. En efe
to, 
onsidere la fun
ión f :
A → P(A) dada por

f(a) = {a}para a ∈ A. Es obvio que f es inye
tiva.Para ver que |A| 6= |P(A)|, mostraremos que ninguna fun
ión g : A → P(A) puede sersobreye
tiva. Sea enton
es g : A → P(A). De�nimos
B = {a ∈ A : a 6∈ g(a)}.Veremos que B no está en el rango de g. Supongamos que estuviera, y sea a ∈ A tal que

g(a) = B. Enton
es tenemos que
a ∈ B ⇔ a ∈ g(a) ⇔ a 6∈ B.Y esto es absurdo. Por lo tanto la suposi
ión de que B estaba en el rango de g es imposible.En 
onse
uen
ia g no es sobreye
tiva.

2Del teorema de Cantor inmediatamente obtenemos el siguiente resultado que di
e que
P(N) no es numerable.Corolario 5.59. P(N) no es numerable. 2Observemos lo siguiente

|N| < |P(N)| < |P(P(N))| < |P(P(P(N)))|.Esto muestra que estos 
onjuntos son de un tamaño in�nito 
ada vez mayor.Ejemplo 5.60. Considere la 
ole

ión X de todos los sub
onjuntos de N que no 
ontienennúmeros pares. Es de
ir, si P denota la 
olle

ión de números pares e I la de los imparestenemos que
X = {A ⊆ N : A ∩ P = ∅}o de manera equivalente

X = {A ⊆ N : A ⊆ I}.Mostraremos que X no es numerable. Para esto es su�
iente mostrar que |X| = |P(N)| yusar el teorema de Cantor. En efe
to, re
ordemos que I ≈ N, por lo tanto P(I) ≈ P(N) (verel ejer
i
io 9 de �5.2). En 
onse
uen
ia |X| = |P(N)|.
2Ejer
i
ios 5.81. Ordene de manera 
re
iente los siguientes 
onjuntos de a
uerdo a su 
ardinalidad.a) N.b) Z.
) P(N).



172 CAPÍTULO 5. CARDINALIDADd) {n ∈ N : n divide a 1.567.344.987.678.333}.e) {q ∈ Q : Existe un entero m tal que 5m + 1 < q < 5m + 2}.f ) Q × Z.g) Q5.h) QQ.i) P(P(N)).j ) P(P(Z)).k) P(P(P(N))).5.9. R no es numerableEn ésta se

ión mostraremos que R no es numerable. Para ha
erlo ne
esitaremos unapropiedad muy importante de los números reales. Antes de enun
iarla daremos un ejemplo.Ejemplo 5.61. Considere la siguiente 
ole

ión de intervalos 
errados
In =

[

− 1

n + 1
,

1

n + 1

]para n ∈ N. Por ejemplo,
I0 = [−1, 1] , I1 =

[

−1

2
,
1

2

]

I2 =

[

−1

3
,
1

3

]

.Observe que
I0 ⊇ I1 ⊇ I2 ⊇ · · ·es de
ir, los intervalos van de
re
iendo 
on rela
ión a ⊆. Mostraremos que

⋂

n∈N

In = {0}.En efe
to, es obvio que 0 ∈ In para todo n ∈ N. Por otra parte, mostraremos que si r 6= 0,enton
es existe n ∈ N tal que r 6∈ In. En efe
to, 
omo |r| > 0 enton
es existe n ∈ N tal que
|r| > 1

n+1
(propiedad Arquimediana de R). Por lo tanto r 6∈ In.

2La longitud de un intervalo [a, b] se de�ne 
omo la diferen
ia de sus extremos, es de
ir,la longitud de [a, b] es b − a. En el ejemplo anterior, tenemos que la longitud de In es
1

n + 1
− (− 1

n + 1
) =

2

n + 1Observemos que dado r > 0 
ualquiera existe un natural n tal que 2
n+1

< r. Esto di
e que lalongitud de los intervalos In del ejemplo anterior se ha
e tan pequeña 
omo se quiera. Estosson los ingredientes del siguiente teorema.



5.9. R NO ES NUMERABLE 173Teorema 5.62. (Prin
ipio de los intervalos en
ajados) Sea {In}n∈N una 
ole

ión de inter-valos 
errados en R tales que(i) In+1 ⊆ In,(ii) Para todo r > 0 existe un n tal que longitud de In es menor que r.Enton
es existe un real z tal que
⋂

n

In = {z}.

2Demostra
ión: Sea an, bn los extremos de In, es de
ir, In = [an, bn]. Por hipótesis In+1 ⊆ In,por lo tanto
an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ bn. (5.4)Es de
ir, tenemos que

a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an ≤ an+1 ≤ · · · ≤ bn+1 ≤ bn ≤ · · · ≤ b1 ≤ b0Sea A el siguiente 
onjunto
A = {bn : n ∈ N}.De (5.4) se tiene que 
ada an es una 
ota inferior de A. Por 
onsiguiente A tiene ín�mo,sea z el ín�mo de A. Por la misma razón tenemos que an ≤ z para todo n. Por lo tanto

an ≤ z ≤ bn. Esto muestra que z ∈ In para todo n.Falta mostrar que z es el úni
o elemento de ⋂

n In. Supongamos que no es así y sea wotro real tal que w ∈ In para todo n. Por lo tanto para todo n la longitud de In es mayor oigual que |z − w|. Pero esto 
ontradi
e la hipótesis (ii).
2Para demostrar que R no es numerable ne
esitamos el siguiente resultado auxiliar.Lema 5.63. Sea F ⊆ R un 
onjunto �nito, I un intervalo 
errado y n un natural 
on n ≥ 1.Enton
es existe un intervalo 
errado J ⊆ I tal que F ∩ J = ∅ y la longitud de J es menorque 1

n
.Demostra
ión: Sea I = [a, b], F = {c1, c2, · · · , cm} un 
onjunto �nito y n ≥ 1. Podemossuponer que a ≤ c1 < c2 < · · · < cm ≤ b (¾por qué?). Enton
es es
ojamos a′, b′ tales que

c1 < a′ < b′ < c2 y además b − a < 1
n
. Sea J = [a′, b′]. Dejamos 
omo ejer
i
io veri�
ar que

J satisfa
e la 
on
lusión del lema.
2Teorema 5.64. R no es numerable.Demostra
ión: Sea f : N → R un fun
ión 
ualquiera. Mostraremos que f no es sobreye
tiva
onstruyendo un real z que no está en el rango de f . Esto mostrará que no existe unabiye

ión entre N y R.De�niremos una su
esión de intervalos 
errados In tales que



174 CAPÍTULO 5. CARDINALIDAD(i) f(n) 6∈ In para todo n.(ii) In+1 ⊆ In para todo n.(iii) La longitud de In es menor que 1
n+1

.Sea I0 un intervalo 
errado tal que f(0) 6∈ I0 y la longitud de I0 es menor que 1. Supon-gamos que hemos de�nido Ik para todo k ≤ n tal que (i), (ii) y (iii) se 
umplen. Por el lema5.63 sabemos que existe un intervalo 
errado J ⊆ In tal que f(n + 1) 6∈ J y la longitud de Jes menor que 1
n+1

. Sea In+1 = J .Es 
laro que esta su
esión de intervalos 
errados satisfa
e las hipótesis del teorema 5.62.Sea enton
es z ∈ R tal que z ∈ In para todo n ∈ N. Por la 
ondi
ión (i) de la 
onstru

iónde los intervalos sabemos que f(m) 6= z para todo m. Esto muestra que z no pertene
e alrango de f .
2El siguiente resultado muestra que existen mu
hos más números irra
ionales que ra
ionales.Teorema 5.65. El 
onjunto de los números irra
ionales no es numerable.Demostra
ión: En efe
to, supongamos por redu

ión al absurdo que I es numerable. Como

R = Q ∪ I, enton
es R es numerable, al ser la unión de dos 
onjuntos numerables. Y esto esun 
ontradi

ión.
2En algunas 
ir
unstan
ias el 
ono
er la 
ardinalidad de un 
onjunto da indire
tamenteinforma
ión interesante sobre el 
onjunto. Ilustraremos lo que a
abamos de de
ir 
on unejemplo.Ejemplo 5.66. (Números algebrai
os y tras
endentes) Un número real r se di
e que es al-gebrai
o si existe un polinomio p(x) 
on 
oe�
ientes ra
ionales tal que p(r) = 0. En otraspalabras, los números algebrai
os son aquellos números reales que son una raíz de un poli-nomio 
on 
oe�
ientes ra
ionales. Por ejemplo, √2 es algebrai
o, pues es una raíz de x2 − 2.De igual forma 3

√
5 también es algebrai
o. El le
tor se puede 
onven
er que n

√
q es algebrai
opara todo ra
ional positivo q y todo natural n ≥ 2.Sea A la 
olle

ión de todos los números reales algebrai
os. Vemos enton
es que Q ⊆ Apero también sabemos que A 
ontiene además números irra
ionales.Ahora bien, ¾
uál es la 
ardinalidad de A?, ¾Es A = R? Daremos algunas indi
a
ionesde 
ómo responder estas preguntas. Consideremos el siguiente 
onjunto

Q[x] = {p : p es un polinomio 
on 
oe�
ientes en Q}.El 
onjunto Q[x] es numerable. La idea para mostrar esto último es la siguiente. Considerelos 
onjuntos
Qn[x] = {p ∈ Q[x] : p es un polinomio de grado menor o igual a n}.Tenemos enton
es que

Q[x] =
⋃

n

Qn[x].



5.9. R NO ES NUMERABLE 175Bastaría enton
es mostrar que 
ada Qn[x] es numerable. Por ejemplo, para ver que Q2[x] esnumerable, observemos que un polinomio p ∈ Q2[x] tiene la forma
p(x) = a + bx
on a, b ∈ Q. Ahora bien, notemos que si (a, b) 6= (a′, b′), enton
es los polinomios a + bx y

a′ + b′x son diferentes. Por lo tanto tenemos que la fun
ión
(a, b) 7→ a + bxes biye
tiva. Esto muestra que Q2[x] es numerable. De manera similar se puede mostrar que

Qn[x] también es numerable.Continuando 
on la demostra
ión de que A es numerable, 
onsidere, para 
ada p ∈ Q[x],el 
onjunto
Rp = {r ∈ R : p(r) = 0}.Es de
ir Rp 
onsiste de las raí
es de p. Como 
ada polinomio de grado n tiene a lo sumo

n raí
es tenemos enton
es que para 
ada polinomio p el 
onjunto Rp es �nito. Es fá
il
onven
erse que
A =

⋃

p∈Q[x]

Rp.Luego 
omo Q[x] es numerable y 
ada Rp es �nito enton
es |A| ≤ |N|. Pero ya vimos antesque |N| ≤ |A|. Por lo tanto A es numerable.El he
ho que A es numerable y que R no lo es garantiza que R\A tampo
o es numerable.En efe
to, razonando indire
tamente, vemos que si R \ A fuese numerable, enton
es R =
(R \ A) ∪ A también lo sería (por ser la unión de dos 
onjuntos numerables) y esto es una
ontradi

ión. Con esto hemos mostrado que existen reales que no son algebrai
os.Los reales que pertene
en a R \A se llaman tras
endentes. Vemos enton
es que hay másreales tras
endentes que algebrai
os. ¾Puede el le
tor dar un ejemplo de un real tras
endente?Esta pregunta no es sen
illa. El matemáti
o fran
és Joseph Liouville (1809-1882) fué quienpor primera vez mostró que existían números tras
endentes (el argumento que dimos arriba,basado en la 
ardinalidad de los 
onjuntos, se debe a Cantor y es posterior). Algunos ejemplosde números trans
endentes son e y π. Entre los que 
onsigió Liouville tenemos el siguiente:

0, 101001000000100000000000000000000000010 · · · 10 · · ·Donde el número de 
eros entre dos unos 
onse
utivos es n!.
2Ejer
i
ios 5.91. Considere la siguiente 
ole

ión {In}n∈N de intervalos 
errados:

In =

[

3n + 1

2n + 2
,
3n + 4

2n + 2

]para 
ada n ∈ N. Halle el real z tal que
⋂

n∈N

In = {z}.



176 CAPÍTULO 5. CARDINALIDAD2. Considere los siguientes 
onjuntos donde n ∈ N:
An =

[

− 1

n + 1
,

1

n + 1

]

∪
[

1 − 1

n + 1
, 1 +

1

n + 1

]

.Muestre que
⋂

n∈N

An = {0, 1}.3. Muestre que
⋂

n∈N

[n, +∞) = ∅.4. Muestre que
⋂

n∈N

(

0,
1

n + 1

)

= ∅.5. Muestre que
⋂

n∈N

[

0, 1 +
1

n + 1

]

= [0, 1].6. Muestre que R \ Z no es numerable.7. Sea A = {q ∈ Q : q2 < 2}. Muestre que R \ A no es numerable.8. Muestre que R2 no es numerable.9. Sea A = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ Q}. Muestre que A no es numerable.10. Muestre que {(x, y) ∈ R2 : x, y son irra
ionales} no es numerable.11. Muestre que R2 \ Z × Q no es numerable.12. Muestre que R3 no es numerable.13. Muestre que R3 \ Q3 no es numerable.14. Diremos que una fun
ión f ∈ NN es eventualmente 
onstante si existen m, a ∈ Ntales que
f(n) = a para todo n ≥ m.Por ejemplo, sea f ∈ NN dada por f(0) = 15, f(1) = 35 y f(n) = 3 si n ≥ 2. Enton
es

f es eventualmente 
onstante. Por otra parte, la fun
ión f(n) = n + 2 para n ∈ N noes eventualmente 
onstante.Sea A la 
ole

ión de fun
iones que son eventualmente 
onstantes. Muestre que NN \Ano es numerable.15. Muestre que el siguiente 
onjunto es numerable para 
ada entero positivo n.
Qn[x] = {p ∈ Q[x] : p es un polinomio de grado menor o igual a n}.



5.10. ¾CUÁL ES EL TAMAÑO DE R? 1775.10. ¾Cuál es el tamaño de R?En esta se

ión daremos algunas indi
a
iones para mostrar la siguiente a�rma
ión
|R| = |P(N)|. (5.5)Es de
ir, que hay tantos números reales 
omo sub
onjuntos de N. Para demostrar estaigualdad bastaría mostrar (gra
ias al teorema de S
hröder-Bernstein) que

|R| ≤ |P(N)| y |P(N)| ≤ |R|.La primera desigualdad no es difí
il de probar. Para la segunda usaremos la representa
iónde
imal de los números reales, que aunque no la hemos desarrollado en este 
urso el le
torla 
ono
e al menos de manera intuitiva.Ya vimos en el ejemplo 5.56 que
P(N) ≈ NNes de
ir, hay tantos sub
onjuntos de N 
omo fun
iones de N en N. Enton
es (5.5) di
e quehay tantos números reales 
omo fun
iones de N en N. Esto es hasta 
ierto punto bastanteintuitivo, pues 
ada número real se puede expresar en forma de
imal, es de
ir, 
omo un enteroseguido de un su
esión (posiblemente) in�nita de números naturales. Esta representa
iónsugiere que existe una rela
ión natural entre números reales y fun
iones de N en N.Mostraremos a 
ontinua
ión que el tamaño de R no sobrepasa el tamaño de P(N).Teorema 5.67. |R| ≤ |P(N)|.Demostra
ión: Hemos visto que |N| = |Q| y también sabemos que |P(Q)| = |P(N)| (ver elejer
i
io 9 de �5.2). Así que basta mostrar que |R| ≤ |P(Q)|. De�nimos f : R → P(Q) de lamanera siguiente:

f(r) = {q ∈ Q : q < r}.Mostraremos que f es inye
tiva. En efe
to, sean r, r′ ∈ R dos reales 
ualesquiera 
on r 6= r′.Podemos suponer que r < r′ (el otro 
aso se analiza de manera análoga). Por la densidadde Q en R existe un ra
ional q tal que r < q < r′. Por lo tanto q ∈ f(r′) pero q 6∈ f(r). En
onse
uen
ia f(r) 6= f(r′).
2La otra desigualdad, |P(N)| ≤ |R|, es un po
o más difí
il de mostrar. Tenemos que aso
iara 
ada sub
onjunto de N un número real. Para lograr ésto usaremos la representa
ión de
imalde los número reales. Tomemos un número real r tal que 0 ≤ r ≤ 1. La representa
iónde
imal de r es una su
esión an de enteros no negativos que usualmente se es
ribe de lamanera siguiente

0, a0, a1a2 · · · , an, · · ·A 
ada sub
onjunto A ⊆ N le aso
iamos la siguiente su
esión
an =

{

1 , si n ∈ A
0 , si n 6∈ A.



178 CAPÍTULO 5. CARDINALIDADDe�nimos f : P(N) → R de la siguiente manera
f(A) = el número real 
uya expansión de
imal viene dada porla su
esión a0, a1, a2, · · · , an · · · , de�nida arriba.Mostraremos que f es inye
tiva. Sean A,B dos sub
onjuntos de N diferentes. Ya que A△B 6=

∅, denotaremos 
on m al primer natural que pertene
e a A△B. Observe que para todo i < mse tiene que
i ∈ A ⇔ i ∈ B. (5.6)Tenemos que 
onsiderar dos 
asos: m ∈ A − B ó m ∈ B − A. Los dos 
asos son análogosy analizaremos sólo uno de ellos. Supongamos enton
es que m ∈ A − B. Para simpli�
ar lanota
ión llamaremos r al número real f(A) y s a f(B). Mostraremos que r 6= s. Sea an y

bn los dígitos 
orrespondientes a la representa
ión de
imal de f(A) y f(B) respe
tivamente.Enton
es para todo i < m se 
umple que
ai = 0 ⇔ bi = 0. (5.7)De�nimos un ra
ional q de la siguiente manera

q = 0, a0, a1a2 · · · , am.Observe que am = 1 y bm = 0. Por (5.7) sabemos que
s < q ≤ rpor lo tanto r 6= s.

2Hasta ahora hemos mostrado ejemplos de sub
onjuntos de R de tres tamaños: �nitos,numerables y aquellos de igual tamaño que R. Una pregunta que ha 
autivado la aten
iónde mu
hos matemáti
os es si existe algún sub
onjunto A ⊆ R tal que
|N| < |A| < |R|.Esta pregunta de aparien
ia tan sen
illa fué estudiada por Cantor, quien pensaba que larespuesta era negativa, es de
ir, que no existe un 
onjunto A 
on esa 
ara
terísti
a (estaalternativa se 
ono
e 
omo la Hipótesis del Continuo). En la a
tualidad se sabe mu
ho mása
er
a de esta pregunta que en la épo
a de Cantor, sin embargo, todavía esta pregunta esobjeto de profundos y 
omplejos trabajos de investiga
ión.Ejer
i
ios 5.10.1. Muestre las siguientes a�rma
iones:a) R ≈ {0, 1}N.b) R ≈ R × R.
) R ≈ Rn donde n es un entero positivo.d) ({0, 1}N)N ≈ {0, 1}N.e) R ≈ RN.



5.11. ¾CÓMO SE CONSTRUYEN LOS REALES? 1795.11. ¾Cómo se 
onstruyen los reales?En esta se

ión 
omentaremos 
ómo se 
onstruyen matemáti
amente los números reales.Para apre
iar mejor las ideas que presentaremos nos pare
e 
onveniente mostrar primero la
onstru

ión de los ra
ionales. Toda 
onstru

ión parte ne
esariamente de alguna �materiaprima�. En nuestro 
aso, para 
onstruir los ra
ionales, usaremos 
omo materia prima losnúmeros enteros. Después, para 
onstruir los reales usaremos 
omo materia prima a losra
ionales.5.11.1. Constru

ión de Q.La de�ni
ión que hemos usado de número ra
ional di
e que un ra
ional es una expresiónde la forma m
n
donde n y m son enteros 
on n 6= 0. Por otra parte, sabemos que dos fra

ionesdiferentes pueden representar al mismo número ra
ional, por ejemplo, 3

6
y 1

2
son fra

ionesequivalentes y representan al mismo número (¾
uál?) La 
onstru

ión de Q que daremos sebasa en la idea de fra

iones equivalentes.Consideremos el 
onjunto de pares ordenados

{(m,n) : n,m ∈ Z, n 6= 0}.Este 
onjunto es pre
isamente
Z × (Z \ {0}).Cada fra

ión m

n
la �identi�
aremos� 
on el par (m,n) de Z×(Z\{0}). La no
ión de fra

iónequivalente nos da un rela
ión de equivalen
ia en Z × (Z \ {0}). En efe
to, de�nimos larela
ión binaria ∼ de la manera siguiente: Sean (m,n), (p, q) ∈ Z × (Z \ {0})

(m,n) ∼ (p, q)
def⇔ mq = np. (5.8)Por ejemplo: (1, 2) ∼ (3, 6), (−3, 4) ∼ (3,−4), (4, 2) ∼ (2, 1).La rela
ión ∼ es una rela
ión de equivalen
ia sobre Z× (Z\{0}). Es de
ir, ∼ es re�exiva,simétri
a y transitiva. En efe
to,(i) es obvio que (m,n) ∼ (m,n) para todo (m,n) ∈ Z× (Z \ {0}) y por lo tanto ∼ es unarela
ión re�exiva.(ii) Si (m,n) ∼ (p, q), enton
es mq = np. Luego pn = qm y por lo tanto (p, q) ∼ (m,n).Es de
ir, ∼ es simétri
a.(iii) Supongamos que (m,n) ∼ (p, q) y además que (p, q) ∼ (r, s). Enton
es tenemos que

mq = np y ps = qr. Multipli
ando la primera igualdad por s y la segunda por nobtenemos que mqs = nps y nps = nqr. En 
onse
uen
ia mqs = nqr. Como q 6= 0 (¾porqué?), enton
es podemos 
an
elar q y obtenemos ms = nr, es de
ir, (m,n) ∼ (r, s).Esto muestra que ∼ es transitiva.
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ión de equivalen
ia ∼ parte al 
onjunto Z × (Z \ {0}) en 
lases de equivalen
ia.Por ejemplo, la 
lase de equivalen
ia del par ordenado (1, 2) es
[(1, 2)] = {(m,n) ∈ Z × (Z \ {0}) : (1, 2) ∼ (m,n)}

= {(m,n) ∈ Z × (Z \ {0}) : n = 2m}
= {(m,n) ∈ Z × (Z \ {0}) : m

n
= 1

2
}.Vemos enton
es que la 
lase de equivalen
ia de (1, 2) 
orresponde a la 
ole

ión de todas lasfra

iones equivalentes a 1

2
. Ahora podemos dar una de�ni
ión más pre
isa de los númerosra
ionalesDe�ni
ión 5.68. Los números ra
ionales son el 
onjunto 
o
iente dado por la rela
ión ∼sobre el 
onjunto Z × (Z \ {0}) de�nida en 5.8. En símbolos,

Q
def
= Z × (Z \ {0})/ ∼ .En otras palabras, un número ra
ional es una 
lase de equivalen
ia 
on respe
to a ∼. Poresta razón de
imos que las fra

iones 1

2
y 3

6
representan al mismo número ra
ional, pues sonrepresentantes de la misma 
lase de equivalen
ia.Para 
ompletar la 
onstru

ión de Q debemos de�nir las opera
iones de suma y mul-tipli
a
ión. Teniendo presente que el par ordenado (m,n) representa la fra

ión m

n
es fá
ilimaginar 
uales son las de�ni
iones 
orre
tas. Ya que un número ra
ional es una 
lase deequivalen
ia, la suma y la multipli
a
ión deben estar de�nidas entre 
lases de equivalen
ia.Para motivar la de�ni
ión de suma y multipli
a
ión de las 
lases de equivalen
ia re
ordemosla manera usual de sumar y multipli
ar fra

iones. Por ejemplo,

1

2
+

3

5
=

1 · 5 + 3 · 3
2 · 5y

1

2
· 3

5
=

1 · 3
2 · 5 .Este ejemplo sugiere la siguiente de�ni
ión:

[(m,n)] + [(p, q)]
def
= [(m · q + n · p, n · q)]

[(m,n)] · [(p, q)]
def
= [(m · p, n · q)].Debemos también de�nir el elemento neutro de la suma y de la multipli
a
ión. Claramenteel 0 de Q 
orresponde a las fra

iones de la forma 0

n
y el 1 de Q 
orresponde a las fra

ionesde la forma m

m
. Esto sugiere la siguiente de�ni
ión:

0
def
= [(0, 1)]

1
def
= [(1, 1)].



5.11. ¾CÓMO SE CONSTRUYEN LOS REALES? 181Ahora debemos dar la de�ni
ión de los inversos aditivos y multipli
ativos.
−[(m,n)]

def
= [(−m,n)]

([(p, q)])−1 def
= [(q, p)]donde [(p, q)] 6= 0, es de
ir, p, q 6= 0. Por último de�nimos los ra
ionales positivos Q+.

Q+ def
= {[(m,n)] : m · n > 0}.Queda por veri�
ar que los postulados P1,..., P12 se satisfa
en. Esta es una tarea un po
otediosa y no la haremos. Lo que pretendíamos al presentar la 
onstru

ión de Q era simple-mente mostrarle al le
tor el método usado en Matemáti
as para formalizar de manera lógi
ael 
on
epto de número ra
ional.5.11.2. Constru

ión de R.Los números ra
ionales serán nuestra materia prima para 
onstruir los números reales.La idea fundamental que usaremos para ha
er la 
onstru

ión tiene 
omo objetivo lograr,por supuesto, que R satisfaga el axioma del supremo y además que los ra
ionales sean densosen R.Usaremos el método ideado por Dedekind 
ono
ido 
omo las 
ortaduras de Dedekind.De�ni
ión 5.69. Una 
ortadura es un 
onjunto α de ra
ionales 
on las siguientes 
uatropropiedades(i) Si q ∈ α y r es un número ra
ional 
on r < q, enton
es r ∈ α.(ii) α 6= ∅.(iii) α 6= Q.(iv) No existe ningún elemento máximo en α; es de
ir, si q ∈ α, enton
es existe r ∈ α talque q < r.Ejemplo 5.70. Un ejemplo sen
illo de 
ortadura es el siguiente
α = {q ∈ Q : q < 4}.En efe
to, veri�quemos las 
uatro 
ondi
iones que de�nen una 
ortadura(i) Es 
laro que si q ∈ α y r < q, enton
es r ∈ α.(ii) α 6= ∅ pues por ejemplo 3 ∈ α.(iii) 5 6∈ α luego α 6= Q.(iv) Si q < 4, enton
es q < q+4

2
< 4. Por 
onsiguiente, α no tiene máximo.
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2El ejemplo anterior sugiere una manera de de�nir 
ortaduras. Dado un ra
ional 
ualquiera

r de�nimos
r∗ = {q ∈ Q : q < r}.Dejamos 
omo ejer
i
io al le
tor veri�
ar que para todo ra
ional r el 
onjunto r∗ es una
ortadura (ver ejer
i
io 1). La 
ortadura r∗ �representará� al ra
ional r. Pero hay mu
hasotras 
ortaduras que no son de esa forma.La 
ondi
ión (iv) en la de�ni
ión de 
ortadura se ne
esita para evitar ambigüedades. Porejemplo

{q ∈ Q : q < 1}
{q ∈ Q : q ≤ 1}podrían ambos representar al número 1. Otro ejemplo mas interesante de 
ortadura es elsiguiente:

α = {q ∈ Q : q ≤ 0 ó q > 0 y q2 < 2}.Es fá
il ver que las 
ondi
iones (i), (ii) y (iii) de la de�ni
ión de 
ortadura son satisfe
haspor α. La 
ondi
ión (iv) requiere de un po
o mas de trabajo que dejamos 
omo ejer
i
io (verejer
i
io 2). Esta 
ortadura representa a √
2.Trabajaremos 
on diferentes objetos: números ra
ionales, 
ortaduras (
onjuntos de númerosra
ionales) y eventualmente también 
on 
ole

iones de 
ortaduras (es de
ir, 
ole

iones de
onjuntos de ra
ionales). Para evitar 
onfusiones, usaremos las letras minús
ulas del alfa-beto latino (p, q, r,...) para denotar ra
ionales, las del alfabeto griego (α, β, γ, ...) paradenotar 
ortaduras y las letras latinas mayús
ulas (A,B, C, ...) para denotar 
ole

iones de
ortaduras.La de�ni
ión de número real que damos a 
ontinua
ión es el 
on
epto mas 
omplejotratado en estas notas.De�ni
ión 5.71.

R = {α : α es una 
ortadura}.
2Ahora veremos 
ómo de�nir las opera
iones de suma y multipli
a
ión de 
ortaduras y larela
ión de orden. Pero antes de ha
erlo, observemos que de la de�ni
ión de 
ortadura seobtiene naturalmente la no
ión de igualdad: Dos 
ortaduras α y β son iguales si α ⊆ β y

β ⊆ α.De�ni
ión 5.72. Sean α y β 
ortaduras.
α + β = {p + q : p ∈ α y q ∈ β}.

2Para ilustrar 
ómo se trabaja 
on las 
ortaduras veri�
aremos a 
ontinua
ión que α + βes una 
ortadura.
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ión 5.73. Sean α y β 
ortaduras. Enton
es α + β es una 
ortadura.Demostra
ión: Veamos que α+β satisfa
e las 
uatro 
ondi
iones que de�nen a una 
ortadura.(i) Supongamos que y < x son ra
ionales y x ∈ α + β. Enton
es x = p + q 
on p ∈ α y
q ∈ β. Luego y < p + q, y por lo tanto y − q < p. Como α es una 
ortadura, enton
es
y − q ∈ α. De esto se obtiene que y = p + (y − p) pertene
e a α + β.(ii) Es 
laro que α + β 6= ∅.(iii) Sean x, y ra
ionales tales que x 6∈ α y y 6∈ β. Notemos que para todo a ∈ α se 
umpleque a < x (si para algún a en α no se tuviera que a < x, enton
es x ≤ a y por la
ondi
ión (i) de 5.69 tendríamos que x ∈ α). De manera similar tenemos que para todo
b ∈ β se tiene que b < y. Luego a + b < x + y para todo a en α y todo b en β. Por lotanto x + y no se puede es
ribir 
omo a + b 
on a en α y b en β, esto es, x + y no está
α + β.(iv) Sea p + q en α + β 
on p en α y q en β. Por ser α y β 
ortaduras, existen p′ en α y q′en β tales que p < p′ y q < q′. Por lo tanto p + q < p′ + q′ y 
laramente p′ + q′ está en
α + β.

2Ahora de�niremos el 
ero. Para no 
onfundirlo 
on el 
ero de Q, lo denotaremos por 0∗.La de�ni
ión es muy natural.De�ni
ión 5.74.
0∗ = {x ∈ Q : x < 0}.

2De�niremos a 
ontinua
ión el inverso aditivo. Consideremos la siguiente 
ortadura
α = {q ∈ Q : q < 3}.Observemos que

{q ∈ Q : q 6∈ α} = {q ∈ Q : q ≥ 3}y por otra parte
{q ∈ Q : q ≤ −3} = {q ∈ Q : −q 6∈ α}.Observemos que −3 es el mínimo de {q ∈ Q : q 6∈ α}. Este ejemplo sugiere la de�ni
iónsiguienteDe�ni
ión 5.75. Sea α una 
ortadura.

−α = {−q ∈ Q : q 6∈ α y q no es el elemento mínimo de {r ∈ Q : r 6∈ α}}.

2



184 CAPÍTULO 5. CARDINALIDADEjemplo 5.76. Veamos un ejemplo:
α = {r ∈ Q : r < −4}.Usando la nota
ión introdu
ida anteriormente, α es igual a (−4)∗. Determinaremos a 
onti-nua
ión −α. Primero notemos que

{r ∈ Q : r 6∈ α} = {r ∈ Q : r ≥ −4}.Observemos que el mínimo de este 
onjunto es −4, de modo que
−α = {q ∈ Q : −q ≥ −4 & − q 6= −4}es de
ir

−α = {q ∈ Q : q < 4}.
2Podemos ahora de�nir R+ el 
onjunto de 
ortaduras que representarán los números realespositivos.De�ni
ión 5.77.

R+ = {α : α es una 
ortadura que 
ontiene algún ra
ional positivo}.El orden entre las 
ortaduras es muy simple de 
ara
terizar. Re
ordemos que < se de�nea partir de R+ de la siguiente manera: Sean α y β 
ortaduras
α < β, si α + (−β) ∈ R+.En prin
ipio esta rela
ión < pudiera pare
er 
ompleja, sin embargo veremos a 
ontinua
iónque es de he
ho equivalente a una rela
ión bien 
ono
ida entre 
onjuntos.Teorema 5.78. Sean α y β 
ortaduras. α < β si y sólo si α ⊂ β y α 6= β. Además, α ≤ βsi y sólo si α ⊆ β. 2A 
ontinua
ión mostraremos que toda 
ole

ión de 
ortaduras a
otada superiormentetiene supremo.Teorema 5.79. (El axioma de 
ompletitud) Si A es una 
ole

ión no va
ía de 
ortadurasa
otada superiormente, enton
es A tiene supremo.Demostra
ión: Sea A un 
ole

ión no va
ía de 
ortaduras y α una 
ota superior para A. Sea

β = {x ∈ Q : x pertene
e a alguna de las 
ortaduras de A}.Mostraremos que β es una 
ortadura y que es el supremo de A.(i) Sea x ∈ β y y < x. De la de�ni
ión de β tenemos que existe γ ∈ A tal que x ∈ γ.Luego y ∈ γ y por lo tanto y ∈ β.
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ío enton
es β 6= ∅.(iii) Sea x un ra
ional que no pertene
e a α. Veremos que x no pertene
e a β. Sea γ una
ortadura en A, enton
es por ser α una 
ota superior de A se tiene que γ ≤ α. Por5.78 sabemos que esto signi�
a que γ ⊆ α, por lo tanto x 6∈ γ.(iv) Sea x ∈ β y γ ∈ A tal que x ∈ γ. Enton
es existe un ra
ional y ∈ γ tal que x < y. Es
laro que y ∈ β.(v) Es 
laro que para todo γ ∈ A, se 
umple que γ ≤ β. Por lo tanto β es una 
ota superiorde A. Veamos que β es la menor de las 
otas superiores de A. Sea δ otra 
ota superiorde A. Enton
es γ ⊆ δ para todo γ ∈ A. Por lo tanto si x ∈ β, se tiene que x ∈ δ, esde
ir, β ⊆ δ. Y por 
onsiguiente β ≤ δ.
2La de�ni
ión del produ
to la haremos por partes. Comenzaremos de�niendo el produ
tode 
ortaduras para las 
ortaduras �positivas�, es de
ir las 
ortaduras que están en R+.De�ni
ión 5.80. Sean α y β 
ortadura, 
on α, β ∈ R+. De�nimos α · β de la siguientemanera

α · β = {z ∈ Q : z ≤ 0} ∪
{z ∈ Q : z = xy para algún x, y 
on x ∈ α, y ∈ β y x, y > 0}.Ejemplo 5.81. Veamos un ejemplo. Consideremos las 
ortaduras 2∗ y 3∗.

2∗ = {q ∈ Q : q < 2}y
3∗ = {q ∈ Q : q < 3}.Mostraremos que 2∗ · 3∗ = 6∗. Debemos mostrar dos 
osas(i) 2∗ · 3∗ ⊆ 6∗: Sea q ∈ 2∗ · 3∗. Hay dos 
asos posibles. El primero es que q ≤ 0, enton
eses 
laro que q < 6 y por lo tanto q ∈ 6∗. El segundo 
aso es que q = xy para algúnpar de ra
ionales x, y tales que x ∈ 2∗, y ∈ 3∗ y x, y > 0. En este 
aso tenemos que

0 < x < 2 y 0 < y < 3. Por lo tanto 0 < xy < 6 y esto muestra que q ∈ 6∗.(ii) 6∗ ⊆ 2∗ · 3∗: Sea q ∈ 6∗, es de
ir, q es un ra
ional y q < 6. Hay dos 
asos a 
onsiderar.El primero es si q ≤ 0, en este 
aso q ∈ 2∗ ·3∗ por de�ni
ión de produ
to de 
ortaduras.El segundo 
aso es 
uando q > 0. Como 0 < q < 6 enton
es 1 < 6
q
. Sea r un ra
ionaltal que 1 < r < 6

q
y sea x = 2

r
. Enton
es 0 < x < 2, es de
ir x ∈ 2∗. Sea y = q · 1

x
, esde
ir, y = qr/2. Como q < qr < 6, enton
es qr/2 < 3, es de
ir y ∈ 3∗. Finalmente es
laro que 
omo q = xy, enton
es q ∈ 2∗ · 3∗.

2Para 
ompletar la de�ni
ión de la opera
ión de multipli
a
ión es 
onveniente tener anuestra disposi
ión el 
on
epto de valor absoluto.
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ión 5.82. Sea α una 
ortadura
|α| =

{

α, si α ≥ 0∗

−α, si α ≤ 0∗.De�ni
ión 5.83.
α · β =







0∗, si α = 0∗ o β = 0∗

|α| · |β|, si α > 0∗ y β > 0∗ o α < 0∗ y β < 0∗

−(|α| · |β|), si α > 0∗ y β < 0∗ o α < 0∗ y β > 0∗.Ya el le
tor se habrá 
onven
ido que la 
onstru

ión de los reales no es 
osa sen
illa. Para�nalizar, daremos la de�ni
ión del inverso multipli
ativo.De�ni
ión 5.84. 1∗ = {q ∈ Q : q < 1}.De�ni
ión 5.85. Sea α una 
ortadura 
on α 6= 0∗. Si α > 0∗, enton
es
α−1 = {q ∈ Q : q ≤ 0} ∪

{1/q ∈ Q : q > 0 y q 6∈ α y q no es el mínimo de {r ∈ Q : r 6∈ α}}.Si α < 0∗, enton
es
α−1 = −(|α|−1).Ejer
i
ios 5.111. Muestre que r∗ es una 
ortadura para 
ada ra
ional r.2. Considere los 
onjuntos

A = {r ∈ Q : r ≤ 0 ó 0 < r y r2 < 2}
B = {s ∈ Q : 0 < s y s2 > 2}.Muestre que(i) A no tiene máximo y que B no tiene mínimo.(ii) Para todo r ∈ A y todo s ∈ B, r < s.(iii) Q = A ∪ B y A ∩ B = ∅.(iv) A es una 
ortadura.(Sugeren
ia: Para la parte (i) use el ejer
i
io 3 de �2.4 en el 
apítulo 1).3. Sea
α = {r ∈ Q : r ≤ 0 ó 0 < r y r2 < 5}.Muestre que α es una 
ortadura. (Sugeren
ia: Use el ejer
i
io 5 de �2.4 del 
apítulo 1).4. Dados dos ra
ionales r, s muestre que



5.11. ¾CÓMO SE CONSTRUYEN LOS REALES? 187a) (r + s)∗ = r∗ + s∗.b) (rs)∗ = r∗ · s∗.
) r∗ < s∗ si y sólo si r < s.5. Si α y β son 
ortaduras tales que α < β, enton
es existe un ra
ional r tal que α <
r∗ < β.6. Sea α una 
ortadura. Muestre que r ∈ α si y sólo si r∗ < α.7. Sean α y β 
ortaduras. Muestre que α ∪ β y α ∩ β son 
ortaduras.8. Sea α una 
ortadura diferente de 0∗. Daremos algunas indi
a
iones para mostrar que

1∗ = α · α−1Muestre primero que α · α−1 ⊆ 1∗.Para la otra dire

ión siga los siguientes pasos.a) Muestre que, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que α > 0b) Podemos también suponer que α 6= r∗ para r ∈ Q.En efe
to, note que para r ∈ Q 
on r > 0 se tiene que
(r∗)−1 = {x ∈ Q : x ≤ 0} ∪ {x ∈ Q : x = 1/y , y ∈ Q , y > r}Sea 0 < s < 1 un ra
ional 
ualquiera. Sea

t = r

(

1 − s

1 + s

)enton
es r − t ∈ r∗, 1/(r + t) ∈ (r∗)−1 y además
s =

r − t

r + t
) En lo que sigue supondremos que α > 0 y α no es de la forma r∗ 
on r ∈ Q.d) Muestre que para todo ra
ional r > 1, existe a ∈ α tal que ra 6∈ α. Además, 
omo
α no es de la forma r∗, enton
es ra no es el mínimo de Q \ α (pues este 
onjuntono tiene mínimo).Sugeren
ia: Sea a ∈ α 
on a > 0. Observe que

a < ra < r2a < · · · < rna < · · ·Use que {rn : n ∈ N} no es a
otado superiormente en Q y 
on
luya que existe ntal que rna 6∈ α .e) Sea 0 < s < 1 un ra
ional y sea r = 1/s. Fije a ∈ α tal que ra 6∈ α. Enton
es
s = a · (ra)−1 ∈ α · α−1.
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